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PRÉFACE  DE  LA  PREMIÈRE  ÉDITION  (1852). 


I. 

L'Ouvrage  que  j'ai  publié,  il  y  a  quinze  ans,  sous  le  titre 
d'j4 perçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes 
en  Géométrie  (  <  )  était  une  préparation  à  la  publication  que  je 
commence  aujourd'hui.  D'autres  travaux  m'avaient  détourné  de 
ce  sujet.  Mais  une  chaire  de  Géométrie  supérieure,  réclamée  de- 
puis longtemps  par  la  Faculté  des  Sciences  et  instituée  en  i846t 
■n'ayant  été  confiée,  j'ai  dû  reprendre  d'anciennes  études  et  m'ef- 
forcer  de  lier  entre  eux,  pour  les  ériger  en  corps  de  doctrine,  des 
matériaux  insérés  en  partie  seulement  dans  les  Notes  de  VAperpi 
historique. 

Au  lieu  de  l'Ouvrage  que  je  mentionnais  alors  sous  le  nom  de 
Compléments  de  Géométrie,  et  dans  lequel  je  me  proposais  de 
réunir  ces  matériaux,  je  me  suis  trouvé  naturellement  conduit  i 
faire,  s'il  m'était  possible,  un  Traité  méthodique;  et  j'ai  dû  l'inti- 
tuler Géométrie  supérieure,  pour  conserver  le  titre  même  de  la 
chaire  consacrée  à  l'enseignement  de  la  Géométrie  pure. 

Nouveau  par  le  titre,  ce  Traité  de  Géométrie  supérieure  l'est 
aussi,  à  beaucoup  d'égards,  par  les  matières,  et  principalement  par 
la  méthode  de  démonstration.  Ce  qui  le  caractérise  essentielle- 
ment et  détermine  l'esprit  dans  lequel  il  a  été  conçu,  c'est  l'uni- 
formité de  cette  méthode  et  la  portée  de  ses  applications. 

Les  principes,  ou  théories  spéciales,  sur  lesquels  reposent  ces 
procédés  uniformes  de  démonstration  sont  développés  dans  le 
Volume  que  je  publie  aujourd'hui.  Il  contient,  en  outre,  l'appli- 
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cation  de  ces  principes  aux  propriétés  des  figures  rectilignes  et 
circulaires,  et  quelques  théories  générales,  entre  autres  la  théorie 
des  figures  homographiques  et  celle  àes  figures  corrélatwes,  d'où 
dérivent,  dans  leur  plus  grande  extension,  les  deux  méthodes  de 
transformation  des  figures  en  usage  dans  la  Géométrie  moderne. 

On  trouvera  plus  loin  une  indication  sommaire  de  ces  différentes 
Parties,  et  alors  je  dirai  quelles  sont  les  théories  fondamentales 
sur  lesquelles  reposent  les  démonstrations  que  j'emploie,  et  je  cher- 
cherai à  expliquer  d'où  proviennent  la  facilité  et  la  fréquence  de 
leurs  applications.  Mais  je  dois  indiquer  d'abord  les  caractères 
généraux  qui  distinguent  ces  méthodes  à  d'autres  égards,  en  cela 
surtout  qu'elles  participent  aux  aifontages  propres  à  l'Analyse, 

Je  veux  parler  de  la  généralité  dont  sont  empreints  tous  les  ré- 
sultats de  la  Géométrie  analytique,  où  l'on  ne  fait  acception  ni 
des  différences  de  positions  relatives  des  diverses  parties  d'une 
figure,  ni  des  circonstances  de  réalité  ou  d'imaginarité  des  parties, 
qui,  dans  la  construction  générale  de  la  figure,  peuvent  être  indif- 
féremment réelles  ou  imaginaires.  Ce  caractère  spécifique  de  l'Ana- 
lyse se  trouve  dans  notre  Géométrie. 

Mais  ces  méthodes  de  pure  Géométrie  présentent  un  autre 
avantage  essentiel,  qui  manque  parfois  à  la  Géométrie  analytique  : 
c'est  qu'elles  s'appliquent  avec  une  égale  facilité  aux  proposi- 
tions qui  concernent  des  droites  comme  à  celles  qui  concernent 
des  points,  sans  qu'on  soit  obligé  de  conclure  les  unes  des  autres 
par  les  méthodes  de  transformation,  ainsi  qu'on  a  coutume  de  le 
faire. 

Il  y  a  donc,  comme  on  voit,  trois  points  de  doctrine  mathéma- 
tique, qui  donnent  au  Traité  de  Géométrie  supérieure  un  carac- 
tère spécial  et  semblent  marquer  un  progrès  dans  la  culture  de  la 
science.  Je  vais  entrer  à  ce  sujet  dans  quelques  développements. 

II. 

Jusqu'à  présent  on  n^a  point  introduit,  d'une  manière  générale 
et  systématique,  en  Géométrie,  le  principe  des  signes,  pour  mar- 
quer la  direction  des  segments  ou  des  angles,  excepté  dans  la  Géo- 
métrie analytique  et  dans  quelques  questions  particulières,  telles 
que  la  théorie  des  centres  des  moyennes  distances  et  des  moyennes 
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harmoniques,  où  Ton  ne  considère  que  des  segments  formés  sur 
une  seule  droite. 

On  est  tellement  familiarisé,  en  Analyse,  depuis  Descartes,  avec 
ce  principe  des  signes,  dont  on  apprécie  l'immense  utilité,  qu'on 
peut  s'étonner  que  l'on  n'en  ait  pas  encore  étendu  l'usage  général 
à  la  Géométrie  pure.  Je  dirai  plus  loin  les  causes  de  cette  lacune 
regrettable.  Pour  la  constater  ici^  il  suffira  de  citer  la  relation  har- 
monique de  quatre  points,  relation  employée  si  fréquemment 
dans  la  Géométrie  moderne,  et  toujours  sans  y  faire  entrer  le  prin- 
cipe des  signes  pour  marquer  la  direction  des  segments.  Il  en  est 
de  même  de  beaucoup  d'autres  relations  d'un  usage  également  fré- 
quent, notamment  de  toutes  celles  qui  rentrent  dans  la  théorie  des 
transversales. 

Dans  toutes  ces  relations  et  dans  celles  qui  en  dérivent,  on  ne 
considère  généralement  que  la  valeur  numérique  des  segments,  de 
sorte  qu'elles  se  rapportent,  d'une  manière  concrète,  à  une  seule 
des  figures  que  peut  admettre  une  question ,  à  la  figure  que  l'on 
a  eue  sous  les  yeux  dans  le  cours  du  raisonnement  (  ^  ). 

Il  est  vrai  qu'on  peut  conclure  des  relations  démontrées  pour 
cette  figure  celles  qui  conviennent  à  une  autre,  par  la  doctrine  des 
quantités  directes  et  itwerses  de  Carnot,  doctrine  qui  fait  l'objet 
de  la  Géométrie  de  position. 

Avant  que  ce  dernier  Ouvrage  parût,  on  donnait  ordinairement 
d'une  proposition  autant  de  démonstrations,  et  d'un  problème 
autant  de  constructions  particulières,  que  la  figure  pouvait  pré- 


(*)  Par  exemplet  quatre  points  a^  b,  c,  d  situés  en  ligne  droite  donnent  lieu  à  trois 
rectangles  ab,cd^  acdb^  ad,be,  et  l'on  démontre  que  Vuh  de  ces  rectangles  est  égal 
numériquement  à  la  somme  des  deux  antres;  celui-là  dépend  de  la  position  relative 
des  quatre  points.  Si  ces  points  sont  placés  dans  Tordre  a,  b^  e,  d,  ce  rectangle  est 
ae.bd,  de  sorte  qu'on  a  acbd^  ab,cd-h  ad,bc. 

Dans  Tordre  0,  </,  b^  c,  on  a  ab.cd=  ad,bc  -t-  ac.db. 

Et  dans  l'ordre  a,  b,  d,  c,  ad.bc  s=  ab.dc-r-  ac.bd. 

Chacune  de  ces  égalités,  qui  sont  purement  numériques,  convient  à  une  position 
relative  déterminée  des  quatre  points;  et  c'est  ainsi  qu'on  a  coutume  d'exprimer  cette 
propriété  de  quatre  points,  démontrée  en  premier  lieu,  je  crois,  par  Euler.  (Voir 
Aperçu  historique,  p.  do5.)  Avec  le  principe  des  signes,  on  l'exprime  par  la  formule 

ab,ed-^ae,db-^  ad.be  =  0, 

qui  cottTient  à  tous  les  cas  que  peut  présenter  la  position  relative  des  quatre  points. 
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senter  de  cas  dlfierents  dans  la  disposition  relative  de  ses  diverses 
parties.  C*est  ainsi  que  faisaient  les  anciens  et,  dans  le  siècle  der- 
nier, R.  Simson,  Stewart,  etc.  La  Géométrie  déposition  a  eu 
pour  objet  de  prouver  qu'une  seule  démonstration  ou  construc- 
tion devait  suffire,  et  de  montrer  comment  on  pouvait  conclure 
d'une  relation  concrète  et  purement  numérique,  formée  pour  une 
figure  déterminée,  la  relation  qui  convenait  à  un  autre  état  de  la 
figure. 

Le  procédé  consiste  à  donner  le  signe  — ,  dans  la  relation  pro- 
posée,  aux  angles  et  aux  segments  qui  ont  changé  de  direction 
dans  la  seconde  figure  ;  alors  la  relation  prend  la  forme  qui  con- 
vient à  cette  nouvelle  figure  (  *  ). 

C'est  ce  que  Carnot  a  appelé  le  principe  de  corrélation  des 
figures.  Mais,  à  dire  vrai,  ce  principe  n'est  pas  démontré,  et  les 
développements  dans  lesquels  l'auteur  est  entré  à  plusieurs  re- 
prises, tant  dans  la  Géométrie  de  position  que  dans  des  disserta- 
tions spéciales,  ne  forment  que  de  puissantes  inductions  qui  ne 
constituent  pas  une  démonstration  primordiale,  absolue  ;  et,  à  la 
rigueur,  il  faudrait  justifier  dans  chaque  question  le  passage  d'une 
formule  à  une  autre. 

Certes,  ce  principe  de  corrélation  est  un  progrès  en  Géométrie; 
mais  il  n'est  pas  suffisant,  et  le  défaut  de  rigueur  absolue  n'est  pas 
ici  le  plus  grave  inconvénient  de  cette  manière  de  procéder  :  il  en 
est  d'autres  qui  touchent  à  l'essence  même  de  la  science,  car  les 
propositions  dans  lesquelles  on  ne  fait  pas  entrer  le  principe  des 
signes  sont,  en  général,  incomplètes;  en. n'y  considérant  que  les 
valeurs  numériques  des  segments,  on  néglige  une  partie  essen- 
tielle des  propriétés  de  la  figure,  que  ces  propositions  auraient 
exprimées  au  moyen  des  signes. 

11  s'agit  ici  d'un  point  de  doctrine  fort  important.  Fixons  les 


(')  Les  deux  relations  ne  diffèrent,  finalement,  que  par  les  signes  de  quelques 
termes.  Voici  comment  l'auteur  s'exprime  :  c  Suivant  les  diverses  circonstances  où  elles 
(les  quantités  que  Ton  considère,  telles  que  desse^ents  rectili^pies)  se  trouvent,  on 
doit  conserver  le  signe  qui  les  précède  dans  les  formules  où  elles  entrent  ou  le  changer; 
et  c'est  la  théorie  de  ces  mutations  que  je  nomme  Géométrie  de  position,  parce  qu'en 
effet  c'est  par  elles  qu'on  exprime  la  diversité  de  position  des  parties  correspon- 
dantes dans  les  figures  de  même  genre.  »  (  Géométrie  de  position^  Dissertation  préli- 
minaire, p.  XXIll). 
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idées  par  un  exemple.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un 
cercle  ou  une  section  conique ,  une  transversale  rencontre  la 
courbe  et  les  côtés  du  quadrilatère  en  six  points  qui  donnent  lieu 
à  certaines  relations  à  deux  termes  entre  six  ou  huit  segments. 
C'est  ce  qu'on  appelle  les  équations  à^ involiition  de  six  points  ou 
le  théorème  de  Desargues. 

On  a  coutume  de  ne  considérer  dans  ce  théorème  que  les  va- 
leurs numériques  des  segments,  en  faisant  abstraction  des  condi- 
tions de  direction,  parce  que  le  mode  de  démonstration  que  l'on 
emploie  n'implique  pas  par  lui-même  le  principe  des  signes,  et 
que  l'on  n'introduit  pas  a  posteriori^  ce  priiicipe  dans  les  for- 
mules (*). 

Il  résulte  de  là  que  les  équations  démontrées,  bien  qu'exactes 
numériquement,  n^expriment  qu'imparfaitement  les  propriétés  de 
la  figure.  Par  exemple,  chacune  de  ces  équations  devrait  pouvoir 
ser\'ir  pour  déterminer  l'un  des  deux  points  de  la  courbe  quand 
l'autre  est  donné,  et  cela  n'a  pas  lieu ,  faute  d'avoir  introduit  le  prin- 
cipe des  signes.  Car  prenons  l'équation  ab' .bd .cal  =-  ad .cV .bd^ 
l'une  des  sept  qui  existent  entre  les  deux  couples  de  points  a,  a' 
et  6,  V  du  quadrilatère  et  les  deux  points  c,  d  de  la  courbe;  cette 
équation,  si  on  la  regarde  comme  une  relation  purement  numé* 
rique  et  sans  y  faire  entrer,  au  moyen  des  signes,  aucune  condi- 


(*)  Soient  a,  a';  5,  V  et  c,  d  les  trois  couples  de  points;  on  démontre  d*abord  do 
diverses  manières,  qaî  souvent  ne  comportent  pas  Tapplicaiion  du  principe  des  signes, 
les  trois  équations  à  huit  segments 

ab.ah*  _  a'b.a'V        bc.bc'  _  Vc.b'c'       ca.ca'  _  c'a,&a' 
ac.at/  ■"  a'c.a'c'^     ba.ba'  ~  'b'a,b'a'^     cb,cb'  ~  &b,</b''* 

pnb  on  conclut  de  ces  équations,  par  voie  de  multiplication  et  division,  quatre  équa- 
tions à  BIX  segments.  Par  exemple,  en  multipliant  les  trois  équatious  membre  à 
membre,  on  obtient 

—  f  —  t       1      — I  — 1  — « 

Ob'  .bc'  ,ca'  =ia'b  Me  .c'a     ou     ab' ,bc^ ,ca' =.-±za'b.b'c.c'a. 

Si  Ton  avait  égard  aux  signes  des  segments,  il  y  aurait  ici  une  difficulté  pour  le 
choix  du  signe  du  second  membre.  Mais  cette  difficulté  ne  se  présente  pas,  ou  du 
moins  on  la  passe  sous  silence,  parce  qu'on  néglige  dans  ces  formules  le  principe  des 
signes,  pour  n'y  considérer  que  la  valeur  numérique  des  segments.  Aussi  l'on  écrit 
ces  segments  d'une  manière  arbitraire,  par  exemple  ab'  ou  b^  a  indifféremment,  et 
quelquefois  même  sans  obserrer  dans  les  quatre  équations  une  même  règle  de  symé- 
trie relativement  aux  origines  des  segments. 
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lion  de  direclion  des  segments,  donne  pour  une  position  du  point 
c  deux  points  </  et  ne  fait  pas  connaître  lequel  de  ces  deux  points 
appartient  à  la  courbe.  Ce  qui  prouve  que  l'équation,  telle 
qu'on  la  considère,  ne  satisfait  pas  à  la  question  qu'elle  devrait 
résoudre. 

Il  faut  donc  nécessairement  introduire  dans  les  relations  d'invo- 
lution  le  principe  des  signes,  sans  quoi  elles  seront  de  simples 
égalités  numériques,  formant  un  théorème  imparfait  et  dont  on  ne 
connaîtrait  pas  toute  l'utilité. 

Cela  peut  expliquer  pourquoi  ce  théorème  célèbre  de  Desar- 
gues, dont  on  parle  tant  dans  la  Géométrie  moderne,  n'a  cepen- 
dant point  encore  eu  toutes  les  applications  dont  il  est  susceptible. 
M.  Brianchon,  il  est  vrai,  en  a  fait  la  base  de  son  intéressant 
Mémoire  sur  les  lignes  du  second  ordre;  mais  il  faut  remarquer 
que  tout  l'ouvrage  consiste  dans  les  développements  des  corol- 
laires du  théorème  lui-même,  considéré  dans  tous  ses  cas  particu- 
liers, et  que  l'auteur  n'introduit  pas  ce  théorème  dans  les  spécu- 
lations géométriques  où  l'on  aurait  eu  à  tenir  compte  de  la  direction 
des  segments  :  ce  que  l'on  n'a  pas  fait  non  plus  depuis. 

Aussi,  ce  que  l'on  appelle  Vinvolution  de  six  points  s'est  réduit 
aux  équations  à  deux  termes,  entre  six  ou  huit  segments,  relatives 
soit  au  quadrilatère  inscrite  une  conique,  comme  nous  l'avons  dit, 
soit  aux  six  points  d'intersection  des  quatre  côtés  et  des  deux  dia- 
gonales d'un  quadrilatère  quelconque  par  une  transversale  ('). 

Cependant  les  six  points  donnent  lieu  à  diverses  autres  relations 


(')  Ces  relations  d'involution  entre  les  six  points  d'intersection  des  quatre  côtés 
et  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  par  une  transversale  ont  été  connues  des 
anciens,  en  partie  du  moins  ;  car  on  trouve  dans  le  septième  Livre  des  Collections 
mathénuuiçnes  de  Pappus  six  propositions,  127,  138,  i3o-i33,  qui  s'y  rapportent. 

La  proposition  i3o  exprime  la  relation  générale  à  huit  segments,  savoir 


ca,ca'      c'a.  c'a' 


cà,cb'       c'a.  c'a' 

Dans  la  proposition  i33,  la  transversale  passe  par  le  point  de  concours  de  deux 
côtés  opposés   et  est  parallèle   à  une  diagonale;    l'équation   démontrée   est  alors 

ca,ea*=.  ch  . 

Dans  les  propositions  137  et  128,  la  transversale  est  une  droite  quelconque  paral- 

ca        ab 
lèle  à  l'une  des  diagonales,  et  l'éqaation  est  de  la  forme  ;;^  =  ^'  ^^  P»"*  consî- 
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1res  difTérenleSy  formant  une  véritable  théorie  dont  les  applica- 
tions, déjà  très  fréquentes  dans  ce  Volume,  le  seront  encore  plus 
dans  la  théorie  des  sections  coniques.  Mais  ces  applications  se^ 
raient  difficiles  et  fort  restreintes  si  Ton  ne  considérait  que  les  va- 
leurs numériques  des  segments,  sans  y  faire  entrer,  avec  le  même 
degré  d'importance,  les  conditions  de  direction,  et  l'on  peut  dire 
que  cette  théorie  de  Vinuolution  n'existerait  pas  sans  le  principe 
des  signes. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  l'usage  explicite  du 
principe  des  signes  est  souvent  indispensable  pour  donner  aux 
propositions  leur  signification  complète  et  toute  la  portée  qui  leur 
est  propre,  et  à  la  science  toutes  ses  ressources  naturelles. 

« 

III. 

Mais  ce  principe  a  divers  autres  avantages.  Il  apporte  dans  les 
démonstrations  une  facilité  qui  rapproche  les  conceptions  de  la 
Géométrie  de  celles  de  l'Analyse,  car  on  sait  qu'une  démonstration 
est  d'ordinaire  plus  pénible  quand  on  est  obligé  de  subordonner 
le  raisonnement  à  l'état  d'une  figure  particulière  que  quand  on 
peut  raisonner  d'une  manière  générale,  comme  en  Analyse,  sans 
tenir  compte  des  positions  relatives,  accidentelles,  des  diverses 
parties  de  la  figure.  Dans  le  premier  cas  on  cherche  péniblement 
dans  les  détails  de  la  figure  les  éléments  de  la  démonstration,  et 
dans  le  second  on  combine  logiquement  des  propositions  abstraites, 
sans  aucune  entrave. 


dérer  cette  équation  comme  un  cas  particulier  de  lo  relation  générale  à  six  segments, 
qui  toutefois  ne  se  trouve  pas  dans  l'ouTrage  de  Pappus. 

Dans  la  proposition  i3f,  la  transversale  est  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés,  et  la  proposition  exprime  que  cette  droite  est  divisée  harmonique- 
mcnt  par  les  deux  diagonales. 

Enfin  la  proposition  i3a  est  un  cas  particulier  de  i3i.  La  droite  qui  joint  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  est  parallèle  à  une  diagonale. 

Il  est  k  croire  que  les  géomètres  grecs  n'ont  pas  connu  explicitement  les  équations 
d'involution  relatives  au  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique;  mais  ils  ont  eu 
l'équivalent  dans  la  proposition  qu'on  appelle,  d'après  Descartes,  le  théorème  de 
Pappus,  et  qui  consiste  en  ce  que  le  produit  des  distances  de  chaque  point  delà  courhe 
h  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  est  au  produit  des  distances  du  même  point  aux 
deux  autres  côtés  dans  une  raison  constante. 
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Le  principe  des  signes  étend  même  son  influence  sur  Ténoncé 
des  propositions;  car,  lorsqu'elles  ne  se  compliquent  pas  de  condi- 
tions de  situation,  elles  prennent  une  forme  à  la  fois  plus  générale 
et  plus  concise,  qui  présente  à  Tesprît  une  idée  plus  nette  et  se 
prête  mieux  au  raisonnement. 

On  a  donc  beaucoup  perdu  à  ne  pas  introduire  systématique- 
ment dans  la  Géométrie  pure  le  principe  des  signes  ;  les  progrès 
de  la  science  en  ont  été  nécessairement  retardés. 

IV. 

Si  Ton  ne  démontre  ordinairement,  comme  nous  Tavons  dit, 
une  formule  ou  relation  que  pour  une  certaine  figure,  et  non  dans 
l'état  d'abstraction  et  de  généralité  qui  permettrait,  au  moyen  des 
signes  +  et  —  affectés  aux  segments  et  aux  angles  pour  marquer 
leur  dii*eclion,  de  l'adapter  indifféremment  à  tous  les  cas  possible:» 
de  la  figure,  il  est  facile  d'en  reconnaître  la  raison.  C'est  que  les 
propositions  qui  forment  le  plus  ordinairement  les  éléments  de 
démonstration,  dans  la  Géométrie  ancienne,  ne  comportent  pas 
l'application  du  principe  des  signes.  Telles  sont  la  proposition  du 
carré  de  l'hypoténuse,  celle  de  la  proportionnalité  des  côtés  ho- 
mologues dans  les  triangles  semblables,  celle  encore  de  la  propor- 
tionnalité, dans  tout  triangle,  des  côtés  aux  sinus  des  angles  op- 
posés. La  règle  des  signes  ne  s'applique  point  à  ces  propositions, 
puisque  les  segments  que  Ton  y  considère  sont  formés  sur  des  lignes 
différentes  et  les  angles  autour  de  sommets  différents. 

A  ces  propositions  classiques  la  Géométrie  moderne  en  a  ajouté 
quelques  autres,  notamment  celles  qu'on  désigne  sous  le  nom 
générique  de  théorie  des  transi^ersales ,  lesquelles  comportent 
l'application  de  la  règle  des  signes.  Mais  on  a  négligé  de  recon- 
naître dans  ces  propositions  ou,  du  moins,  de  mettre  à  profit  cette 
faculté  précieuse  qui  forme  une  partie  notable  de  leur  valeur,  et 
on  ne  les  emploie  que  comme  exprimant  de  simples  relations  nu- 
mériques, sans  y  faire  entrer  les  conditions  de  direction  d'angles 
ou  de  segments,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  au  sujet  des  relations 
d'involution  (*). 

(*)  Il  ne  faut  pas  pardre  de  vue  qae  nous  n'entendons  parler  ici  que  des  Ouvrages 
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II  s*ensuit  que  les  propositions  déduites  synthétiquement  de  ce 
petit  nombre  de  théorèmes  qui  forment  les  éléments  de  démonstra- 
tion les  plus  ordinaires  de  la  Géométrie  ne  concernent  que  les 
valeurs  numériques  des  segments  et  des  angles,  et  sont  dépourvues 
d'une  partie  essentielle  de  la  signification  mathématique  qui  leur 
appartient. 

Au  contraire,  nos  procédés  de  démonstration  s^appuient  sur  des 
propositions  qui  impliquent  toujours  par  elles-mêmes  le  principe 
des  signes,  et  qui  le  conservent  et  le  transmettent  dans  toutes  les 
déductions  résultant  de  leur  combinaison  synthétique,  comme  cela 
a  lieu  en  Géométrie  analytique  (*), 

V. 

Les  imaginaires,  en  Géométrie  pure,  présentent  de  graves  diffi- 
cultés :  souvent  on  ne  sait  comment  les  définir  ni  les  introduire 


d«  Géométrie  pure;  car  les  propositions,  même  celles  de  la  théorie  des  transversales, 
qoe  l'on  démontre  par  la  Géométrie  analytique,  doivent  porter  l'empreinte  du  principe 
des  signes,  à  moins  toutefois  qu'en  passant  des  résultats  du  calcul  à  leurs  expressions 
géométriques,  on  ne  néglige  de  tenir  compte  des  signes,  ou  qu'on  ne  fasse  quelque 
erreur  oo  quelque  hypothèse  eoniraire  à  la  stricte  application  de  la  règle  ordinaire 
des  signes.  C'est,  en  effet,  ce  qui  a  lieu  dans  plusieurs  Ouvrages  de  Géométrie  analy- 
tique, à  l'égard  notamment  des  deux  équations  à  six  segments  relatives  au  triangle 
eoopé  par  une  transTersale  ou  par  un  faisceau  de  trois  droites  issues  des  sommets: 
ces  deux  formules  s'y  trouvent  différenciées  par  des  signes  précisément  contraires  à 
ceux  qui  leur  conviennent.  Cependant,  dans  l'Ouvrage  de  M.  Mobius,  intitulé  Calcul 
bar^centrique  (*),  le  premier,  je  crois,  où  l'on  ait  donné  des  signes  à  ces  deux  rela- 
tions, elles  ont,  ainsi  que  le  rapport  harmonique  de  quatre  points,  leurs  véritables 
signes. 

M.  de  Morgan  a  déjà  fait  l'observation  que  la  théorie  des  signes  dans  l'application 
de  l'Algèbre  à  la  Géométrie  laisse  parfois  quelque  chose  à  désirer.  (On  the  mode  of 
osing  tbe  signe  -h  and  —  in  plane  Geometry.  Voir  The  Cambridge  and  Dublin  maike^ 
maiicalJournal,  mai  i85i). 

(*)  Les  formules  de  la  théorie  des  transversales  se  trouvent  dans  Y  Aperçu  histo^ 
rijoe,  sous  leur  forme  accoutumée,  sans  signes.  Mais  depuis  j'ai  conçu  l'utilité  que 
la  Géométrie  devait  retirer  de  l'emploi  des  signes,  et,  dès  l'ouverture  du  Cours  do 
C^(Nn^/r»>iu/»^rir«rff,  j'ai  introduit  systématiquement  cette  doctrine  comme  indispen- 
sable pour  donner  aux  relations  de  segments  ou  d'angles  leur  signification  complète 
et  à  la  Géométrie  l'un  des  caractères  de  généralité  que  comporte  l'Analyse. 

(  *  )  Der  baryeenthscke  Calcul,  ein  neues  Hul/smittel  sur  analytischen  Behantilung  der  Géométrie 
àmrgestelU  und  insbeMonàere  auj  die  Bildung  neuer  Ciassen  von  Aufgaben  und  die  Entwickeîung 
mekrerer  Eigenscha/ten  der  Kegelschnitle  angewendet  fon  Aogntl  Ferdinand  MOblas,  Profestor  der 
AttroQoBla  m  Lelpslf .  Lolpiir*  iSa?,  in-s*. 
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dans  le  raisonnement;  et,  d'autre  part,  les  éléments  d'une  démons- 
tration peuvent  disparaître  quand  quelques  parties  d'une  figure 
deviennent  imaginaires. 

Ces  difiicultés  n'existent  pas  en  Analyse,  où  les  imaginaires  se 
manifestent  et  se  caractérisent  par  les  racines  d'une  équation  du 
second  degré,  dont  les  coefficients  seuls,  et  non  les  racines  elles- 
mêmes,  entrent  dans  les  relations  que  l'on  considère. 

Nos  théories  donnent  lieu  aussi  à  certaines  équations  du  second 
degré,  qui  permettent  d'introduire,  naturellement  et  dans  un  sens 
parfaitement  déterminé,  les  imaginaires  dans  les  spéculations  géo- 
métriques ;  parce  que  ces  objets  imaginaires,  points,  lignes  ou 
^ua/z«7e5,  n'entrent  pas  eux-mêmes  explicitement  dans  le  raison- 
nement, mais  s'y  trouvent  représentés  par  des  éléments  toujours 
réels  qui  peuvent  servir  à  les  déterminer.  De  la  sorte,  les  démons- 
trations impliquent  les  cas  où  certaines  parties  d'une  figure,  telles 
que  les  tangentes  à  un  cercle  menées  par  un  point  donné,  de- 
viennent imaginaires,  sans  qu'on  soit  obligé  d'invoquer  le  principe 
de  continuité  dont  M.  Poncelet  a  fait  un  si  heureux  usage  dans 
son  savant  Traité  des  propriétés  projectiles  des  figures,  mais  qui 
ne  pouvait  répondre  aux  vues  qui  m'ont  dirigé  dans  la  méthode 
suivant  laquelle  je  traite  la  Géométrie. 

Pour  bien  expliquer  ma  pensée  à  cet  égard,  je  vais  entrer  dans 
quelques  détails. 

Rappelons  d'abord  ce  qu'on  entend  ici  par  le  principe  de  conti- 
nuité. 

Certaines  parties  d'une  figure  considérée  dans  un  état  général 
de  construction,  peuvent  être  réelles  ou  imaginaires,  indifférem- 
ment; par  exemple,  s'il  se  trouve  dans  la  figure  un  cercle  et  une 
droite,  sans  aucune  condition  de  position  relative,  les  points  d'in- 
tersection de  ces  deux  lignes  seront  tantôt  réels  et  tantôt  imagi- 
naires, quoique  la  figure  reste  dans  un  état  de  construction  général. 
Quand  ces  parties  sont  réelles,  nous  dirons  que  le  fait  de  leur 
existence  forme  une  propriété  contingente  de  la  figure,  et,  pour 
distinguer  ces  parties  elles-mêmes  de  celles  qui  sont  absolues  ou 
permanentes,  nous  les  appellerons  parties  contingentes. 

Cela  posé,  il  arrive  souvent  que  ces  parties  contingentes  (c'est-à- 
dire  qui  peuvent  être  indifféremment  réelles  ou  imaginaires) 
servent  utilement,  dans  le  cas  de  la  réalité,  pour  la  démonstration 
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d*un  théorème,  et  que  cette  démonstration  n'ait  plus  lieu  quand 
ces  mêmes  parties  deviennent  imaginaires.  Alors  on  dit  qu'en 
vertu  du  principe  de  continuité  le  théorème  démontré  dans  le 
premier  cas  s'étend  au  second,  et  on  l'énonce  d'une  manière  gé- 
nérale. 

Quelquefois  le  contraire  a  lieu,  et  c'est  quand  certaines  parties 
d'une  figure  sont  imaginaires  que  Ton  y  trouve  les  éléments  d'une 
démonstration  facile,  dont  on  applique  ensuite  les  conséquences, 
en  vertu  du  principe  de  continuité,  au  cas  où  ces  mêmes  parties 
sont  réelles  et  où  la  démonstration  n'existe  plus. 

Prenons  un  exemple  de  chacune  de  ces  circonstances. 

Deux  sections  coniques  situées  dans  un  même  plan  se  coupent, 
en  général,  en  quatre  points,  dont  deux  ou  tous  les  quatre  peuvent 
être  imaginaires.  Quand  l'un  de  ces  cas  d'imaginarilé  a  Heu,  on 
démontre  que  les  deux  coniques  peuvent  être  regardées  comme  la 
perspective  de  deux  cercles  situés  dans  un  même  plan,  et  alors  on 
applique  immédiatement  à  ces  deux  courbes  les  propositions  rela* 
tives  aux  deux  cercles,  notamment  celles  qui  concernent  leurs 
centres  de  similitude  ;  ce  qui  donne  de  belles  propriétés  des  deux 
coniques,  concernant  leurs  centres  d'homologie  (  <  ). 

Mais,  quand  ces  deux  courbes  se  coupent  en  quatre  points  réels, 
ce  mode  de  démonstration  fait  défaut,  car  les  deux  courbes  ne 
peuvent  plus  être  considérées  comme  la  perspective  de  deux  cercles, 
puisque  ceux-ci  ne  se  coupent  qu'en  deux  points  réels.  Alors  on 
invoque  le  principe  de  continuité,  et  l'on  dit  que  les  théorèmes 
démontrés  dans  le  premier  cas  s'appliquent  également  à  deux  co* 
niques  qui  ont  leurs  quatre  points  d'intersection  réels. 

Dans  cet  exemple,  c'est  le  cas  où  les  parties  contingentes  de  la 
figure  se  trouvent  imaginaires  qui  fournit  une  démonstration  des 
théorèmes  que  l'on  a  en  vue.  Dans  l'exemple  suivant,  les  parties 
contingentes  sont  réelles. 

Soit  un  quadrilatère  inscrit  dans  une  conique  ;  une  transversale, 
menée  arbitrairement,  rencontre  la  courbe  et  les  deux  systèmes 
de  côtés  opposés  du  quadrilatère  en  trois  couples  de  points,  entre 
lesquels  ont  lieu  les  équations  d'involulion.  Que  deux  autres  co- 
niques passent  par  les  quatre  sommets  du  quadrilatère,  les  deux 

(')  Voir  le  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures  de  M.  Poncelet,  p.  60  et  |56. 
r.BASLEa.  —  Géom,  sup,  O 


XVI  PREFACE. 

points  d^ntersection  de  chacune  d'elles  par  la  transversale  forme- 
ront pareillement  une  involution  avec  les  deux  couples  de  points 
appartenant  aux  quatre  côtés  du  quadrilatère  ;  et  Ton  conclut  de 
là,  en  combinant  les  équations  d'involution,  que  les  trois  couples 
de  points  qui  appartiennent  respectivement  aux  trois  coniques 
sont  eux-mêmes  en  involution,  c'est-à-dire  que  :  «  Quand  trois 
coniques  passent  par  quatre  mêmes  points,  toute  transversale  les 
rencontre  en  six  points  en  involution  (*).  » 

Ce  théorème  est  ici  démontré  dans  le  cas  où  les  quatre  points 
communs  aux  trois  courbes  sont  réels,  et,  par  \e  principe  de  conti- 
nuité, on  rétend  au  cas  où  deux  de  ces  points  ou  tous  les  quatre 
sont  imaginaires,  bien  qu'alors  la  démonstration  n'ait  plus  lieu, 
puisqu'il  n'y  a  plus  de  quadrilatère. 

En  Géométrie  analytique,  la  démonstration  de  ces  théorèmes  a 
toute  la  généralité  désirable,  car  on  n'y  fait  point  acception  des 
circonstances  de  réalité  ou  d'imaginarité  des  points  d'intersection 
des  coniques.  Et  il  semble  que  c'est  cette  puissance  de  l'Analyse 
qui  autorise  à  faire  avec  confiance,  en  Géométrie  pure,  usage  du 
principe  de  continuité. 

VI. 

Sans  vouloir  élever  aucune  objection  contre  cette  manière  de 
procéder,  qui  peut,  dans  certaines  questions,  fournir  au  géomètre 
des  ressources  dont  il  fait  bien  de  ne  point  se  priver,  j'ai  cru  ce- 
pendant, et  par  plusieurs  raisons,  devoir  m'abstenir  de  l'employer 
dans  l'Ouvrage  actuel.  ^ 

D'abord,  ce  principe  de  continuité  n'étant  pas  démontré  a  priori, 
en  l'invoquant  comme  une  sorte  d'axiome  ou  de  postulatum,  on 
s'écarte  de  l'exactitude  rigoureuse  qui  constitue  le  caractère  prin- 
cipal, et  l'on  peut  dire  la  supériorité,  des  sciences  mathématiques 
en  général,  mais  surtout  de  la  Géométrie. 

En  outre,  avec  ce  principe,  fût-il  prouvé  en  toute  rigueur,  on 
n'a  pas  une  démonstration  directe,  qui  seule  satisferait  complète- 


(*)  Cette  propriété  des  coniques  a  été  donnée  par  M.  Sturm  dans  la  première 
Partie  d'un  Mémoire  dont  la  suite,  au  grand  regret  des  géomètres,  n'a  pas  été  publiée. 
{Voir  ji finales  de  Mathématiques  de  M.  Gcrgonne,  t.  XVII,  p.  i8o.) 
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ment  Tesprit;  on  laisse  dans  chaque  question  une  lacune  et  un 
sujet  de  recherche. 

Mais  il  est  une  autre  considération  plus  puissante  qui  m'a  déter- 
miné à  ne  pas  profiter,  dans  ce  Volume  destiné  à  poser  les  bases 
de  méthodes  générales,  des  facilités  qu'aurait  pu  offrir  souvent  le 
principe  de  continuité.  Une  étude  attentive  des  différents  procédés 
de  démonstration  qui  peuvent  s'appliquer  à  une  même  question 
m'a  convaincu  qu'à  côté  d'une  démonstration  facile ^  fondée  sur 
quelques  propriétés  accidentelles  ou  contingentes  d'une  figure, 
devaient  s'en  trouver  toujours  d'autres,  fondées  sur  des  propriétés 
absolues  et  subsistantes  dans  tous  les  cas  que  peut  présenter  la 
figure  en  raison  de  la  diversité  de  position  de  ses  parties;  et  j'ai 
éprouvé  que  la  recherche  de  ces  démonstrations  complètement  ri- 
goureuses est  d'autant  p]us  utile,  qu'elle  met  nécessairement  sur  la 
voie  des  propositions  les  plus  importantes,  de  celles  qui  établissent 
tous  les  liens  qui  doivent  exister  entre  les  différentes  parties  d'un 
même  sujet. 

Je  me  suis  donc  proposé  d'introduire  dans  cet  Ouvrage,  avec  la 
notion  explicite  des  imaginaires,  des  démonstrations  aussi  rigou- 
reuses et  aussi  générales  que  celles  de  la  Géométrie  analytique. 

Ces  démonstrations  deviennent  aussi  faciles  que  les  premières 
quand  on  en  a  préparé  la  voie  par  la  recherche  de  quelques  pro- 
positions d'une  certaine  nature,  savoir  de  propositions  reposant 
sur  les  propriétés  absolues  ou  permanentes  de  la  figure  que  Ton 
considère,  et  non  simplement  sur  ses  propriétés  contingentes.  Ces 
propositions  se  distinguent  par  ce  caractère  spécial  que  les  objets 
susceptibles  de  devenir  imaginaires  n'y  entrent  pas  sous  forme 
explicite,  mais  s'y  trouvent  représentés  par  des  éléments  réels,  de 
même  que  les  racines  d*une  équation  n'entrent  pas  elles-mêmes 
dans  les  calculs  de  la  Géométrie  analytique  et  y  sont  représentées 
collectivement  par  les  coefficients  de  l'équation. 

Ces  propositions,  où  n'entrent  ainsi  que  des  relations  qui,  en 
.\nalyse,  s'exprimeraient  au  moyen  des  coefficients  d'une  équation 
ou  d'autres  fonctions  symétriques  des  racines  de  l'équation,  sont 
celles  qu'il  importe  le  plus  de  connaître,  comme  étant  à  la  fois  les 
plus  fécondes  et  les  plus  propres  à  donner  à  la  Géométrie  le  degré 
<le  généralité  qui  fait  la  puissance  de  l'Analyse. 

b. 
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\TI. 

Je  terminerai  ces  considérations  sur  les  imaginaires  par  une 
remarque  qui  se  rapporte  essentiellement  au  sujet. 

Il  peut  arriver,  quand  quelques  parties  d'une  Ggure  deviennent 
imaginaires,  que  les  propositions  soient  susceptibles  de  nouveaux 
énoncés  très  différents  des  premiers,  et  donnent  lieu  à  des  pro- 
priétés de  rétendue  très  différentes  aussi  de  celles  que  Ton  consi- 
dérait d'abord. 

On  trouvera  un  exemple  remarquable  d'une  telle  transforma- 
tion dans  un  système  de  cercles  ayant  le  même  axe  radical.  Si  l'on 
suppose  Tun  des  cercles  imaginaire  (  ce  qui  aura  lieu  selon  la  posi- 
tion du  point  que  Ton  prendra  pour  centre  du  cercle),  toutes  les 
propositions  générales  appartenant  à  ce  système  fournissent  immé- 
diatement, en  changeant  d'énoncés,  de  fort  belles  propriétés  des 
cônes  à  base  circulaire.  Transformation  singulière,  qui  montre  le 
sens  profond  de  cette  pensée  d*un  illustre  géomètre  de  nos  jours  : 
«  En  Géométrie,  comme  en  Algèbre,  la  plupart  des  idées  diffé- 
rentes ne  sont  que  des  transformations;  les  plus  lumineuses  et 
les  plus  fécondes  sont  pour  nous  celles  qui  font  le  mieux  image 
et  que  l'esprit  combine  avec  le  plus  de  facilité  dans  le  discours  et 
dans  le  calcul  (*  ).  » 

VIII. 

Je  ferai  mention  brièvement  d'un  troisième  caractère  de  géné- 
ralité que  possèdent  nos  théories  géométriques  et  qui  leur  donne, 
dans  beaucoup  de  questions,  un  avantage  réel  sur  les  procédés 
ordinaires  de  la  Géométrie  analytique.  C'est  qu'elles  s'appliquent 
indifféremment  aux  deux  genres  de  propositions  que  Ton  peut 
distinguer  dans  la  science  de  l'étendue,  selon  qu'elles  se  rap- 
portent à  des  points  ou  à  des  droites  (^)  :  propositions  qui  se  cor- 


(  '  )  P01.XSOT,  Mémoire  sur  la  composition  des  moments  et  des  aires  dans  la  3Iécanique; 
voir  les  Éléments  de  Statique,  9*  édition,  p.  353. 

{*)  II  n'est  ici  question  que  de  la  Géométrie  plane.  Dans  la  Géométrie  à  trois  di- 
mensions, ce  sont  des  plans  qui  correspondent  à  des  points,  et  des  droites  à  des 
droites. 
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respondent  en  vertu  de  certaines  lois  auxquelles  on  a  donné  le  nom 
de  principe  de  dualité.  Par  exemple >  à  une  proposition  concer- 
nant les  cotés  et  les  diagonales  d'un  quadrilatère,  en  correspond 
une  concernant  les  sommets  et  les  points  de  concours  des  côtés  op- 
posés ;  à  une  proposition  concernant  les  points  d'un  cercle  ou  d'une 
conique,  en  correspond  une  concernant  les  tangentes,  etc. 

La  méthode  de  Descartes,  ou  Géométrie  analytique,  ne  s^ap- 
plique  pas  avec  une  égale  facilité  à  ces  deux  genres  de  proposi- 
tions. Aussi,  dans  beaucoup  de  cas,  on  n'en  démontre  qu'une,  et 
l'on  en  conclut  l'autre  par  les  méthodes  de  transformation  des 
figares,  telles  que  la  théorie  des  polaires  réciproques.  C'est  ainsi 
que  Ton  a  coutume  de  conclure  du  théorème  de  Pascal  sur  l'hexa- 
gone inscrit  à  une  conique  le  théorème  de  M.  Brianchon  sur 
l'hexagone  circonscrit. 

Nos  méthodes  s'appliquent  avec  une  égale  facilité  aux  deux 
sortes  de  propositions  et  accroissent,  à  cet  égard,  les  ressources  de 
la  Géométrie. 

Aussi  nous  n'avons  pas  été  obligé  de  recourir  aux  méthodes  de 
transformation  des  ligures,  lesquelles  sont  parfois  fort  utiles,  mais 
ne  satisfont  pas  complètement  aux  besoins  de  la  science,  même 
quand  elles  sont  applicables,  et  ne  peuvent  suppléer  à  des  démons- 
trations directes. 

Nous  renvoyons,  à  ce  sujet,  aux  considérations  développées  dans 
le  cours  de  l'Ouvrage  (Chap.  XXVII). 


IX. 


Ce  Volume  est  divisé  en  quatre  Sections. 

La  première  contient  un  ensemble  de  propositions  dont  l'en- 
chaînement naturel  donne  lieu  à  trois  théories  qui  se  font  suite  et 
sont  le  développement  d'une  même  notion  et  d'un  même  théorème 
fondamental. 

Cette  notion  se  rapporte  à  une  certaine  fonction  de  segments  ou 
d'angles,  appelée  rapport  anharmonique  de  quatre  points  ou  d'un 
faisceau  de  quatre  droites. 

Les  trois  théories  successives  auxquelles  donne  lieu  cette  fonc- 
tion, que  l'on  considère  dans  un  ou  plusieurs  systèmes  soit  de 


», 
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quatre  points,  soit  de  quatre  droites,  peuvent  être  dites  théories 
du  rapport  anharmonique,  des  divisions  et  faisceaux  homo gra- 
phiques, et  de  Vinvolution. 

Ces  théories  forment  la  base  de  nos  procédés  de  démonstration. 
Chacune  des  propositions  dont  elles  se  composent  s'y  trouve 
comme  un  anneau  nécessaire  à  leur  enchaînement  continu ,  et  toutes 
sont  susceptibles  d'applications  ultérieures  très-diverses. 

Je  dois  rappeler  ici  brièvement  ce  que  nous  entendons  par  rap- 
port  anharmonique,  divisions  et  faisceaux  homo graphiques,  et 
ini^olution. 

Quand  quatre  points  a,  b,  c,  d  sont  en  ligne  droite,  on  appelle 
rapport  anharmonique  de  ces  points  une  expression  ou  fonction  de 

Il  ac     oc 

quatre  segments  telle  que  — il-r-,' 

*        ad    bd 

Dans  le  cas  particulier  où  la  fonction  est  égale  à  Tunité  (abs- 
traction faite  des  signes  des  segments),  on  dit  communément  que 
les  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique.  C'est  pourquoi  j'ai 
donné  à  la  fonction,  dans  le  cas  général,  le  nom  de  rapport  anhar- 
monique  (*). 

De  même,  quand  quatre  droites  A,  B,  C,  D  concourent  en  un 

même  point,  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'elles  forment  un  fais- 

,  r       »•        j       •         j    1    r  sin(A,C)    sin(B,C) 

ceauy  chaque  fonction  de  sinus  de  la  forme  -: — r— =rrr  -r-;^r-~x  est 
^  sm(A,D)    sin(B,D) 

un  rapport  anharmonique  des  quatre  droites,  ou  du  faisceau. 

J'appelle  divisions  homo  graphiques  sur  deux  droites,  ou  sur  une 
seule,  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent  deux  à  deux  de 
manière  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  quelconques 
de  la  première  série  soit  égal  à  celui  des  quatre  points  correspon- 
dants de  la  seconde  ;  et  faisceaux  homo  graphiques  deux  faisceaux 
dont  les  droites  se  correspondent  deux  à  deux  de  manière  que  le 
rapport  anharmonique  de  quatre  droites  du  premier  faisceau  soit 
égal  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes  du  second  fais- 
ceau (^). 

Enfin  je  considère  Vinvolution  de  six  points,  conjugués  deux  à 
deux,  comme  une  égalité  entre  le  rapport  anharmonique  de  quatre 


('  )  Aperçu  historique,  p.  34* 

('}  Aperçu  historique,  Notes  XV  cl  XVI;  'voir  p.  34o  et  34^< 
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de  ces  points  et  celui  des  quatre  points  conjugués;  et  de  même 
pour  rinvolution  de  six  droites  (*  ). 

Cette  définition  de  Finvolution  se  prête  avec  une  grande  facilité 
à  Textension  considérable  dont  cette  théorie  était  susceptible,  et 
qui  sera  d^un  grand  usage  surtout  dans  Tétude  des  sections  coniques 
et  des  surfaces  du  second  ordre. 

Les  fonctions  anharmoniques  de  quatre  points  et  de  quatre 
droites  jouissent  d'une  propriété  commune,  fort  simple,  qui  forme 
le  théorème  fondamental  que  nous  prenons  pour  point  de  départ 
dans  le  développement  de  nos  trois  théories  ;  c'est  que  : 

Quand  un  faisceau  de  quatre  droites  est  coupé  par  une  trans- 
versale, le  rapport  anharmoniq ue  des  quatre  points  d'intersection 
est  égal,  numériquement  et  avec  le  même  signe,  à  celui  des  quatre 
droites. 

Ainsi,  les  droites  étant  A,  B,  C,  D  et  les  points  d'intersection 
a,  b,  c,  dy  on  a  toujours 

ac ^bc sînf  A,C)  ^  sin(B,C) 

âi/'î^""siD(A,D)'sin(B,DJ' 

On  conclut  de  là  immédiatement  que,  quand  les  quatre  droites 
sont  coupées  par  deux  transversales,  les  deux  séries  de  quatre 
points  d'intersection  ont  le  même  rapport  anharmoniq  ue  ;  ce  qu'on 
exprime  brièvement  en  disant  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  est  projectij. 

Cette  propriété  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points  a  été 
connue  des  anciens.  On  la  trouve  dans  six  propositions  du  VIP  li- 
>Te  des  Collections  mathématiques  de  Pappus,  parmi  les  lemmes 
relatifs  aux  porismes  d'Euclide  (^).  Chez  les  modernes,  Pascal  et 


(')  Aperçu  historique.  Note  X;  "voir  p.  3i8. 

(•)  Propositions  129,   136,  137,  140,  142,  145  (yoîp  Aperçu  historique,  etc.,  p.  38). 

Dans  la  proposition  129,  Pappus  démontre  que  :  Quand  trois  droites  B,  C,  D  partent 
d*un  même  point,  deux  transversales  menées  par  un  point  a  les  rencontrent  en  deux 
séries  de  points  b,  c,  d  et  b',  c',  d',  entre  lesquels  a  lieu  l'équation 

ac.hd       ac?  .V  d*  .     ,  ac     hc       ac'     h' c' 

■^bc  =  T<rir?'    que  nou.  ecmon.    -:-^-^:—^. 

Les  propositions  136  et  142  expriment  la  réciproque  de  cette  première,  savoir  que  : 
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Desargues  l'ont  connue  ;  et  vers  le  même  temps  Grégoire  de  Saint* 
Vincent  et  de  La  Hire  ont  fait  un  grand  usage  du  cas  où  les  points 
sont  en  rapport  harmonique.  Camot,  en  démontrant  ce  cas  parti- 
culier, a  considéré,  le  premier,  le  rapport  des  sinus  des  angles  du 
faisceau  (  *  ).  M.  Brianchon  a  énoncé  la  proposition  générale  et  s'en 
est  servi  dans  son  Mémoire  sur  les  lignes  du  second  ordre,  et 
M.  Poncelet,  en  faisant  usage  simplement,  comme  de  La  Hire  et 
Grégoire  de  Saint-Vincent,  du  cas  du  rapport  harmonique,  «a  cité 
la  proposition  générale  de  M.  Brianchon  (^).  Depuis,  plusieurs 
géomètres,  et  surtout  MM.  Môbius  (')  et  Steiner  (^),  ont  fait  un 
usage  plus  élendu  de  cette  proposition  et  de  celle  qui  exprime 
l'égalité  entre  le  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  de  quatre 


Quand  cette  égalité'  a  lieu  à  V égard  des  deux  séries  de  points  a,  b,  c,  d  et  a,  b',  c', 
d'  situées  sur  deux  transversales  issues  du  point  commun  a,  les  trois  droites  bb',  ce'  et 
dd'  concourent  en  un  même  point. 

Dans  la  proposition  137,  la  seconde  transversale  est  parallèle  à  Tune  des  droites 
du  faisceau,  et,  par  suite,  le  second  membre  de  l 'équation  se  réduit  au  simple  rap- 
port de  deux  sejrments.  On  pourrait  considérer  cette  proposition  comme  -un  corol 
laire  de  la  129*  :  néanmoins  elle  a  la  même  portée  que  celle-ci,  parce  qu'elle  exprime, 

comme  elle,  que  la  fonction  —3  :  y-^  relative  à  la  première  transversale  a  une  valeur 

aa      ba 

constante,  quelle  que  soit  la  direction  de  cette  droite. 

La  proposition  140  est  la  réciproque  de  137. 

Enfin  la  proposition  145  est  un  corollaire  de  la  129*;  les  quatre  points  a,  ^,  c,  d 
sont  supposés  en  rapport  harmonique,  et  l'auteur  démontre  que  les  quatre  a,  b',  c/, 
<f  sont  aussi  en  rapport  harmonique;  ce  qu'il  exprime  en  disant  que,  si  l'on  a 


on  aura  aussi 


tic 
ad 

bc 
=  bd' 

ac» 
ad* 

b'c' 
"  b'd 

M.  Poncelet  (voir  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures,  p.  la)  et  plusieurs 
auteurs  après  lui  ont  cité  de  l'Ouvrage  de  Pappus  cette  dernière  proposition  145,  qui 
prouve  que  le  rapport  harmonique  est  projectif.  Mais  on  voit  que  la  proposition  gé- 
nérale se  trouve  aussi  dans  l'Ouvrage  du  géomètre  grec,  et  même  avec  une  proposi- 
tion réciproque  fort  importante.  On  peut  penser  qu'Euclide  lui-même  faisait  usage 
de  ces  propositions  dans  son  Traité  des  porismrs. 

(')  Essai  sur  la  théorie  des  Transversales,  p.  77. 

(*)  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures,  p.  12. 

(  •  )  Der  barjrcentrische  Calcul,  etc. 

(')  Sjrstematisehe  Enttvickelung  der  jibhângigkeit  Geometrischer  Gestalten  von 
einander,  Berlin,  i832,  in-8". 
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droites  et  celui  des  quatre  points  d'intersection  de  ces  droites  par 
une  transversale.  Nous-méme  avons  fait  usage  aussi  de  ces  fonc- 
tions anharmoniques,  notamment  en  les  prenant  pour  le  type  des 
relations  transformables,  dans  la  théorie  des  figures  homogra- 
phiqueSy  comme  dans  celle  des  figures  corrélatives  (  *  ). 

Mais,  indépendamment  de  ces  applications  spéciales,  la  notion 
du  rapport  anharmonique  était  susceptible  de  développements  dont 
j'ai  traité  quelques  points  dans  V Aperçu  historique  (^),  en  m'ef- 
forçant  d'appeler  l'attention  des  géomètres  sur  une  matière  dont 
l'étude  me  paraissait  devoir  être  extrêmement  utile  aux  progrès  de 
la  Géométrie  (').  Ce  sont  ces  développements  qui  ont  donné  lieu 
aux  trois  théories  distinctes  dont  je  viens  de  parler. 

X. 

On  peut  se  rendre  compte  de  la  facilité  que  doit  procurer  le  rap- 
portanharmoniqueponvlsi  démonstration  des  propriétés  des  figures. 
Elle  provient  de  l'équation 

ne  ^  bc sin(A,  C)  ^  sin(B,C) 

~âd  •  67/  "~  siin(A,D)  '  sïîr(  bTD)  ' 

qui  exprime  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  en 
ligne  droite  est  égal  à  celui  de  tout  faisceau  de  quatre  droites 
passant  par  ces  points. 

En  effet,  il  résulte  de  cette  propriété  du  rapport  anharmonique 
que  .cette  fonction  peut  servir  de  lien  entre  les  parties  d'une  figure 
pour  établir  les  relations  qu'elles  comportent  et  qui  constituent  les 
propriétés  de  la  figure. 

Par  exemple,  si  les  rayons  de  deux  faisceaux  se  coupent  deux  à 
deux  en  quatre  points  en  ligne  droite,  les  rapports  anharmoniques 
des  deux  faisceaux  sont  égaux ,  et,  si  ces  deux  faisceaux  sont  cou- 
pés respectivement  par  deux  transversales,  les  rapports  anharmo- 
niques des  deux  séries  de  quatre  points  d'intersection  seront 
égaux.  De  chacun  de  ces  deux  systèmes  de  quatre  points  on  passe 


(".  jt perçu  historique  y  p.  575-S48. 

(•y  roiV*Note  IX,  p.  3o2-3o8,  el  Note»  XV  et  XVl,  p.  334-3)4. 

(•)  Voir  p.  33-35,  38-39,  81,  iSq,  255. 
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de  même  à  d'autres  systèmes  semblables,  par  Fintermédlaire 
d'autres  faisceaux.  De  là  peuvent  donc  résulter  des  propriétés  de 
la  figure,  concernant  des  points  et  des  droites.  On  verra,  en  effet, 
dans  tout  le  cours  de  TOuvrage,  qu'il  y  a  presque  toujours  lieu  de 
considérer  ainsi,  dans  chaque  question,  quelques  systèmes  de  quatre 
points  ou  de  quatre  droites  ayant  les  mêmes  rapports  anharmo- 
niques.  On  peut  d'ailleurs  former,  avec  trois  points  seulement 
situés  en  ligne  droite,  un  rapport  anharmonique,  en  y  faisant  en- 
trer le  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite,  auquel  cas  la  fonction  an- 
harmonique  est  simplement  un  rapport  de  deux  segments. 

Mais  il  ne  faudrait  pas  croire  que  l'on  ne  démontre  ainsi  que  des 
propriétés  exprimées  par  la  simple  égalité  de  deux  rapports  anhai^ 
moniques.  Celte  égalité  sert  d'auxiliaire  ou  de  lien,  comme  feraient 
d'autres  propositions,  mais  avec  beaucoup  plus  de  facilité  que 
d'autres,  pour  établir  les  diverses  relations  qui  constituent  les  pro- 
priétés d'une  figure.  Du  reste,  on  verra  que  cette  égalité  même  ne 
s'exprime  pas  uniquement  par  une  équation  à  deux  termes,  comme 
on  pourrait  le  penser  d'après  la  définition  du  rapport  anharmo- 
nique, mais  aussi  par  des  équations  à  trois  et  à  quatre  termes,  de 
formes  variées,  équations  dont  chacune  a  des  applications  spéciales 
fort  étendues. 

Aucune  autre  proposition  ne  me  paraît  aussi  propre  que  celle 
du  rapport  anharmonique  à  servir  de  lien  entre  les  diverses  parties 
d'une  figure  dont  on  veut  découvrir  ou  démontrer  les  propriétés- 
La  proposition  la  plus  fréquemment  employée  est  celle  de  la  pro- 
portionnalité entre  les  côtés  des  triangles  semblables.  Mais  ces 
triangles  n'existent  pas,  en  général,  dans  les  données  de  la  question, 
et  il  faut  chercher  à  les  former  par  des  lignes  auxiliaires,  tandis  que 
les  rapports  anharmoniques  s'aperçoivent  presque  toujours  dans  la 
figure  même  ou  s'y  peuvent  former  aisément. 

XI. 

La  fonction  anharmonique,  indépendamment  de  la  facilité  qu'elle 
procure  dans  les  démonstrations,  porte  en  soi  le  germe  des  carac- 
tères généraux  qui  distinguent,  comme  nous  l'avons  dit,  nos  pro- 
cédés de  démonstration  :  savoir  l'application  constante  du  principe 
des  signes  ;  l'égale  facilité  de  traiter  les  deux  genres  de  questions 
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relatives  aax  points  et  aux  droites;  et  la  considération  des  imagi- 
naires de  la  même  manière  qu^en  Géométrie  analytique. 

En  eflet,  Tégalité  entre  la  fonction  de  segments  et  la  fonction 
correspondante  de  sinus  comporte  le  principe  des  signes  \  et,  comme 
nos  théories  découlent  de  cette  unique  proposition,  il  s'ensuit  que 
tous  les  résultats  admettent  naturellement  et  nécessitent  même 
Tapplication  du  principe  des  signes. 

Cette  manière  de  faire  dériver,  pour  ainsi  dire,  toute  la  Géomé- 
trie supérieure  d'une  proposition  unique  qui  implique  Tusage  des 
signes,  a  de  l'analogie  avec  ce  que  Ton  fait  dans  la  Trigonométrie 
et  dans  la  Géométrie  analytique. 

Car,  dans  la  Trigonométrie,  on  démontre  la  formule  du  dévelop- 
pement de  sin(aH-&)  en  prouvant  avec  soin  que  la  règle  des 
signes  s'y  applique,  et  l'on  déduit  de  cette  formule  unique  toutes 
les  autres. 

De  même,  en  Géométrie  analytique,  on  démontre  l'équation  de  la 
ligne  droite  et  l'on  prouve  qu'elle  comporte  le  principe  des  signes; 
puis  cette  équation  forme  le  point  de  départ  et  le  fondement  de 
tous  les  calculs  ultérieurs. 

De  même,  dans  notre  Géométrie,  une  seule  proposition  expri- 
mant l'égalité  de  deux  fonctions  anharmoniques  de  segments  et  de 
sinus  forme  la  base  de  tout  l'Ouvrage  et  introduit  naturellement 
le  principe  des  signes. 

Mais  cette  simple  égalité  a  quelque  chose  de  plus  général  et  de 
plus  primordial  que  les  deux  propositions  qui  servent  de  base  à  la 
Trigonométrie  et  à  la  Géométrie  analytique,  car  celles-ci  peuvent 
être  considérées  comme  des  conséquences  de  la  première,  ainsi 
qu'on  le  voit  dans  le  cours  de  l'Ouvrage  (*  ). 


XII. 

Quant  aux  deux  genres  de  propriétés  des  figures  auxquels  donne 
lieu  la  distinction  des  points  et  des  droites,  on  conçoit  que  la  fonc- 
tion anharmonique  y  soit  également  propre,  puisqu'elle  implique 
les  droites  par  la  fonction  de  sinus  aussi  bien  et  au  même  titre 


(')  Chap.  II,  s  V,  et  Chap.  XXI,  $  I. 
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que  les  points  par  la  fonction  de  segments.  Aussi  tous  les  dévelop- 
pements qui  découlentde  la  proposition  fondamentale  comprennent 
deux  ordres  de  recherches  différentes ,  mais  qui  se  correspondent 
parfaitement  :  les  unes  relatives  à  des  points  et  les  autres  à  des 
droites. 

On  voit  donc  qu'à  cet  égard,  comme  à  Tégard  du  principe  des 
signes,  la  fonction  anharmonique  offre  des  avantages  qui  ne  se 
trouvent  dans  aucune  des  propositions  dont  on  se  sert  le  plus  fré- 
quemment dans  la  Géométrie,  telles,  par  exemple,  que  la  propor- 
tionnalité des  côtés  homologues  dans  les  triangles  semblables. 

Du  reste,  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  ou  d'un 
faisceau  de  quatre  droites  est  la  fonction  la  plus  simple  qui  puisse 
donner  lieu  à  une  égalité  entre  une  fonction  de  segments  et  la  fonc- 
tion semblable  de  sinus;  c'est-à-dire  qu'avec  trois  points  et  un 
faisceau  de  trois  droites  on  ne  peut  pas  former  de  fonctions  qui 
jouissent  de  cette  propriété. 

XIII. 

Pour  montrer  comment  j'introduis  en  Géométrie  pure  la  notion 
des  imaginaires  de  la  même  manière  qu'on  le  fait  en  Géométrie 
analytique,  c'est-à-dire  parla  considération  des  racines  d'une  équa- 
tion du  second  degré,  il  faut  donner  d'abord  une  courte  explication 
relative  aux  dii^isions  et  aun  faisceaux  homographiques , 

Deux  di\fisions  liomo graphiques  sur  deux  droites,  ou  sur  une 
seule,  sont  deux  séries  de  points  qui  se  correspondent  deux  à  deux 
de  manière  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  quel- 
conques de  la  première  série  soit  égal  à  celui  des  quatre  points 
correspondants  de  la  seconde  série.  La  relation  entre  deux  points 
correspondants  des  deux  divisions  s'exprime,  de  même  que  l'égalité 
de  deux  rapports  anharmoniques,  par  des  équations  à  deux,  à  trois 
ou  à  quatre  termes,  lesquelles  sont  indépendantes  de  la  position 
des  deux  droites . 

L'une  de  ces  équations  est  de  la  forme 

A/w.B'/7i'-h>.Aw  -h  fA.B'/?i'-hv  =  o, 
A  et  B'  étant  deux  points  fixes  quelconques  sur  les  deux  droites. 
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m^fr/ deux  points  correspondants  des  deux  divisions,  et  "kjfijV  des 
constantes  qu'on  détermine  au  moyen  de  trois  couples  de  points 
correspondants. 

Quand  les  deux  droites  sont  coïncidentes,  on  peut  rapporter  les 
points  de  la  seconde  division  à  la  même  origine  que  ceux  de  la  pre- 
mière, et  Téquation  devient 

A  «ï .  A  m'  -4-  > .  A/w  -+-  /x .  A  //i'  H-  v  =  o. 

On  voit  immédiatement,  d'après  cette  équation,  qu'il  existe 
sur  la  droite  deux  points,  déterminés  par  Téquation  du  second 
degré 

A/w  -f- (> -h  u)A/n -hv  =  o, 

qui  jouissent  de  cette  propriété  que  chacun  d'eux,  considéré 
comme  appartenant  à  la  première  division,  est  lui-même  son  ho- 
mologue dans  la  secondé  division.  J'appelle  ces  deux  points  les 
points  doubles  des  deux  divisions.  Quand  les  racines  de  l'équation 
sont  imaginaires,  on  dit  naturellement,  comme  en  Analyse,  que 
ces  points  sont  imaginaires,  mais  leur  point  milieu  est  toujours 
réel,  ainsi  que  le  rectangle  de  leurs  distances  à  l'origine  A.  Et  s'il 
n'entre  dans  la  question  que  l'on  traite  que  ce  point  et  ce  rectangle, 
ou  bien  les  coeflicients  X,  /x  et  v,  ou  bien  encore  les  trois  couples 
(le  points  correspondants  des  deux  divisions  homographiques  qui 
suflisent  pour  déterminer  ces  coeiïicients^  les  résultats  seront  in- 
dépendants des  circonstances  de  réalité  ou  d'imaginarité  des  deux 
points  doubles,  et  comporteront  le  même  degré  de  généralité  que 
les  calculs  de  la  Géométrie  analytique. 

C*est  par  ces  considérations  qu'on  introduit  naturellement  et 
^aus  obscurité  la  notion  des  points  imaginaires.  11  en  est  de  même 
pour  le  système  de  deux  droites  imaginaires  ;  on  regarde  les  deux 
droites  comme  les  rayons  doubles  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques ayant  le  même  centre,  et  ces  rayons  doubles  se  détermi- 
nent par  une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  peuvent 
tire  imaginaires. 

Ces  diï^isions  el  faisceaux  homographiques  se  présenteront  dans 
une  foule  de  questions,  notamment  dans  toute  la  théorie  des  sec- 
tions coniques  ;  de  sorte  que  l'on  conçoit  bien  que  dans  cette  théorie 
la  notion  des  points  et  des  droites  imaginaires  ne  causera  aucune 
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obscurité,  aucun  embarras.  Par  exemple,  qu'on  demande  de  dé- 
terminer les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'une  conique 
non  tracée,  mais  qui  doit  passer  par  cinq  points  donnés.  On  se 
servira  de  cette  proposition  que  :  «  Si  autour  de  deux  points  fixes 
d'une  conique  on  fait  tourner  deux  droites  qui  se  coupent  toujours 
sur  la  courbe,  ces  deux  droites  forment,  dans  leurs  positions  suc- 
cessives, les  rayons  de  deux  faisceaux  horaographiques  (  *  ).  »  Il  en 
résulte  que  les  deux  droites  tournantes  rencontrent  la  droite  pro- 
posée en  deux  séries  de  points  qui  forment  deux  divisions  homo- 
graphiques  ;  et  Ton  voit  immédiatement  que  les  points  de  rencontre 
de  la  droite  et  de  la  conique  sont  les  points  doubles  de  ces  deux 
divisions,  lesquels  peuvent  être  imaginaires  en  vertu  deTéquatioa 
du  second  degré  précédente. 

On  aura  donc  une  idée  parfaitement  nette  de  ce  qu'on  doit 
entendre  par  les  points  d'intersection  imaginaires  d'une  droite 
et  d'une  conique,  et  Ton  saura  déterminer  le  milieu  de  ces 
deux  points  et  le  rectangle  de  leurs  distances  à  une  origine  prise 
sur  la  droite.  Tous  les  résultats  où  n'entreront  que  ces  deux  élé- 
ments, le  point  milieu  et  le  rectangle,  subsisteront  dans  le  cas 
d'imaginarité  comme  dans  celui  de  réalité  des  deux  points  d'in- 
tersection. 

Cette  manière  de  considérer  les  imaginaires  est  tout  à  fait  con- 
forme à  ce  qu'on  fait  en  Géométrie  analytique.  Mais  ici  les  équa- 
tions sont  formées  avec  les  données  mêmes  de  la  question,  ce  qui 
est  le  plus  haut  point  de  simplicité  que  l'on  puisse  désirer.  En 
Géométrie  analytique,  au  contraire,  elles  ont  lieu  entre  des  coor- 
données introduites  auxiliairement.  Certes,  ces  coordonnées  sont 
souvent  d'un  secours  précieux  ;  mais,  employées  mal  à  propos  et 
sans  nécessité,  elles  compliquent  une  question  et  n'en  procurent 
qu'une  solution  indirecte,  dès  lors  sans  utilité  théorique  et  dé- 
pourvue de  cette  netteté  qui  doit  être  le  but  constant  des  efforts  du 
géomètre  (  ^). 


(')  J'ai  démontré  ce  théorème,  eu  premier  lieu,  sous  un  énoncé  différent,  dans  un 
Mémoire  sur  la  transformation  des  relations  métriques  des  f gares  (voir  Correspond 
danee  mathématique  et  physique  de  M.  Quételet,  t.  V,  p.  298  et  39/1;  année  1829); 
puis  sous  l'énoncé  actuel  dans  la  Note  XV  de  V Aperçu  historique  (p.  334-3.! i  ),  où  se 
trouvent  diverses  applications  de  cette  propriété  importante  des  sections  coniques. 

(*)  La  méthode  naturelle  se  distin^pie  par  «  cette  clarté  et  cettrs  lacilité  suprême 
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XIV. 

Notre  seconde  Section  renferme  les  applications  des  trois  théo- 
ries fondamentales  à  la  démonstration  des  propriétés  des  figures 
rectilignes.  On  y  trouve  les  propositions  les  plus  utiles  sur  le 
triangle,  le  quadrilatère  et  les  polygones;  divers  modes  de  descrip- 
tion d'une  ligne  droite  par  points;  la  théorie  des  transversales;  les 
centres  des  moyennes  distances  et  des  moyennes  harmoniques  ;  des 
relations  générales  entre  deux  systèmes  quelconques  de  points  situés 
sur  une  même  droite ,  d*oii  dérivent  immédiatement  diverses  for- 
mules analytiques^  notamment  celles  qui  servent  à  la  décomposition 
des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples;  une  solution  générale, 
par  une  construction  unique,  d^un  grand  nombre  de  questions  fort 
diverses,  parmi  lesquelles  se  trouvent  les  trois  problèmes  d'Apol- 
lonius, de  la  section  déraison,  de  la  section  de  l'espace  et  de  la^ec- 
tion  déterminée;  problèmes  qui,  comme  on  sait,  avaient  donné 
lieu  à  trois  Ouvrages  du  géomètre  grec  et  dont  la  solution,  chez  les 
modernes,  a  toujours  exigé  plusieurs  propositions.  Ici  un  même 
principe  de  solution  et  une  même  construction  s'appliquent  immé- 
diatement aux  trois  problèmes  :  cette  construction  est  celle  des 
points  doubles  de  deux  divisions  homographiques. 

On  peut  rattacher  cette  solution  générale  à  des  considérations 
analogues  aux  règles  de  double /ausse  position  (*).  La  facilité  et 
rétendue  de  ses  applications  à  une  foule  de  questions  fort  dilTé- 
renles  semblent  indiquer  que  les  théories  d'où  cette  solution  dérive 
ne  s'écartent  pas  des  bases  naturelles  de  la  science. 


qai,  »rIoii  nous,  duit  se  trouver  dans  les  rraics  Mathématiques.  »  (Descartî^s,  Règles 
f*our  la  direction  de  l'esprit;  Règle  quatrième.) 

(*)  Ici,  où  les  questions  traitées  par  cette  méthode  ont,  en  général,  deux  solutions, 
il  faut  trois  hypothèses  au  lieu  de  deux.  On  peut  dire  que  c'est  une  règle  de  triple 
fausse  position.  Cette  méthode,  fondée  sur  des  considérations  géométriques,  embrasse, 
comme  cas  particulier,  la  règle  de  double  fausse  position  par  laquelle  on  résout  les 
équations  du  premier  degré,  et  s'applique  en  outre  &  la  résolution  de  systèmes  d'é- 
quittons  déterminées  du  second  degré  à  plusieurs  inconnues,  qui  admettent  deux 
solutions. 
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La  troisième  Section  contient  la  théorie,  prise  d'un  point  de  vue 
très  général,  des  systèmes  de  coordonnées  servant  à  exprimer  par 
deux  variables,  qui  sont  des  rapports  de  segments  ou  bien  des  rap- 
ports de  distances  d'un  point  à  des  droites  fixes  ou  d'une  droite  à 
des  points  fixes,  la  position  d*un  point  ou  celle  d'une  droite;  puis 
la  théorie  générale  de  la  transformation  des  figures  soit  en  figures 
de  même  genre,  appelées  figures  hoîno graphiques,  dans  lesquelles 
des  points  correspondent  à  des  points  et  des  droites  à  des  droites, 
comme  dans  la  perspective, soit  en  figures  de  genres  dilTérents,  ap- 
pelées figures  corrélatives,  dans  lesquels  des  points  correspondent 
à  des  droites  et  des  droites kàes  points,  comme  dans  la  théorie  des 
polaires  réciproques. 

L'exposition  de  ces  méthodes  générales  et  les  applications  que 
l'on  en  fait  à  diverses  questions  nouvelles  pour  la  plupart  repo- 
sent, comme  toutes  les  parties  de  la  seconde  Section,  sur  les  théo- 
ries établies  dans  la  première  ('  ). 


(')  Ces  méthodes  générales  de  transformation,  appliquées  aux  fi(;ures  à  trois  di- 
mensionSf  sont  le  sujet  du  Mémoire  sur  les  principes  de  dualité  et  d* homographie,  qui 
fait  suite  à  V Aperçu  historique  sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en  Géo- 
métrie, in-4'*  Bruxelles,  1837. 

Je  rappellerai  ici,  à  raison  de  cette  date  de  1837,  que  cet  Ourrage,  qui  forme  le 
tome  XI  des  Mémoires  couronnés  de  l'Académie  de  Bruxelles,  avait  été  adressé  à 
cette  Académie  en  janrier  i83o,  au  sujet  de  la  question  suivante  :  «  On  demande  un 
examen  philosophique  des  diflercntes  méthodes  employées  dans  la  Géométrie  récente, 
et  particulièrement  de  la  méthode  des  polaires  réciproques.  »  Le  Mémoire  sur  lest 
deux  méthodes  de  transformation  des  figures,  précédé  d'une  introduction  historique 
de  peu  d'étendue,  formait  alors  la  partie  la  plus  considérable  de  l'Ouvrage  :  et  c'est 
quand  ce  travail  a  dû  être  imprimé  que  j'ai  donné  à  la  partie  historique  une  plus 
grande  extension.  Mais  les  théories  sur  lesquelles  reposent  les  deux  méthodes  de 
trausformation,  et  les  usages  du  rapport  anbarmonique  dans  les  nombreuses  applica^ 
tions  do  CCS  méthodes  (pages  575-85i),  ont  la  date  de  janvier  i83o,  époque  où  lu 
Mémoire  a  été  adressé  à  l'Académie  de  Bruxelles  et  à  été  le  sujet  d'un  Rapport  of- 
ficiel. 

Eu  faisant  mention,  dans  cet  Ouvrage  (pages  ai6-3i8),  des  diverses  méthodes  do 
transformation  des  figures,  telles  que  celle  de  Newton  généralisée  par  Waring,  celle 
des  figures  homologiques  do  M.  Poncelet,  etc.,  qui  rentrent  dans  la  théorie  des  fi- 
gures homographiques,  je  n'ai  pu  citer  la  méthode  de  collinéation  de  M.  MÔbius  qui 
est  du  même  genre,  et  que  ce  savant  géomètre  a  exposée  dans  son  Traité  du  Calcul 
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La  qualrième  Secllon  traite  des  cercles.  On  y  trouve  d'assez 
nombreuses  propositions,  dont  une  partie  se  représenteront  dans  la 
lliéorîe  des  sections  coniques  et  dont  on  aurait  pu  par  conséquent 
ajourner  la  démonstration.  Mais  j'ai  vu  plusieurs  raisons  de  faire 
entrer,  dès  ce  moment,  ces  propositions  dans  le  développement 
des  propriétés  relatives  aux  cercles.  Elles  seront  un  utile  exercice, 
qui  convaincra  le  lecteur  que  les  procédés  de  démonstration  mis 
en  usage  avec  tant  de  facilité  dans  la  théorie  des  figures  rectilignes 
s'appliquent,  avec  non  moins  de  succès,  aux  cercles  et  même  aux 
sections  coniques,  car  on  s'apercevra  bien  que  presque  toujours  les 
démonstrations  resteront  les  mêmes  pour  ces  courbes. 

Cette  théorie  du  cercle  suffira  donc  pour  répandre  naturellement, 
avant  d'aborder  l'étude  des  sections  coniques,  la  connaissance 
d'une  partie  considérable  des  propriétés  de  ces  courbes  et  surtout 
de  celles  que  l'on  néglige  dans  les  Traités  de  Géométrie  analy- 
tique. 

Les  jeunes  géomètres  dépasseront  ainsi,  sans  travail  pénible  et 
au  grand  avantage  de  la  Science,  les  programmes  de  l'enseignement 
classique  devenus  trop  restreints. 

Dans  cette  Section  se  trouve  un  Chapitre  sur  les  cônes  à  base 
circulaire;  non  que  nous  ayons  eu  l'intention  de  comprendre  dans 
ce  Volume  une  théorie  de  ces  surfaces,  qui,  pour  être  traitée  avec 
tous  les  développements  qu'elle  comporte,  ne  doit  venir  qu'après 
celle  des  sections  coniques;  mais  ces  propriétés  des  cônes  se  pré- 
sentent ici  d'elles-mêmes,  parce  qu'elles  sont  simplement  une  ex- 
pression différente  de  propositions  générales  relatives  à  un  système 


barycentrique  {^Der  barrcentrische  Calcul,  etc.;  Leipzig,  1827);  ce  que  je  n'ai  su  que 
fort  longtemps  après  la  publication  de  V Aperçu  historique, 

La  partie  historique  de  VJperçu  (pages  1-269)  ®^  ^^^  Notes  qui  s*y  rapportent 
(pages  371-559)  ont  été  traduites  en  allemand  par  M.  Sohncke,  professeur  à  l'Uni- 
versité  de  Halle  {Grschichte  der  Géométrie,  hauptsàchlich  mit  Bezug  auf  die  neueren 
Methoden,  von  Chasles,  Jus  dem  Vranzôsischen  Uebertragen  durch  Z>'  L,-A,  Sohnche 
ord.  Prof  essor  der  reinen  Mathematik  an  der  vereinten  Friedrichs  Universitàt  Halle- 
W^ittenberg,  Halle,  1839;  in-8*.) 

Cbasles.  —  Géom»  sup.  c 
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de  cercles  :  on  suppose  Tun  de  ces  cercles  imaginaire,  comme  nous 
l'avons  dit  précédemment. 

Cette  partie  de  l'Ouvrage  initiera  le  lecteur,  sans  aucune  étude 
spéciale,  à  la  connaissance  d'assez  nombreuses  propriétés  des  cônes 
à  base  circulaire  et  des  coniques  sphériques.  Nous  nous  sommes 
cru  d'autant  plus  autorisé  à  donner  place  à  ce  Chapitre  sur  les 
cônes,  que  cette  théorie,  qui  forme  un  intermédiaire  distinct  entre 
les  coniques  planes  et  les  surfaces  du  second  degré  et  donne  lieu 
à  un  ordre  tout  spécial  de  spéculations  géométriques  intéressantes, 
est  aujourd'hui  enseignée  régulièrement  dans  l'Université  de  Du- 
blin, où  les  études  mathématiques  prennent  une  extension  remar- 
quable (*). 

Nous  ne  pouvions  omettre,  en  traitant  du  cercle,  diverses  pro- 
priétés du  système  de  deux  cercles  qui  se  rapportent  à  la  théorie 
des  fonctions  elliptiques  et  qui  se  recommandent  surtout  par  un 
beau  théorème  de  M.  Jacobi,  que  Ton  déduit  de  considérations 
plus  générales.  Ces  propositions  forment  le  dernier  Chapitre  de 
notre  quatrième  Section,  par  lequel  se  termine  le  Volume. 


Le  Discours  d'inauguration  du  Cours  de  Géométrie  supérieure 
de  la  Faculté  des  Sciences,  dans  lequel,  en  jetant  un  coup  d'oeil  sur 
l'histoire  de  la  Géométrie,  j'ai  présenté  quelques  considérations 


('  )  Cette  théorie  des  cônes  à  base  circulaire  et  des  coniques  sphériques  fait  le  sujet 
de  deux  Mémoires  insérés  dans  le  tome  VI  des  Mémoires  de  V Académie  de  Bruxelles 
(année  i83o). 

Un  habile  géomètre,  M.  Graves,  professeur  à  l'Université  de  Dublin,  a  traduit  ces 
deux  Mémoires  en  anglais,  et  y  a  joint,  outre  des  Notes  et  Additions,  un  Appendice 
contenant  l'application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie  sphérique.  L'ouvrage,  édité  aux 
frais  de  l'Université  de  Dublin,  qui  Ta  jugé  propre  à  inspirer  aux  jeunes  mathémati- 
ciens le  goût  des  méthodes  de  la  Géométrie  pure,  est  enseigné  dans  les  cours  annuels 
de  cette  Université.  (It  is  intendcd  for  the  use  of  undergraduate  students  in  the 
University  of  Dublin;  and,  it  is  hoped,  may  be  uscful  in  dirccting  their  prevailing 
taste  for  pure  geometry  to  interesting  and  worlhy  objects.  )  Voir  :  Two  geometrical 
Memoirs  on  the  gênerai  proper lies  of  canes  of  the  second  degree  and  on  the  spherical 
conicSy  hy  M,  Chasles,  Translated  from  the  french,  tvith  Notes  and  Additions,  and  an 
Appendix  on  the  application  of  Analjsis  to  the  spherical  Geometry,  bjr  the  Rev. 
Charles  Graves,  A.  M.,  M,  R.  I,  A.^  fellow  and  tutor  of  Trinîtj  Collège  Dublin, 
Dublin,  i84i;in-8<». 
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qui  se  rattachent  au  but  de  TOuvrage  actuel  {*),  sera  reproduit 
à  la  fin  du  Volume. 


>. ';  Le  savant  géomètre  et  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  de  Naples,  M.  Flauti, 
qoi,  comme  Tillustre  Ferçoia,  cultive  avec  prédilection  les  doctrines  de  la  Géométrie 
pure,  nous  a  fait  l'honneur,  en  exprimant  son  opinion  sur  les  services  qu'une  chaire 
de  Géométrie  supérieure  pouvait  rendre  aux  sciences  mathématiques,  de  traduire  en 
italien  et  d'enrichir  de  Notes  ce  Discours  d'inauguration  de  la  chaire  créée  à  la  Fa- 
enlté  des  Sciences  de  Paris.  {Constderazioni  sulla  nuova  catedra  eretta  nella  Facoltà 
délie  Scienze  delV  Accudemia  di  Parigi  per  Vinsegnamento  délia  Geometria  superiore 
e  Discorso  di  apertura  alla  medesima  del  prof,  Ckasles,  con  Note  aggiunte.  ) 
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TRAITÉ 
GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

PREMIÈRE  SECTION. 

PRINCIPES  FONDAMENTAUX.  —  THÉORIE  DU  RAPPORT  ANHARMONIQUE, 
DE  LA  DIVISION  BOHOGRAPHIQUE  ET  DE  L' 


CHAPITRE  PREMIEI 


AniTISSBVIKT    IILITIF  A  l'uSAGK  DES   SIGnSS  +  ET  —  POUR   DËTBKIIHER 
LA  DIEBCTIOH   DIS   SEGNBKTS   HKCTILIGNES   OD    DïS   ANGLES. 


1.  Dëfinitioh.  —  Quand  le  segment  compris  ealrc  deux 
points  a,  b  sera  représenté  par  ah,  nous  dirons  que  le  point  a  est 
son  oriffine.  S'il  est  représenté  par  ba,  ce  sera  le  point  b  qui  sera 
regardé  comme  étant  son  origine. 

Makière  d'indiqijer  la  direction  des  SEGMENTS.  —  Quand  nous 
aurons  à  considérer  sur  une  même  droite  plusieurs  segments,  nous 
indiquerons  leur  direction  en  regardant  comme  positifs  tous  ceux 
qui  seront  dirigés  dans  un  même  sens  convenu,  à  partir  de  leurs 
origines,  et  comme  négatifs  tous  ceux  qui  seront  dirigés  dans  le 
»ens  contraire,  c'est-à-dire  que  nous  donnerons,  dans  le  calcul,  le 
signe  -+-  aux  premiers  et  le  signe  —  aux  autres. 

D'après  cela,  si  le  segment  compris  entre  deux  points  a,  b,  étant 
représenté  par  ab,  est  positif,  représenté  par  ba  il  sera  négatif; 
de  sorte  que  l'on  dira  que  ab  ^  —  ba. 

CusLU.  —  Géom.  iHf.  I 
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Dans  la  pratique  de  ce  principe  de  convention,  nous  ferons  con- 
tinuellement usage  de  la  proposition  suivante,  relative  à  trois 
points  en  ligne  droite. 

2.  Théorème  fondamental.  —  Etant  pris  trois  points  a,  b,  c, 
dans  un  ordre  quelconque,  sur  une  même  droite,  la  somme  des 
trois  segments  consécutifs  d\i,  bc,  ca  est  toujours  nulle. 

C'est-à-dire  que  Ton  a  toujours 

ab  -h  àc  -^  ca  =z  o, 

en  donnant  aux  segments  les  signes  qui  leur  conviennent. 

En  effet,  les  trois  points  ne  donnent  lieu,  quant  à  leur  ordre 
respectif,  qu'à  trois  cas  différents;  car,  les  deux  a,  b  étant  placés, 
l'ordre  respectif  des  trois  dépendra  de  la  position  qu'on  donnera 
au  .troisième  c,  lequel  ne  peut  prendre  que  trois  positions  diffé- 
rentes, savoir  au  delà  du  segment  ab,  à  droite  ou  à  gauche,  ou 
bien  sur  le  segment  lui-même,  ce  qui  donne  lieu  aux  trois  séries 
a^  by  c;  c,  a,  b  et/x,  c,  6.  Or  on  passe  d'une  série  à  une  autre  parla 
permutation  de  deux  lettres,  et  l'équation 

rt^  H-  ^c  -f-  <ra  rr:  o 

ne  change  pas  par  cette  permutation;  il  s'ensuit  donc  que  le 
théorème  sera  vrai  dans  les  trois  cas  s'il  l'est  dans  un.  Prenons  les 
trois  points  dans  l'ordre  «,  b,  c  de  la  première  série;  les  trois  seg- 
ments a&,  bc  et  ac  sont  de  môme  signe,  et  la  somme  des  deux 
premiers  est  égale  au  troisième,  savoir  : 

ab  -h  bc  =  ac. 
Mais  ac  =  —  ca;  donc 

ab  -\-  bc  -{-  ca  =1  o. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Quand  la  position  d'un  point  a  est  déter- 
minée par  sa  distance  à  une  origine  O,  si  l'on  veut  le  rapporter 
à  une  autre  origine  O',  on  fait  toujours,  quel  que  soit  l'ordre 
relatif  des  deux  origines  et  du  point  a, 

Oa=:0'û  — O'O. 
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En  effet,  comme  (y a  =  — nCy,  cette  relation  dérive  de  celle-ci 

0«-f-nO'-4-0'0==o, 

qui  a  lieu  entre  les  trois  points  O,  O'  et  a,  quelle  que  soit  leur 
position  respective. 

Substituer  ainsi  une  origine  O'  à  une  autre  s'appelle  changer 
l'origine  des  segments. 

Corollaire  II.  —  La  différence  de  deux  segments  Oa,  Ob  qui 
ont  une  origine  commune,  saifoir  (  Oa  —  Ob),  est  toujours  égale 
à  ba,  quelles  que  soient  les  grandeurs  et  les  directions  des  deux 
segments. 

Car  Téquation 

Oa^Obz=ba 

donne 

Oa  -f-  ah  -f-  ^0  =  o, 

ce  qui  est  la  relation  entre  les  trois  points  O,  a,  b. 

On  peut  encore  dire  que  la  distance  de  deux  points  a,  b  s'ex- 
prime, en  fonction  des  distances  de  ces  points  à  une  origine  com- 
mune O,  par  la  relation 

» 

au  ::=0b  —  Oa. 

3.  Généralisation  du  théorème  précédent.  —  La  relation  entre 
trois  points  /x,  &,  c  s'applique  à  un  nombre  quelconque  de  points 
a^  by  c^  dy. . . ,  J';  quel  que  soit  l'ordre  respectif  de  ces  points,  on 
a  toujours 

au  -f-  ^6"  -h  «/  -f- . . .  -^/a  =.  o. 

Nous  allons  prouver  que,  si  la  proposition  est  vraie  pour  n  points 
elle  le  sera  pour  (/i  -H  i).  En  effet,  supposons  que  Ton  ait  pour  n 
points  a,  &,  c, . . . ,  e  la  relation 

ab  -\-  bc  -^ ,  . .  -^  de  -h  ea  =  o, 

et  considérons  un  point  de  plus^;  on  aura  entre  les  trois  points  a, 

e,y  la  relation 

ae  -hef-^/azrr  o. 

Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre  et  observant  que 

I . 


»  m 
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ca  et  ae  se  détruisent,  on  a 

<ï^  -h  ^c  -h . . .  4-  </(P  -t-  ef-h/a  =  o. 

Ainsi,  si  la  proposition  est  vraie  pour /i  points,  il  s'ensuit  qu'elle 
l'est  pour  (/i  -h  i)  points  ;  mais  nous  l'avons  démontrée  pour  trois 
points,  elle  a  donc  lieu  pour  quatre,  puis  pour  cinq,  etc. 

4.  Propriétés  relatives  a  un  ou  deux  segmeuts  et  a  leurs 
POINTS  MILIEUX.  —  Lcs  dcux  propositions  suivantes,  qui  résultent 
immédiatement  de  la  relation  entre  trois  points,  nous  seront  sou- 
vent utiles. 

Etant  donnés  deux  points  a,  a^  et  leur  point  milieu  a,  et  étant 
pris  sur  la  même  droite  un  point  quelconque  m,  on  a  toujours 

ma  -f-  ma'  î      — « 

/iiar= et     ma, ma  z=  ma.  — art   . 

Car  on  a,  entre  les  trois  points  m,  a,  a, 

/w  a  -f-  an  -♦-  am  =  o 
ou 

ma  =  ma.  •+•  aa, 

et  pareillement,  entre  les  trois  points  m,  a,  a' y 

ma'  =  ma  -f-  aa'. 

Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre  et  observant 
que  aa  =  —  xaf^  puisque  le  point  a  est  le  milieu  entre  les  deux 
Oy  a  y  on  a 

ma  -f-  ma' 


ma  == 


Puis,   en  multipliant  les  deux   équations   membre  à  membre  et 
remplaçant  aci  par  —  a  a,  on  a 


ma. ma  =:  ma   —  aa  , 


G.    Q.    F.    D. 


5.  Etant  donnés  deux  segments  aa'  et  bb',  dont  les  points  mi^ 
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iieux  sont  a,  ê^on  a  toujours 

ab  -h  ah*        ah!  -h  a*  h 

2  2 

En  effet,  prenant  un  point  m  quelconque  sur  la  même  droite,  on  a 

ma  -+-  ma'                 .       mh  -\-  mh' 
mK= et     mÇ=: 9 


d*où 


Or 


donc 


2  2 


_       mb  •+•  mb'  —  ma  —  ma' 
W  6  —  /7i  a  :=  eco  =: 


mb  —  ma  =  ab     et     mb' — ma'  =  a'b'; 


«€  = 


ab  -4-  a'b 


IL* 


y 


et  changeant  b  en  V  et  V  en  bj 

ab'  -h  a'b 

a6  = • 

2 

G.    Q.    F.    D. 

6.    DbS  SIGNES  +  ET  POUIl  EXPRIMER  LE  SENS  DE  ROTATION  DANS 

LEQUEL    LES  ANGLES    SONT   FORMÉS   A    PARTIR   DE   LEURS  ORIGINES.    

Quand  un  angle  est  formé  par  deux  droites  A,  B,  nous  lui  suppo- 
serons une  origine  qui  sera  Tun  de  ses  côtés  ;  si  Tangle  est  dési- 
gné par  angle  (A,  B),  le  côté  A  sera  regardé  comme  étant  son 
origine,  et,  si  l'on  écrit  angle  (B,  A),  ce  sera  le  côté  B  qui  sera 
y  origine  de  Fangle. 

Un  angle  construit  sur  un  côté  pris  pour  origine  peut  être 
formé  à  droite  ou  à  gauche  de  ce  côté,  la  droite  et  la  gauche  étant 
estimées  par  un  spectateur  qui,  ayant  son  œil  au  sommet  de  Tangle, 
dirigerait  sa  vue  sur  le  côté  pris  pour  origine. 

Tous  les  angles  qui  s^étendront,  à  partir  de  leurs  origines  res- 
pectives, dans  un  même  sens  de  rotation  déterminé  (par  exemple, 
de  la  gauche  vers  la  droite)  seront  regardés  comme  positifs,  et 
ceux  qui  s'étendront  dans  le  sens  de  rotation  contraire  seront  re- 
gardés comme  négatifs.  Les  lignes  trigonométriques  des  uns  et 
des  autres  (très-généralement  leurs  sinus,  et  parfois  leurs  tan- 
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génies)  auront  les  signes  +  et  — ,  comme  il  est  d'usage  dans  la 
Trigonométrie. 

Quand  une  droite  tournera  autour  d'un  point  fixe,  si  Ton  a  à 
considérer  des  segments  sur  cette  droite,  leurs  signes  ne  dépen- 
dront pas  précisément  de  la  direction  de  la  droite  ;  ils  dépendront 
soit  des  relations  existantes  entre  les  segments,  soit  des  expres- 
sions analytiques  de  ceux-ci,  expressions  dans  lesquelles  pourra 
entrer  implicitement  la  direction  de  la  droite. 

Par  exemple,  si  sur  un  rayon  tournant  autour  d'un  point  fixe  O 
on  doit  prendre  un  segment  Om  dont  la  longueur  est  une  fonction 
de  l'angle  a  que  ce  rayon  fait  avec  un  axe  fixe,  on  portera  sur 
le  rayon  lui-même  les  segments  dont  les  expressions  auront  le 
signe  -H,  et  sur  le  prolongement  du  rayon  au  delà  du  pôle  fixe  les 
segments'  dont  les  expressions  auront  le  signe  — . 


RAPPORT  ANHARUONIQUE. 


CHAPITRE  IL 


RAPPORT   ÀMHARMONIQUB  DE   QUATRE  POINTS,    DE  QUATRE  DROITES 

ET  DE  QUATRE  PLANS. 


§  I.  —  Premières  notions. 

7.  Quatre  points  a,  by  c,  dy  situés  en  ligne  droite,  étant  pris 
deux  à  deux,  donnent  lieu  à  six  segments;  l'expression  telle  que 

—  ly— >  formée  de  quatre  des  six  segments,  est  ce  que  nous  appe- 
lons rapport  cmharmonique  des  quatre  points;  c'est  le  rapport 
des  distances  de  l'un  des  points  à  deux  des  autres,  div^isé  par  le 
rapport  des  distances  du  quatrième  point  à  ces  deux-là. 

Nous  donnons  à  cette  fonction  le  nom  de  rapport  anharmo- 
nique,  parce  que,  dans  le  cas  particulier  où  elle  est  égale  à  —  i, 
on  dit  que  les  quatre  points  sont  en  relation  ou  en  rapport  har- 
monique, expression  employée  par  les  Grecs  et  en  usage  de  nos 
jours  (  *). 

Quand  quatre  droites  A,  B,  G,  D,  situées  dans  un  même  plan, 

passent  par  un  même  point,  nous  appellerons  rapport  anharmo- 

,  1     .       1»  -11  sinfA.C)    sinfB,  C) 

nique  des  quatre  droites  1  expression  telle  que  .  v  :  .     p  n^^ 

formée  des  sinus  de  quatre  des  six  angles  que  ces  droites  font 
deux  à  deux. 

Quand  les  quatre  droites  sont  parallèles,  on  prend  pour  leur 
rapport  anharmonique  celui  des  quatre  points  d'intersection  de 
ces  droites  par  une  cinquième. 


(*)  Voir  Collections  mathématiques  de  Pappus,  livre  III,  propositions  9,  10,  etc. 

L'expression  rapport  anharmonique,  que  j'ai  employée  dans  mon  Aperçu  historique 
sur  l'origine  et  le  développement  des  méthodes  en  Géométrie,  Bruxelles,  iSSj,  in-4"> 
a  été  adoptée  depuis  par  tous  les  géomètres. 
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Enfin,  quand  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent  par  une  même 
droite,  l'expression  telle  que  '.  }  /  ^i  •  .  /^'i^^  s'appelle  le  rap- 
port anliarmonique  des  quatre  plans. 

Et  quand  quatre  plans  sont  parallèles,  leur  rapport  anharmo- 
nique  est  celui  des  quatre  points  de  rencontre  de  ces  plans  par 
une  droite  transversale. 

8.  Nous  donnerons  un  signe  au  rapport  anharmonique  de  quatre 
points.  Ce  signe  peut  se  déterminer  de  deux  manières,  soit  par  la 
règle  générale  des  signes,  appliquée  aux  segments  qui  entrent  dans 
cette  fonction,  soit  par  la  considération  suivante.  Chacun  des  deux 

rapports  qui  forment  l'expression  —-/•j-f  est  formé  de  deux  seg- 
ments qui  ont  une  extrémité  commune  ;  chaque  rapport  aura  le 
signe  +  ou  — ,  suivant  que  ses  deux  segments  seront  comptés 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires  à  partir  de  leur  extré- 
mité commune ,  et  le  signe  de  la  fonction  anharmonique  dépen- 
dra des  signes  des  deux  rapports  qui  y  entrent,  d'après  la  règle 
de  la  division  algébrique,  c'est-à-dire  qu'il  sera -h  ou  ■^,  selon 
que  les  deux  rapports  auront  le  même  signe  ou  des  signes  diffé- 
rents. 

Ces  deux  manières  de  déterminer  le  signe  d'un  rapport  anhar- 
monique sont  identiques  quant  au  résultat;  elles  donnent  toutes 
deux  le  même  signe,  quel  que  soit  même  le  sens  dans  lequel  on 
compte  les  segments  positifs,  quand  on  applique  la  règle  générale. 
Aussi,  quand  nous  n'aurons  à  considérer  que  des  rapports  anhar- 
moniques,  nous  déterminerons  leurs  signes  de  la  seconde  manière, 
qui  est  plus  expéditive  ;  mais  quand,  avec  ces  rapports,  nous  au- 
rons à  considérer  d'autres  segments,  nous  devrons  observer  la  règle 
générale  des  signes. 

Ce  que  nous  disons  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points 
doit  s'entendre  du  rapport  anharmonique  de  quatre  droites  ou  de 
quatre  plans. 

9.  Quatre  points  a,  i,  c,  d  donnent  lieu  à  six  rapports  anhar- 
moniques.  Mais  on  peut  n'en  considérer  que  trois,  parce  que  les 
trois  autres  seront  les  valeurs  inverses  de  ces  trois  premiers.  Nous 
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prendrons  les  trois  rapports 

ac  ^  bc        ad   cd       ah    db    , 
ad  '  bd       ab'  cb       ac  *  de 

Le  même  point  a,  dans  ces  trois  rapports,  est  associé  ou  conjugué 
successivement  avec  les  trois  suivants  i,  c,  d.  C'est  pour  cela  qu'on 
ne  peut  former  que  trois  rapports  distincts  et  leurs  trois  inverses, 
qui  sont 

ad    bd       ab    cb        ac    elc 

^_^_  •  ^^^       ^___  •  ____       ^^__  •  ___  « 

ac  *  bc        ad'  cd       ab  ' db 

Quand  nous  parlerons  des  trois  rapports  anharmoniques  de 
quatre  points,  il  sera  toujours  question  des  trois  rapports  formés, 
comme  ci-dessus,  par  la  combinaison  successive  d'un  même  point 
avec  les  trois  autres. 

10.  Quel  que  soit  l'ordre  de  position  de  quatrç  points  a,  b, 
c,  d,  deux  de  leurs  trois  rapports  anharmoniques  sont  toujours 
jfositijs  et  le  troisième  négatif. 

Cela  est  facile  à  vérifier.  Ainsi,  par  exemple,  supposons  les 
quatre  points  dans  Tordre  a,  b,  c,  d;  le  premier  rapport  sera  po- 
sitif, le  deuxième  négatif  et  le  troisième  positif. 

La  considération  des  trois  rapports  nous  sera  utile  quand  nous 
traiterons  des  propriétés  relatives  à  deux  systèmes  de  quatre  points 
qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux;  mais  le  plus  sou- 
vent nous  n'aurons  besoin  de  considérer  qu'un  seul  rapport. 

i  1 .  Connaissant  le  rapport  anharmonique  X  de  quatre  points 
dont  trois  sont  donnés  de  position,  construire  le  quatrième. 

Soient  a,  bj  c,  d  {Jig*  i)  les  quatre  points  dont  le  rapport  an- 

ac     bc 

harmonique  —  :  y-  est  une  quantité  donnée  X,  positive  ou  néga- 
tive. Trois  des  quatre  points  étant  donnés,  on  demande  de  déter- 
miner le  quatrième. 

Soit  b  le  point  inconnu.  Par  le  point  a  on  mène  une  droite  quel- 
conque sur  laquelle  on  porte  deux  segments  aa,  aJ  qui  soient 
entre  eux  dans  le  rapport  X,  ces  deux  segments  étant  pris  du 


I 


lO  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.    —  CHAPITRE  II. 

même  côté  du  point  a  si  X  est  positif  et  de  côtés  opposés  s'il  est 
négatif. 

On  mène  les  deux  droites  ac,  ad,  et,  par  leur  point  d'inter- 
section Sf  une  parallèle  à  la  droite  aa\  cette  parallèle  détermine 
le  point  b.  En  effet,  on  a  dans  les  deux  triangles  semblables  aoc, 

ëbcy  T-  =  Ti»  et  dans  les  deux  triangles  semblables  afad^  Sbdf 
oc        oQ 

T-,  =  -7-s-;  ces  deux  équations,  divisées  membre  à  membre,  don- 
bd       b^  ^  ^ 

nent 

ac  ^  bc        av.  

ad' bd       a  a!  ' 

ce  qui  prouve  que  le  point  b  ainsi  déterminé  est  le  point  de- 
mandé et  que  la  question  n'admet  qu'une  solution.  Cette  con- 
struction sert  aussi  pour  déterminer  l'un  des  deux  points  c  et  d, 
car,  pour  déterminer  le  point  c,  par  exemple,  on  mènera  par  le 
point  b  la  parallèle  à  la  droite  a<x,  laquelle  rencontre  la  droite  afd 
en  un  point  S,  et  la  droite  aS  donne  le  point  c. 

Si  c'est  le  point  a  qu'il  faut  déterminer,  on  écrira  l'expression 
du  rapport  anharmonique  ainsi  : 

bd  ^  ad 

bc  '  ac  ' 

et  l'on  fera  la  construction  comme  précédemment,  en  substituant, 
bien  entendu,  le  point  b  au  point  a,  c'est-à-dire  qu'on  portera 
sur  une  droite  menée  par  le  point  b  deux  segments  dans  le  rap- 
port i,  etc. 

Si  X,  au  lieu  d'être  un  nombre  positif  ou  négatif,  est  le  rapport 
de  deux  droites  données  de  longueur,  on  pourra  porter  ces  deux 
droites  elles-mêmes  de  a  en  a  et  en  a',  du  même  côté  du  point  a 
ou  de  côtés  différents,  selon  que  le  rapport  des  deux  droites  sera 
positif  ou  négatif. 

12.  Quelle  que  soit  la  valeur,  positive  ou  négative,  de  la  quan- 
tité A,  la  construction  est  toujours  possible.  Toutefois,  il  y  a  trois 
cas  particuliers  où  le  point  cherché  coïncide  avec  l'un  des  trois 
points  donnés.  Soient  a,  &,  c  ceux-ci  et  d  le  point  cherché. 
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1°  Si  X  est  nul,  on  a  ac.bd  =^o,  et  le  point  d  coïncide  avec  le 
point  6. 

2^  Si  X  est  infini,  on  a  adnbc='Oy  et  le  point  d  coïncide  avec 
le  point  a. 

3®  Enfin,  si  X=  -h  i,  le  rapport  -;-  doit  être  égal  à  —  et  de 

*  *  da  ca 

même  signe,  ce  qui  exige  que  le  point  d  coïncide  avec  le  point  c. 

D'après  cela,  nous  dirons  que  le  rapport  anharmonique  de 
quatre  points  distincts  ne  peut  pas  être  égal  à  -j-  i ,  ni  être  infini 
Qu  nul,  mais  quil  peut  a^oir  toute  autre  valeur  positivée  ou  né- 
gatii*e. 

Quand  le  rapport  anharmonique  est  égal  à  —  i ,  on  dit  que  les 
quatre  points  sont  en  rapport  harmonique.  Il  existe  alors  entre 
les  quatre  points  diverses  relations  dont  plusieurs  sont  d'un  grand 
usage  en  Géométrie*  Nous  les  ferons  connaître  dans  un  des  Cha- 
pitres suivants. 

§  II.  —  Propriétés  géométriq[nes  du  rapport  anharmoniqfne. 

13.  «Si  par  quatre  points  en  ligne  droite  on  mène  quatre  droites 
concourantes  en  un  même  point,  le  rapport  anharmonique  de  ces 
quatre  droites  sera  égal  à  celui  des  quatre  points  et  aura  le  même 
signe. 

C'est-à-dire  que,  a,  i,  c,  d  étant  les  quatre  points  et  A,  B,  C,  D 

les  quatre  droites,  lesquelles  concourent  en  un  même  point  O,  on 

aura 

sin(A,  C)  ^sinfB,  C) ac  ^  hc 

sin(A,DJ  •  sïîT (  b7d  )  ~âd'ù7f 
En  elTet,  on  a  dans  les  deux  triangles  a  Oc,  aOd  {fig»  ^) 


doL 


ou 


s\naOc        ac 
smc          aO 

sinaO^       ad 
sin^/          aO 

sin^Oc 

ac    sinr 

On  a  pareillement 


^xnaOd      ad    sxntl 


sin&Or       hc    sinr 

— .^— — .^—  ~— ' .      •  ■ 

%mbOtl       bd    sinr/ 
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Donc 

sïnaOc    smbOc      ac    hc 

~^-_^_  •  ^^______  "^—  _^_  •  __ 

sinaOd*  ûnbOd      ad*  bd 

Cela   démontre    que    les  deux  fonctions  anharmoniques  ont   la 

même  valeur  numérique,  mais  sans  impliquer  Tidentité  de  leurs 

signes.  En  eflet,  le  rapport  de  deux  côtés  d'un  triangle  n'a  pas  de 

signe,  puisque  ces  côtés  ne  sont  pas  sur  une  même  droite ,  et  il  en 

est  de  même  du  rapport  des  sinus  des  deux  angles  opposés.  Par 

conséquent,  l'égalité  de  ces  deux  rapports  ne  comporte  aucune 

considération  de  signes,  et,  par  suite,  notre  équation  finale  exprime 

seulement  Tégalité  numérique  des  deux  fonctions  anharmoniques 

en  question.  Il  reste  donc  à  prouver  que  ces  deux  fonctions  ont 

le  même  signe.  Pour  cela,  il  suffit  d'observer  que  les  deux  rap- 

SiïxaOc         ac  ,    »  y  i  a  •  /o\  j 

ports  -; — TT-,  et  — ;  ont  évidemment  le   même  siene  (o),  et  de 
*^  smaOr/        atl  o        \    /i 

même  les  deux  rapports  \    , ,,  ,  et  7-;;  d'où  il  résulte  que  les  deux 

^^  smbOd       bd  ^ 

fonctions  ont  le  même  signe.  Donc,  etc. 

14.  Quand  deux  transversales  rencontrent  un  faisceau  de 
quatre  droites  en  des  points  a,  b,  c,  d  ef  a',  b',  c',  d',  le  rapport 
anJiarmonique  des  quatre  premiers  points  est  égal  à  celui  des 
quatre  autres  et  de  même  signe. 


Ainsi  l'on  a 


ac    hc       a'c'     b'c' 


ad'  bd~  a'€t'  b'tt 


Cela  résulte  immédiatement  de  la  proposition  précédente. 

Il  est  évident  que  cette  égalité  a  lieu  à  l'égard  de  quatre  droites 
parallèles  ou  concourantes  à  l'infini. 

15.  Corollaire.  —  Les  transversales  ont  des  directions  quel- 
conques; chacune  d'elles  peut  être  parallèle  à  une  des  quatre 
droites  :  alors  chacun  des  rapports  anharmoniques  se  réduit  au 
simple  rapport  de  deux  segments. 

Ainsi,  supposons  la  première  transversale  parallèle  à  la  droite  B; 

bc 
le  point  b  est  à  l'infini,  et  le  rapport  t^  est  égal  à  l'unité;  le  rap- 
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port  anharmonique  des  quatre  points  a,  by  c,  d  at  pour  expression 
--it  et  Ton  a  Téquation 


ac        a'c'     h 


IJt         U  ^9 


ad      ad!  •  h'd! 


Pareillement,  si  la  seconde  transversale  est  parallèle  à  la  droite  D^ 
le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d^  h\  d ^  df,  dont  le 


/i  c 


dernier  est  à  l'inGni,  se  réduit  à  77—;»   et  Ton  a 

b  c 

ac a'c? 

16.  Le  théorème  (14)  peut  s'énoncer  ainsi  :  Quand  quatre 
points  sont  en  ligne  droite,  si  l'on  en  fait  la  perspective  sur  un 
plan,  les  quatre  points  en  perspective  auront  leur  rapport  anhar^ 
monique  égal  à  celui  des  quatre  points  proposés, 

Cesi  ce  qu'on  exprimera  plus  brièvement  en  disant  que  :  Quand 
on  fait  la  perspective  de  quatre  points  en  ligne  droite,  leur  rap^ 
port  anharmonique  ne  change  pas. 

Il  est  clair  que  la  perspective  peut  être  une  projection  par  des 
droites  parallèles. 

17.  Quand  quatre  plans  A,  B,  C,  D  passent  par  une  même 
droite,  un  plan  transversal  les  coupe  suivant  quatre  droites  dont 
le  rapport  anliarmonique  est  toujours  égal  à  celui  des  quatre 
plans. 

En  effet,  un  second  plan  transversal  coupe  les  quatre  plans  sui- 
vant quatre  droites  af,  b\  cf,  d'  qui  rencontrent  respectivement  les 
quatre  premières  a,  b,  c,  d  en  quatre  points  a,  6,  7,  ^  en  ligne 
droite.  Le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre  points  est  égal  à 
celui  des  quatre  droites  a,  b^  c^  d  et  à  celui  des  quatre  droites 
(^,  b\  <f^  d'  [13).  Donc  ceux-ci  sont  égaux  entre  eux. 

Supposons  que  le  deuxième  plan  transversal  soit  perpendicu- 
laire à  la  droite  d'intersection  des  quatre  plans  :  les  quatre  droites 
a',  y,  </,  d'  feront  entre  elles  des  angles  égaux  précisément  aux 
angles  des  quatre  plans  ;  donc  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
droites,  et  conséquemment  celui  des   quatre  premières  droites 
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a^b^c^d  sera  égal  à  celui  des  quatre  plans.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

18.  Quand  quatre  plans  passent  par  une  même  droite,  une 
transversale  quelconque  les  rencontre  en  quatre  points  dont  le 
rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  plans. 

En  effet ,  si  par  la  transversale  on  mène  un  plan,  il  coupera  les 
quatre  plans  suivant  quatre  droites  dont  le  rapport  anharmonique 
sera  égal^  d'une  part  à  celui  des  quatre  points  (13)  et  de  l'autre 
à  celui  des  quatre  plans  (17);  donc  celui-ci  est  égal  à  celui  des 
quatre  points.  Donc,  etc. 

19.  On  conclut  du  théorème  (17)  que  :  Quand  quatre  droites 
situées  dans  un  plan  concourent  en  un  même  point,  si  l'on  enjait 
la  perspective  sur  un  plan,  on  a  quatre  autres  droites  dont  le  rap- 
port anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  premières. 

20.  Usage  des  points  situés  a  l'infimi  pour  former  des  rap- 
ports ANHARMONiQUES.  —  Quand  des  segments  pris  sur  une  même 
droite  ont  entre  eux  une  relation  telle,  que,  en  y  introduisant  des 
rapports  de  segments  comptés  à  partir  du  point  de  celte  droite 
situé  à  rinfini,  on  puisse  faire  en  sorte  que  tous  les  termes  ne  pré- 
sentent que  des  rapports  anharmoniques  et  des  coefficients  con- 
stants, la  même  relation  aura  lieu  entre  les  sinus  des  angles  formés 
par  des  droites  menées  d'un  même  point  quelconque  à  tous  les 
points  de  la  figure,  y  compris  le  point  à  l'infini. 

Et  la  même  relation  aura  lieu  aussi  entre  les  points  provenant 
des  intersections  de  ces  droites  par  une  même  transversale  quel- 
conque :  au  nombre  de  ces  points  se  trouvera,  à  distance  finie, 
celui  qui  correspondra  au  point  situé  à  l'infini  sur  la  première 
droite. 

Cette  proposition  générale  est  une  conséquence  évidente  du 
théorème  (13)  sur  le  faisceau  de  quatre  droites  (*). 


(*)  M.  PoDcelet  se  sert  aussi  des  points  situés  à  l'infini  pour  rendre  projectives  des 
relations  de  segments,  mais  par  des  considérations  générales  indépendantes  de  la  no- 
tion du  rapport  anharmonique.  (^Voir  le  Mémoire  sur  /es  centres  des  moyennes  harmo- 
niqueSt  Note  3*;  Tome  lll  du  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Crelle;  année  1828.) 
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Par  exemple,  considérons  trois  points  en  ligne  droite  a',  i',  c', 
entre  lesquels  a  lieu  la  relation  identique 

On  amènera  cette  équation  à  ne  contenir  que  des  rapports  anhar- 
moniqueSy  en  écrivant 

/iV       c'b' 


a'b'       a'b 


>  Ll 


et  en  y  introduisant  le  point  d!  situé  à  Tinfini ,  car  les  deux  rap- 
ports  -p-p  et  -7-77  sont  égaux  a  1  unité,  et  1  on  peut  écrire 


-4-  -rr:  :  -^tt  =  I . 


a'b''€rb'       a'b"  cb' 

Cette  équation  ne  contenant  que  des  rapports  anharmoniques  et 
des  coefiicients  constants  (qui  sont  égaux  ici  à  Tunité),  elle  aura 
lieu  entre  les  sinus  des  angles  des  quatre  droites  A,  B,  C,  D  menées 
(1  un  même  point  aux  quatre  a',  b',  c',  rf',  et  entre  les  segments 
compris  entre  les  quatre  points  d'intersection  a,  &,  c,  d  de  ces 
quatre  droites  par  une  transversale  quelconque. 

Les  deux  théorèmes  qui  résultent  de  là  devant  être  d'un  usage 
fréquent  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage,  nous  allons  en  faire  l'objet 
(l'un  paragraphe  particulier  et  en  donner  une  démonstration  plus 
immédiate,  quoique  fondée  sur  les  mêmes  considérations  qui  pré- 
cèdent. 


§  III.  —  Propriétés  de  qaziT^  points  situés  en  ligne  droite 
et  d*an  faisceau  de  q[natre  droites. 

2i.  Etant  donnés  quatre  points  a,  b,  c,  d  e/i  ligne  droite,  on  a 
toujours  entre  les  six  segments  que  ces  points  déterminent  deux 
à  deux  la  relation 

il]  ab,cd  -\~  acdb  -{-  ad,bc  =zo^ 


—  Nous  n'avons  pas  à  traiter  ici  cette  question  des  relations  projectivcs;  elle  se  prc- 
Motera  plus  tard  avec  les  méthodes  de  transformation  des  fi|;ure8.  Le  rapport  an« 
barmoniqne,  soit  de  quatre  points,  soit  de  quatre  droites,  nous  sera  alors  d'un  fré- 
quent usage,  comme  étant  la  base  ou  l'élément  de  ces  transformations. 
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dans  laquelle  on  observe,  relativement  aux  segments,  la  règle 
générale  des  signes. 

En  eflet,  divisant  par  ab .  cdj  il  vient 

ac  ^  tic       ad  ^  cd 
^     '  ab'  db       ab  *  cb 

Que  par  un  point  O  on  mène  les  quatre  droites  Oa,  Oi,  Oc,  Or/, 
et  qu'on  les  coupe  par  une  transversale  parallèle  à  la  quatrième 
Od\  soient  a'j  b\  c'  les  points  d'intersection  des  trois  premières, 
on  aura  (15) 

ac    tic        a'c'       ad  ^  rtl        c'b' 

^'*db~Vb''    Vb'Tb^lëV^ 

L'équation  à  démontrer  devient  donc 

à!c'       cb*  _ 

ou 

flV-^  c'b'  =  a'b\     ou     a'b'-h  AV-hcV=  o, 

équation  identique  (2).  Donc,  etc. 

22.  Pour  former  Téquation  (a),  on  peut  considérer  à  part  les 
trois  points  i,  c,  d,  entre  lesquels  a  lieu  Tidentité  ic+ crf  -f-  di  =  o» 
dont  on  multiplie  les  termes  respectivement  par  les  segments  ad, 
aby  ac. 

Nous  verrons  plus  loin  (Ch.  XVI)  que  l'on  peut  considérer 
l'expression  sous  un  autre  point  de  vue  et  comme  se  rattachant 
à  une  propriété  générale  d'un  système  de  points  en  nombre  quel- 
conque. 

23.  Si  de  la  forme  abstraite  du  théorème  on  passe  à  son  expres- 
sion concrète,  résultante  de  la  position  réelle  des  quatre  points  a, 
b,  c,  d,  on  voit  que,  des  trois  rectangles  qui  entrent  dans  Téqua- 
tion,  l'un  est  formé  de  deux  segments  qui  empiètent  l'un  sur 
l'autre,  le  deuxième  de  deux  segments  qui  n'ont  aucune  partie 
commune,  et  le  troisième  de  deux  segments  dont  l'un  est  entière- 
ment compris  sur  l'autre;  et  l'équation  signifie  que  le  premier 
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rectangle  (formé  des  deux  segments  qui  empiètent  Tun  sur  l'autre) 
est  égal,  numériquement,  à  la  somme  des  deux  autres. 
Ainsi,  quand  les  trois  points  sont  dans  Tordre  a,  b,  c,  d,  on  a 

Cela  résulte,  en  effet,  de  Téquation  générale  (a),  car  le  terme 
itcdb  y  prend  le  signe  — ,  provenant  de  la  direction  du  segment 
dbf  et  les  deux  autres  termes  sont  positifs. 

24.  L^équation  (a)  donne,  par  un  simple  changement  de  no- 
tation, la  suivante,  relative  à  deux  segments  ab,  dV  situés  sur  une 
même  droite  : 

<  ab.(ib'=aa\hb' -^aH  ,ba\ 

relation  par  laquelle  se  détermine  la  longueur  d'une  droite  a'V 
rn  fonction  des  distances  de  ses  extrémités  à  deux  points  fixes  a,|i. 

25.  Quand  quatre  droites  A,  B,  C,  D  concourent  en  un  même 
point,  les  six  angles  qu  elles  forment  deux  à  deux  ont  entre  leurs 
HniL^  la  même  relation  que  les  segments  formés  par  quatre  points 
f^n  ligne  droite,  savoir  : 

6)   sin:;A,B)sm[C,D)-hsîn(A,C)sin(D,B)-hsin(A,D)sin(B,C)  =o. 

Kn  effet,  celte  équation  s'écrit 

,„  s!ii(A,C),8in{D,C)       sin(A,  D^  ^  sinfC.  Dl  _ 

'  sin(Â7B)'siQ(D,B)  "^  siii(A,B)  *  sin(C,B]  ~ '' 

<*L  si  Ton  mène  une  transversale  qui  rencontre  les  quatre  droites 
en  quatre  points  a^  b,  c.  d^  on  aura  entre  ces  points  la  relation  [a') 
ci-dessus.  Mais  les  deux  premiers  termes  de  cette  équation  sont 
v'^Bux  respectivement  aux  deux  premiers  termes  de  Téquation  (//), 
comme  étant  des  rapports  anharmoniques  (13).  Donc  Téqua- 
lion(i')  est  une  conséquence  du  théorème  précédent.  Donc,  etc. 
Il  est  clair  que  les  signes  des  sinus  se  déterminent  dans  l'équa- 
tion [b)  d'après  le  sens  de  rotation  des  angles  à  partir  de  leurs 
origines  respectives. 

r.gASLCS.  —  Géom,  sup,  2 
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26.  L^équation  (&)  donne  lieu  aux  deux,  suivantes  : 

[c]  cosAB  sinCD  -4-  cosAC  sînDB  -\-  cosAD  sinBC  =  o, 

[fi]  cosAB  cosGD  —  cosAC  cosDB  —  sîn AD-sinBG  =r  o. 

On  obtient  réquation  (c)  en  mettant  A'  à  la  place  de  A  dans 
Téquation  (£),  puis  en  considérant  une  nouvelle  droite  A  perpen- 
diculaire à  A',  de  sorte  que  ( A'A)  =  -t-  90**.  L*équation  (d)  se  con- 
clut de  (c)  par  la  même  considération,  en  substituant  à  D  une  autre 
droite  D^  qui  lui  soit  perpendiculaire.  Il  suffit  de  se  rappeler,  dans 
ces  substitutions,  que,  si  (E,F)  =  -h  90®,  on  a 

sin(M,E)  =  — cos(M,F)     et    cos(M,E)  := -h  sin(M,F). 

27.  En  changeant  simplement  la  notation  dans  les  trois  équa- 
tions (&)y  (c),  (d),  on  a  les  trois  formules  suivantes,  relatives  à  deux 
angles  (A,B),(A',B'):: 

f 

sinAB  sinA'fi'  =  sinAA'  sinBB'  —  sin Afi'  sinfiA', 
cosABsinA'B'  =  cosAA'  sinBB'—  cosAB'sinBA', 
CCS  AB  ces  A'  B'  =  cos  A  A'  cos  BB'  -h  sin  AB'  sin  BA' . 

Chacune  de  ces  formules  fait  connaître  l'angle  des  deux  droites 
A',  B'  en  fonction  des  angles  que  ces  droites  font  avec  deux  axes 
fixes  A,  B. 


.^  lY.  ^  Formules  pour  le  changement  d'origine  de  segments  rectilignes 

oa  d'angles. 

28.  Un  point  m  d'une  droite  étant  déterminé  par  le  rapport 
de  ses  distances  à  deux  points  fixes  a',  b'  de  cette  droite,  on  de- 
mande d'exprimer  le  rapport  de  ses  distances  à  deux  autres 
points  a,  b  en  Jonction  du  premier  rapport. 

Exprimons  d'abord  le  rapport  -7—  en  fonction  de  - — •  11  suffit 

de  prendre  la  relation  qui  a  lieu  entre  les  quatre  points  a,  £,  ^,  m, 
savoir  (21) 

ab . a  m  -\- aa^ . mb  +  am ,ba'=:o; 


KAPrOBT  ANBAKIiONIQUE.  I9 

d'où 

am       aa'        ab   a'm 


;•) 


bm       ba'        a'b   bm 


a  m  a  m 


Maintenant  on  remplacera  le  rapport  -, —  par  jj—  i  en  considé- 
rant les  quatre  points  a!^  bj  h\  m,  qui  donnent 

ab,b'm-\-ab\mb  +  a!ni»bb':=zO^ 


d'où 


bb'     ,  a'b    „  (a'm       a'b\  ,,      bb' 


Si  Ton  remplace  dans  le  second  membre  de  Féquation  (i)  bm  par 
cette  expression,  il  vient 

a'm  a'b'  ab 

am        b'tn   bb'  a'b        an' 

bm  a'm       a'b  ba' 

VHi^Vb 

oa,  en  ayant  égard  à  Tidentité  {ol')^ 

a'm  ab'       aa' 
am       TTmWW 
'  bm  a'm       a  b 

Ce  qu'il  fallait  trouver. 


am       a'  m 


On  a.  comme  on  voit,  entre  les  deux  rapports    -r- et -77—9 

^^  bm       b' m 

Téquation  symétrique 

am  a  m       am  ah       a'm  aV       aa 
''  TikVik^TikVb'^Yin'bU'^TU'^^' 

Ces  formules  nous  seront  utiles  dans  plusieurs  questions. 

29.  Si  d'un  point  O  on  mène  des  droites  A,  B,  A',  B',  M  aux 
cinq  points  a^  by  a',  V y  m,  on  pourra  substituer  aux  segments  qui 
entrent  dans  les  équations  (i,  2  et  3)  les  sinus  des  angles  des 
droites  qui  comprennent  ces  segments,  de  sorte  que  Ton  aura  les 

a. 
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formules 

.  .  sin(A,M) sin(A,A')        sin(A,  B)   sm(A',M 

^'^  siii ( B,  M  j  ""  siii  ( B,  A' )  "^  sin { A', B)   "^B, M   ' 


sin(A',M)  sin(A,B')        sin  (A,  A' 


(^) 


(3) 


sin(A,M)  _  siii(B',M)  sin(B,B^)        siii(B,B') 

sin  (  B,  M  )  ~~  sin  (A',  M)       sin(A^7B) 

sin(B',Mj       sin(B',B) 

sin  (A,  M)  sin(A\M)       sin  (A,  M)  sin(A',B) 
sin  [ B,  M  j  sin  (  B'7m;  ""  sin(B,M)  sin(B',B) 

_  sin(A\M)  sin  (A ,  B^       sin  f  A.  AH  _ 

""  sintB',M)  sin  (  b7b'7  "^  »»"  (  ^»  ^'  J 


=  0. 


§  V.  —  Propriétés  de  quatre  points  situés  sur  une  circonférence  de 
cercle.  ~  Formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie.  —  Propriétés 
du  quadrilatère  inscriptible  au  cercle. 

30.  Plaçant  le  sommet  du  faisceau  de  quatre  droites  au  centre 
d^un  cercle,  et  appelant  a,  b,  c,  d  les  points  dans  lesquels  ces 
droites  rencontrent  la  circonférence,  on  conclut  des  trois  équa- 
tions (t,  c,  d)  celles-ci 

[b')  sina^  sinf^  -f-sinac  ûxïdb  -h  ûnad  %mbc  =  o, 

[c  )  cosab  sincd  -h  cosa^  sin^^  +  cosad  sïn bc  =z  o, 

(  d'  )  ces  a^  ces  cd  —  ces  ac  cos  db  —  sin  ad  sin  bc  =  o; 

m 

puis,  plaçant  le  sommet  du  faisceau  de  quatre  droites  en  un  point 
de  la  circonférence,  on  conclut  de  la  première  des  trois  équations, 
qui  a  lieu  entre  les  si\  sinus,  celle-ci  : 

(  b"  )  sin \ab  sin ^ cd  -h  sin \ ac  sin \db  -^  sin \ads\n^bcz=zo, 

31 .  Propriétés  rclativ^es  à  trois  points  pris  sur  une  circonférence 
de  cercle,  —  Si  l'on  suppose  crf  =  4-  90°  dans  les  équations  [U  et  c'), 
elles  deviennent 

sina&  =  %ïnbc  cosac  +  sinac  cos^r, 
cosab  =  cos  bc  cosac  +  sin  ac  sin^c. 
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Celle  dernière  résulte  encore  de  l'équation  (rf'),  dans  laquelle  on 
ferait  cd  =  o. 

Ces  deux  équations  forment  des  relations  générales  entre  trois 
points  quelconques  de  la  circonférence  d'un  cercle. 

Expression  de  sin(a±S),cos(a  dz  6).  —  Ces  expressions  se 
déduisent  immédiatement  des  deux  formules  précédentes. 

Il  suffit  de  supposer  que  le  point  c  soit  situé  sur  l'arc  ab  ou  sur 
son  prolongement.  Dans  le  premier  cas,  on  a  ab  =  ac'\~cby  et 
dans  le  second,  ab  =^  ac  —  bc]  et,  faisant  ac  =  a,  ac=:  S,  on  ob- 
tient les  deux  formules 

sin  (  a  =h  6  )  =  sin  a  cos6  dr  sin  6  cos«, 
cos(«dt  6)  =  cosacos6ipsin«  sine. 

Ainsi,  ces  formules  fondamentales  de  la  Trigonométrie  se  déduisent 
naturellement  de  Tidentilé 

au  -^  bc  -\-  ca  =  o, 

qui  a  lieu  entre  trois  points  en  ligne  droite,  par  la  propriété  du 
rapport  anharmonique. 

32.  Soit  un  quadrilatère  abcd  {fig»  3)  inscrit  au  cercle;  on  a 
entre  les  sinus  des  demi-arcs  sous-tendus  par  les  côtés  et  les  diago- 
nales l'équation  (&'')  qui,  appliquée  à  la  figure,  dans  laquelle  les 
deux  arcs  oc,  bd  empiètent  l'un  sur  l'autre,  devient 

sin^ac  sin  \db  =  sin  jab  sin ^cd  +  sin \ ad sïn-^bc; 

mais  ces  sinus  sont  les  demi-cordes  ab,  cd^  ...  ;  l'équation  n'est 
donc  autre  chose  que  celle-ci  : 

acdb  =1  ab,cd-^  ad, bc ; 

c'est-à-dire  que,  dans  tout  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  le  pro- 
duit des  deux  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  produits  des 
côtés  opposés. 

33.  Considérons  un  quadrilatère  quelconque  ABCD  (Jig'  4)> 
et  menons  d'un  point  O  quatre  droites  à  ses  sommets;  on  aura 
entre  les  sinus  des  angles  de  ces  droites,  prises  deux  à  deux,  la  rc- 
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lation  (25) 

siD  AOB  sînCOD  +  sinAOC  sînDOB  +  sinAOD  sinBOC  =  o. 

Qu^on  multiplie  les  deux  membres  par  le  produit  des  quatre 
lignes  OA,  OB,  OC,  OD  divisé  par  4?  et  que  Toii  observe  que 
Taire  d'un  triangle  est  égale  au  demi-produit  de  deux  côtés  multi- 
pliés par  le  sinus  de  Taugle  compris,  on  aura 

trAOB.trCOD  -4-  trAOC.trBOD  -4-  trAOD.trBOC  =  o. 

En  déterminant  les  signes  d'après  le  sens  de  rotation  des  angles 
AOB,  etc.,  comme  il  a  été  dit,  on  reconnaît  que,  quand  le 
quadrilatère  est  convexe,  l'équation  exprime  que.  Si  un  point  pris 
dans  le  plan  du  quadrilatère  est  regardé  comme  le  sommet  com^ 
mun  de  six  triangles  ayant  pour  bases  les  quatre  côtés  et  les  deux 
diagonales  du  quadrilatère,  le  produit  des  aires  des  triangles 
qui  auront  pour  bases  les  deux  diagonales  sera  égal  à  la  somme 
ou  à  la  différence  des  produits  des  aires  des  triangles  qui  auront 
pour  bases  les  côtés  opposés,  selon  que  le  point  sera  pris  au  dehors 
ou  dans  l'intérieur  du  quadrilatère  (  *  ). 


§  YI.  —  Relations  entre  les  trois  rapports  anharmoniqnes  d'nn  système 
de  quatre  points  on  d'nn  faisceau  de  quatre  droites. 

34.  Les  trois  rapports  anharmoniques  d'un  système  de  quatre 
points  en  ligne  droite  a,  i,  c,  d  sont 

ac    bc        ad   cd       ab    db 
tid  '  b'I       ab*  cb        ac  '  de 

Leur  produit  est  égal  à  — i,  ce  qui  se  vérifie  de  soi-même,  et 
ils  ont,  deux  à  deux,  des  relations  très-simples,  que  l'on  tire  de 
l'équation 

ab,rd  -h  ac.db  -^  ad.bc:=o^ 


(')  Ce  théorème  a  été  démontré  par  Monge  dans  le  Journal  de  l'École  Poljrteeh^ 
nique,  XV*  cahier,  page  86.  L'auteur  le  conclut  d'une'  identité  entre  huit  quantités 
qui  sont  les  coordonnées  des  quatre  sommets  du  quadrilatère  et  en  fonction  des- 
quelles s'expriment  les  aires  des  triangles.  Cette  identité  avait  déjà  été  donnée  par 
Fontaine  dans  un  Mémoire  d'Analyse  de  17/18. 
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quia  lieu  entre  les  quatre  points  (21).  Il  suffit  de  diviser  cette 
équation  successivement  par  ses  trois  termes.  Divisant  pdLvad.bc, 
on  a 

ab  ,  ch        ac  ^  hr 

ad  '  cd       ad  '  bil  ' 

ou 

I 


a"  rnpp. 
On  trouve  ainsi  les  trois  relations 


—  1'' rapport  -4-1=0. 


=  1  —  i*' rapport, 


2*  r«ipp. 

I 

3*  rapp. 

I 
i*'nipp. 


=  1  —  2*  rapport. 


=  1  — 3*  rapport. 


Ainsi,  un  des  trois  rapports  étant  donné,  ces  équations  font  con- 
naître les  valeurs  des  deux  autres.  Les  expressions  du  deuxième 
et  du  troisième  rapport  en  fonction  du  premier  sont 


2"  rapport  = 


er 


1  —  I  *"^  rapp 


9T 


•>•  i"rapp.—  I 

3*  rapport  = =-= • 

^^  i^'rapp. 

35.  Ce  qui  précède  s'entend  évidemment  des  rapports  anhar- 
moniques  d'un  faisceau  de  quatre  droites,  puisque  ces  rapports 
sont  égaux  à  ceux  des  quatre  points  qu'une  transversale  quelconque 
détermine  sur  ces  droites  (13). 


§  VU.  —  Nonvelles  expressions  da  rapport  anharmonique  de  quatre 
points,  ou  d*im  faisceau  de  quatre  droites. 

36.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  peut  se  mettre 
sous  une  expression  où  entre  un  cinquième  point  pris  arbitraire- 
ment sur  la  même  droite  que  les  premiers.  Soient  a,  i,  c,  d  les 
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quatre  points,  et  m  le  cinquième,  on  aura 


(') 


mb       ntd 
ac     bc        ab        ad 


€ul  '  bd       inb       me 
ah        ac 
En  effet,  on  peut  écrire 


ac  ^  hc       dh  ^  cb /^'^  .  mb\  ^  [ cb  ^  mb  x 

ad  '  bd       da  '  ca       \da  '  ma  j  *  \ca'  ma 


) 


Ovj  on  a  entre  les  quatre  points  a,  bj  d,  m  la  relation 

ah •  dm  -f-  ad* mb  4-  am .bd  z=z  o, 


ou 


db.ma  ab,md 


da,mh  ad.mb 

Et  pareillement,  entre  les  quatre  points  a,  b,  c,  m, 


Il  vient  donc 


cb .  ma  ab .  me 

ca.mb  ac.mb 


ab .  md       mb       md 
ac     bc  ad,md       a  h        ad 

ad'  bd  ah»  me        m  h       me 


1  — 


ae,mb        ab        ac 


ce  qui  est  l'expression  cherchée. 

Si,  dans  cette  expression  du  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  a,  &,  c,  d,  on  suppose  que  le  cinquième  point  m  soit  à  Tin- 
fini,  les  rapports  —j  et  —  seront  égaux  à  Tunilé,  et  il  viendra 


('•) 


I 

I 

ac 

bc 

ah 

ad 

ad' 

bd 

I 

1 

ab 

ac 

On  obtient  ainsi  une  nouvelle  manière  d'exprimer  le  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  points  en  fonction  seulement  des  distances 
de  l'un  d'eux  aux  trois  autres. 
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37.  Aux  segments  mb,  mcy  md  on  peut  substituer,  dans  l'équa- 
tion (i),  les  perpendiculaires  abaissées  des  trois  points  b^  c,  dsur 
une  droite  quelconque.  Car  si  Ton  suppose  que  le  point  m  soit  à 
rintersection  de  cette  droite  et  de  la  droite  ab,  les  trois  perpen- 
diculaires que  je  désigne  par  6,  y,  d  sont  proportionnelles  aux 
trois  segments  mb,  me,  md,  et  Texprcssion  du  rapport  anharmo- 
nique  peut  s'écrire 

±_± 
ac      hc        ah       ad 

atl  *  hd         €  y 

ab       ac 

38.  Quand  les  quatre  points  a,  b,  c,  d  sont  déterminés  par 
leurs  distances  a.  S,  y,  S  à  une  même  origine  O,  de  sorte  que 
Ofl=  a,  Ob=  S,  etc.,  l'expression  de  leur  rapport  anharmonique 
est 

,  . ,  ac     be       «  —  y     6  —  y 

^^  '^i'bd'^ir^é'ë'^â 

Oela  est  é\idcnt. 
Quand  les  quatre  points  a,b,c,d  sont  déterminés  par  les  rapports 

«le  leurs    distances   à   deux    points    fixes  O,    O',    soit  — -  =  a, 

■yj  =  S,    — ;-  =  y,   ^Tf—  =  $,  l'expression  de  leur  rapport  anhar- 
monique est  encore 

..,  ac  ,  ^^^  __  «  —  y  ,  ^  —  y 

ad'  bd      u—^'t—y 


En  eflety  on  a 


^  ^  ^  __  rO'd  ^  ad\  ^  /OV     //^\ 
«//•ï5""\Ov'«rj'\ÔV  •  Iw) 


ou,  d'après  la  formule  ci-dessus  (i). 


Oa       Oc 

Ob 

Or 

« 

ar      bc 

Oa       O'c 

m 

07; 

Or 

«       7.6 

y 

ad  '  bd  "" 

Oa        Or/    • 

0^ 

Od 

""  «       ^'  t 

â 

O'a       O'd 

0'^ 

Od 

c.    Q.    F.    D. 
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39.  Rapport  anharmonique  de  quatre  droites.  —  L'équation  (i  ) 
se  met  sous  la  forme 

ab     mb  -  -- 


ac     bc  ad  '  mrt 


ad  '  bd  ab  ^  mb 

ac  '  me 


m 

et,  comme  îl  n'y  entre  plus  que  des  rapports  anharmoniques,  on 
en  conclut  qu'elle  s'applique  aux  sinus  des  angles  d'un  faisceau 
de  cinq  droites  A,  B,  C,  D,  M  ;  de  sorte  que  le  rapport  anharmo- 
nique  de  quatre  droites  A,  B,  C,  D  s'exprime  ainsi  : 

sin(M,B)       sin(M,D) 
sin(A,  C)  ^  sin(B,  C)_  sin(A,  B)  "~  sin(  A,  D) 
^^  sin(A,D)  'sin(B,D)""   sin(M.B)       sin(M,C)  ' 

sin(A,B)       sin(A,C) 

la  droite  M  étant  tout  à  fait  arbitraire. 

Si  cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  droite  A,  on  a 

.    r,,  ^x  /.   ^x      sinfM.B)       cos(A,B)  ,.   ^, 

s.n(M,B)=cos(A.B),     S^ê]  =  ii^(Â:F)  =  ~*(^'«)' 

et  de  même  des  autres  termes;  de  sorte  que  le  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  droites  prend  cette  expression 

sin(A,C),sin(B,C)_cot(A,Bl  —  cot(A,D) 
^^^  sin(A,D)'sin(B,D)^cot(A,B)— cot(A,  C)' 

dans  laquelle  n'entrent  que  les  angles  que  l'une  des  droites  fait 
avec  les  trois  autres. 

40.  Quand  les  quatre  droites  A,  B,  G,  D  sont  déterminées  de 
direction  par  les  rapports  des  sinus  des  angles  qu'elles  font  avec 
deux  axes  fixes  O,  O',  de  sorte  que  l'on  ait 


>in(O.A)  _  sinfO.B]  _  sin(0,C)  _  sin(0,D)  _ 

in(0',A)~"'     sin(0',B)~    '      sin(0',C)  ""^'      sin(0',D)  ~    ' 


sm 
sin 


le  rapport  anharmonique  des  quatre  droites  a  pour  expression 

sinAC  ^  sinBC a  —  y  ^  €  — y 
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Cette  formule  se  démontre  comme  Téquation  {S)  et  peut  d'ail- 
leurs se  conclure  de  celle-ci ,  parce  que  le  second  membre  peut 
s'écrire  de  manière  à  ne  renfermer  que  des  rapports  anharmo- 
niques 

I  —  y  :  g ,  I  —  y  :  g 

Si  les  deux  droites  Cxes  O,  O'  sont  rectangulaires, 

a  =  tang(0,A),     e  =  tang(0,B),      ..., 

(le  sorte  qne  l'on  a 

.  .  sinAC  ^  sinBC  _  tang(0,A)  —  tang(0,  C)  ^  tang(0,B)  —  tang(0,C) 
^    sinAD'sinBD'"tang(0,A)  — tang(0,D]  *tang(0,BJ  —  tanglO,D)* 


*o^^^^"~ 
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CHAPITRE  III. 


PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  DEUX  SYSTÈMES  DE  QUATRE  POINTS  SITUÉS  SUR 
DEUX  DROITES,  OU  A  DEUX  FAISCEAUX  DE  QUATRE  DROITES,  QUI  ONT  VU 
MfiHE   RAPPORT   ANHARMONIQUE. 


§  I.  —  Deux  systèmes  de  quatre  points. 

41.  Quand  deux  systèmes  de  quatre  points  situés  sur  deux 
droites  et  qui  se  correspondent  un  à  un  sont  tels,  qu'un  rapport 
anharnionique  du  premier  système  soit  égal  au  rapport  anhar- 
monique  du  second  système,  les  deux  autres  rapports  anharmo- 
niques  du  premier  système  sont  égaux,  respectivement,  aux  deux 
autres  rapports  anharmoniques  du  second  système. 

Cette  égalité  résulte  de  l'expression  des  deuxième  et  troisième 
rapports  anharmoniques  en  fonction  du  premier  (34). 

Ainsi,  soient  a,  b,  c,  d  et  a',  b\  c',  d'  les  deux  systèmes  de 
quatre  points;  chacune  des  trois  équations 


ac 

bc 

n'c' 

Vc' 

ml' 

bd 

a'W 

'  b'd'  ' 

ad 

cd 

a'it 

r'^ 

Vb'' 

cb 

a'b' 

•.•7/' 

ab 

db 

a'b' 

r/7/ 

• 
av 

de 

a'c' 

•  ^'c'  ' 

qui  expriment  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  correspon- 
dants des  deux  systèmes,  comporte  les  deux  autres. 

D'après  cela,  nous  pourrons  dire  indifféremment  que  les  deux 
systèmes  de  quatre  points  ont  les  mêmes  rapports  anharmoniques, 
ou,  simplement,  le  même  rapport  anharmonique. 
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-12.  Qiiand  deux  systèmes  de  quatre  points  pris  sur  deux 
droites  et  se  correspondant  un  à  un  ont  leurs  rapports  antiar- 
moniques  égaux,  si  l'on  place  les  deux  droites  de  manière  que 
deux  points  homologues  coïncident  ensemble,  les  trois  droites  qui 
joindront  les  trois  autres  points  du  premier  système  à  leurs  ho- 
mologues, respectiv^ement,  concourront  en  un  même  point. 

Soient  a^  b^  c,  d  et  af,  i',  c\  d'  {Jig'  3)  les  deux  systèmes  de 
quatre  points  dont  les  deux  homologues  a,  a'  coïncident;  je  dis 
(|ue,  si  leurs  rapports  anharmoniques  sont  égaux,  de  sorte  que 

ac     bc        a'  c'  ^  h  c' 

les  trois  droites  bb\  cJ^  dd'  concourent  en  un  même  point. 

En  effet,  soit  S  le  point  de  concours  des  deux  premières,  et 
soit  r/"le  point  où  la  droite  Srf  rencontre  la  droite  aV ,  Les  quatre 
points  a,  b\  c ,  d"  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
<|uatrc  points  a,  A,  c,  d  (14),  et  conséquemment,  d'après  l'hypo- 
thèse, à  celui  des  quatre  points  a,  i',  (/,  d* ,  Donc  les  points  d' 
et  r/"  se  confondent.  Donc,  etc. 

43.  Observation,  —  Cette  proposition  si  simple  est  néanmoins 
une  de  celles  dont  nous  aurons  à  faire  le  plus  fréquemment  usage 
dans  la  suite. 

Elle  fournit  ici  une  démonstration  directe  du  théorème  précé- 
dent. En  effet,  puisque  les  trois  droites  bV,  ce',  dd'  concourent 
en  un  même  point  S,  on  peut  considérer  les  deux  droites  abcd, 
ab'f/d'  comme  deux  transversales  qui  coupent  un  même  faisceau 
de  quatre  droites  Sa,  Si,  Se,  S^.  Conséquemment,  le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  a,  b^  c^  d  situés  sur  la  première 
transversale,  de  quelque  manière  qu'on  le  forme,  est  égal  au 
rapport  anharmonique  correspondant  des  quatre  points  a\  V ^ 
i',  (/'situés  sur  la  seconde  transversale,  ce  qui  démontre  le  théo- 
rème (41). 

44.  Quand  deux  systèmes  de  quatre  points  a,  b,  c,  d  et  a',  b', 
it',  d',  qui  se  correspondent  un  à  un,  ont  leurs  rappot*ts  anharmo- 
niques  égaux,  on  peut  établir  de  trois  autres  manières  la  cor- 
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respondance  des  points  des  deux  systèmes,  en  conservant  l' égalité 
des  rapports  anliai^moniques. 

En  effet,  on  a,  par  hypothèse,  Tégalité 

ac     bc a'c'  ^  b'c' 

qu^on  peut  écrire  de  ces  trois  autres  manières  : 

ac     hc h^d'  ^  ad' 


/ 


(3) 


ac  ^  hc       c'a'  ^  it a 

Hd'Td^W'dJb'^ 


ac  ^hc  _  d'h'  ^  c'y 

L'équation  (i)  exprime  qu'aux  quatre  points  a,  6,  c,  d  corres- 
pondent (J^  b\  cfy  d'y  un  à  un,  respectivement.  L'équation  (2)  ex- 
prime que  les  points  correspondant  à  a,  i,  c,  d  sont  b\  cl^  d\  d , 
l'équation  (3),  que  ce  sont  </,  rf',  (iy  b\  et  l'équation  (4),  que  ce 
sont  d'y  </,  Vy  d. 

Ce  qui  démontre  la  proposition. 

45.  La  loi  de  formation  des  équations  (2),  (3)  et  (4)  est  bien 
simple.  Après  que  l'on  a  considéré  les  quatre  points  du  second 
système  comme  correspondant  un  à  un,  respectivement,  dans 
l'ordre  rt',  h\  d ^  d\  aux  quatre  points  a,  A,  c,  d  du  premier  sys- 
tème, il  sufïit  de  faire  permuter  deux  points  quelconques  du  se- 
cond système  entre  eux,  pourvu  que  les  deux  autres  points  per- 
mutent aussi  entre  eux. 

Ainsi,  d  permutant  avec  1/  cl  d  avec  d'y  on  substituera  à  l'ordre 
primitif  a',  A',  (/,  d'  l'ordre  t',  a',  d',  c/,  et  ces  quatre  points  cor- 
respondront un  à  un  aux  quatre  points  du  premier  système  a,  &, 
c,  dy  ce  qui  donne  lieu  à  l'équation  (2). 

Observ^ation.  —  Cette  propriété  de  deux  systèmes  de  quatre 
points  qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  nous  sera  sou- 
vent utile  e^  suiBra,  dans  plusieurs  occasions,  pour  donner  im- 
médiatement la  démonstation  d'une  proposition  importante. 
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§  n.  —  Deux  faisceaux  de  quatre  droites. 

46.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se  correspon- 
dent une  à  une  sont  tels,  qu'un  des  trois  rapports  anharmoniques 
du  premier  soit  égal  au  rapport  correspondant  du  second,  les 
deux  autres  rapports  anharmoniques  du  premier  Jaisceau  seront 
égaux  aussi  aux  rapports  correspondants  du  second  faisceau. 

Cette  égalité  résulte  de  ce  qu'un  des  trois  rapports  anharmo- 
niques d'un  faisceau  de  quatre  droites  détermine  les  deux 
autres  (35). 

D'après  cela,  de  même  que  pour  deux  systèmes  de  quatre  points, 
nous  pourrons  dire,  indifféremment,  que  deux  faisceaux  de  quatre 
droites  ont  le  même  rapport  anharmonique,  ou  bien  les  mêmes 
rapports  anharmoniques, 

47.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se  corres- 
pondent une  à  une,  respectii^ement,  ont  leurs  rapports  anharmo- 
niques égaux,  si  on  les  place  de  manière  que  deux  droites  cor- 
respondantes coïncident  en  direction,  les  trois  autres  droites  du 
premier  faisceau  rencontreront  respectivement  les  trois  droites 
correspondantes  du  second  faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite. 

Soient  Oa,  Oi,  Oc,  Od  {fg-  6)  les  quatre  droites  du  premier 
faisceau,  et  O'û,  (y  h,  CXc,  O'd  les  quatre  droites  correspondantes 
du  second.  Nous  supposons  que  les  deux  droites  O/i,  O'a  coïn- 
cident en  direction  ;  je  dis  que  les  trois  points  &,  c^dy  dans  lesquels 
se  coupent  deux  à  deux,  respectivement,  les  autres  droites  des 
deux  faisceaux,  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  menons  la  droite  bc  qui  rencontre  la  droite  00'  en  a, 
et  soient  <),  ^  les  points  où  elle  rencontre  les  deux  droites  Od^ 
(yd.  Puisque  les  deux  faisceaux  ont  leurs  rapports  anharmoniques 
égaux,  les  quatre  points  a<,  b^  c,  o  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  points  /z,  i,  c,  9.  Donc  les  deux  points  $, 
â'se  confondent.  Les  deux  droites  O^,  (Vd  se  coupent  donc  sur 
la  droite  bc.  c.  q.  f.  d. 
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48.  Observation.  —  Cette  proposition  nous  sera  d'un  grand 
usage. 

Elle  fournit  ici  une  démonstration  directe  du  théorème  précé- 
dent, car,  les  quatre  points  a,  i,  c,  d  étant  en  ligne  droite,  leur 
rapport  anharmonique,  de  quelque  manière  qu'on  le  prenne,  est 
égal  aux  rapports  qui  lui  correspondent  dans  les  deux  faisceaux 
de  droites;  par  conséquent,  ceux-ci  sont  égaux  entre  eux. 

49.  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  se  corres- 
pondent une  à  une,  respecti\^enient,  ont  leurs  rapports  anharmo- 
niques  égaux^  on  peut  établir  de  trois  autres  manières  la  corres- 
pondance entre  les  droites  des  deux  faisceaux,  en  conservant 
l'égalité  des  rapports  anhannoniques. 

Il  suffira  de  faire  permuter  entre  elles  deux  droites  quelconques 
du  second  faisceau,  et,  en  môme  temps,  les  deux  autres  droites  du 
même  faisceau.  Ainsi,  soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  droites  du 
premier  faisceau,  et  A',  B',  C,  D'  les  droites  correspondantes  du 
second  faisceau,  lesquelles  ont  leur  rapport  anharmonique  égal 
à  celui  des  quatre  premières.  On  pourra  prendre  les  quatre  droites 
du  second  faisceau  dans  l'ordre  B',  A',  D',  C,  qui  résulte  de  la  per- 
mutation des  deux  droites  A',  B'  entre  elles  et  des  deux  C,  D' 
entre  elles,  et  dans  cet  ordre  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
droites  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  du  premier  système  A, 
B,  C,  D. 

La  démonstration  est  évidemment  la  même  que  pour  deux  s\s- 
tèmes  de  quatre  points  (44). 

Observation.  —  Celte  proposition,  de  môme  que  celle  relative 
u  deux  systèmes  de  quatre  points,  sera  susceptible  de  nombreuses 
applications  qui  procureront  souvent  des  démonstrations  immé- 
diates. 

§  III.  —  Manières  d'exprimer  rôgalité  des  rapports  anharmoniqnes 
de  deux  systèmes  de  quatre  points  sur  deux  droites. 

I.  —  Équations  h  deux  tenues. 

50.  Soient  «,  b,  c,  d  et  a',  b\  c/,  d' les  deux  systèmes  de  quatre 
points;  l'égalité  de  leurs  rapports  anharmoniques  s'exprimera  par 
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Tune  des  équations  à  deux  termes 

ac  ^  hc       a'c*  ^  h^d 

.ad^cd_  a'd'  ^  c'a! 

ah     dh       CL  h'     rth' 


'^' 


\  ac      de        a*c*     d'c 


n.  —  Équations  à  trois  termes. 

51.  Les  seconds  membres  des  équations  (i)  sont  les  rapports 
anharmoniques  du  second  système  ;  or,  chacun  d'eux  est  égal  à 
Tunité  moins  la  valeur  inverse  du  rapport  suivant  :  par  exemple, 

i*' rapport  =1 (34).  D'après   cela,  nos   équations   se 

transforment  en  équations  à  trois  termes,  que  voici  : 

ac  ^  bc       a'b'  ,  c^  __ 
Vd'Vd'^Vd  •  J^'""'' 

,  ad     cd       a' c      d'c' 

'a]  '  —  • 1 • =z  1. 


ab'  cb       a'b'  '  d'b' 
ab     dh       a'd'     b'd' 


I. 


ac     de    '    a'c'  '  b'  d 

« 

Ces  équations  nous  seront  d'un  grand  usage. 

III.  —  Autres  équations  à  trois  termes, 

52.  En  prenant  sur  la  droite  a  V  un  point  arbitraire  m\  on 
peut  exprimer  Tégalité  des  deux  rapports  anharmoniques  par 
l'équation 

m'h'       m'd' 
_   a!_b'  ~"  Vd^ 


I 

I 

ab 

ad 

I 

I 

^" 

ac 

m  c 


a' y         a'c' 


car  le  premier  membre  exprime  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  a,  £,  c,  d,  et  le  second  membre,  le  rapport  anhar- 
monique des  quatre  points  a\  b\  c\  d*  (36).  Cette  équation  prend 

UuiLis.  —  Géom.  tup,  3 
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une  forme  plus  simple,  savoir  : 


m 


'b'     cd  m'c'     dh  m'd'      hc 


-4-  -7-7  —T—i  4-  -TT,   -T— :  =  o. 


a*b'  ac.ad       a!d  ad.ab        a'd*  ab,ac 


OU 


(3)  ab.cd.  ~j-rr  -^^  acdb.—y-:  -^  ad.bc,  —r^=.o. 

^    '  a  b'  a  c  ad 

On  aura  de  même,  en  prenant  un  point  m  sur  la  droite  ab^ 


mb  .  ,     ....    me  ,  md 

-  +  a'c*  ,d%* . ha'd  .  b'c' .  — . 

au  ac  ad 


[V)  a'b'.dif.—  ->c-a'c\d%', ha'd'.b'c\--=o. 


53.  Les  points  m,  m!  sont  arbitraires;  si  on  les  suppose  à  Tin- 
fini,  et  que  Ton  divise  la  première  équation  par  nJd!  et  la  seconde 

par  ma,  les  rapports  —rr,'»  -7-;,»    •  •  •    deviennent  ésraux  a  1  unité 
*  ^^  md'     md  " 

et  Ton  a 
,  ab,cd       ac.db        ad.bc 

^    '  ab  ac  ad 

ab'.c'd'       a'c'.d'U       a'd'.b'c' 
^     '  ab  ac  ad 

Chacune  de  ces  quatre  équations  (3,  3',  4  ^^  4')  exprime  l'égalité 
des  rapports  anharmoniques  des  deux  systèmes  de  quatre  points. 

54.  Remarquons  que  Téquation  (3)   s'écrit  de  manière  à  ne 
contenir  que  des  rapports  anharmoniques,  savoir  : 

/ab  .  cJA   In^y  ,  fl'^\         lac  ,  bc\   I  n^  ^  «VX  _ 

X^d'Td)  Xi^i'l:  '  a'd'l  '^\^d'^'bd]  \^^'*  ^j  —  '""^' 

Il  en  est  de  même  de  l'équation  (3'). 


§  IV.  —  Manières  d'exprimer  Tégalitô  des  rapports  anharmoniques 

de  deux  faisceaux  de  quatre  droites. 

55.  L'égalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux  faisceaux  de 
quatre    droites  s'exprime    évidemment   par  des  équations   sem- 
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blables  aux  précédentes,  telles  que 


(5) 


sin(A,C) .  sin(B,C )  _  sinfA\  C) ,  sm(B\C^) 
sin(A,  D  j  •  $in(B,  d]  "  sm(A',  D'  )  *  sin(B',  D')  ' 


sin(A,  C),sin(B,C)       sm(A%  B^)  ^  sin(C,  B^)  _ 
'^  sin(A,  D)  •  sm(B,  D)  "^  sin (A',  D')  '  sinfC,  D'j  ~  '' 

.   /.    «\   .    /^  ^\  sin  (M',  B') 

sm(A.B)s.n(C.D)^^jJ^ 

Celte  dernîère  dérive  de  réquatîon  (3),  dans  laquelle  on  peut 
remplacer  les  segments  par  des  sinus,  parce  que  Téquation  s'écrit 
de  manière  à  ne  présenter  que  des  rapports  anharmoniques  (54). 


§  T.  —  Manières  d'exprimer  qu'an  faisceau  de  quatre  droites  a  son 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  quatre  points. 

56.  Soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  droites,  et  r/,  b\  c\  rf'  les 
quatre  points  qui  leur  correspondent,  un  à  une,  respectivement, 
comme  s*ils  provenaient  de  l'intersection  de  ces  droites  par  une 
transversale. 

L'égalité  des  deux  rapports  anharmoniques  s'exprime  évidem- 
ment par  les  équations  (i)  et  (2),  dans  lesquelles  on  remplace  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  ^,  &,  c,  d  par  celui  des 
quatre  droites  A,  B,  C,  D,  ce  qui  donne  des  équations  telles  que 

sin(A,  C)    sin(B,C)_iyV  ^b'c' 
'^  sin(A,  D)  •  sin(B,  D)  "~  a'd'  '  b'd'^ 

sin  (A,  C),sm(B,  C)       n'b'  ^  c'b'  _ 
^^'  siD  (A,  d)  '  sin  (B,  DJ  "^  ad!  '  c'W  "  '  ' 

sinfA,  B)sin(C,  D) -777  -hsin(A,  C)sin(D,  B)  -^ 

-+-8in(A,  DlsinfB,  C) -— p  =0. 

ad 

3, 
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On  a  encore  l'équation 

,     .  1  siniA,  B)  sm(A,  C) 

^  '  ,  .   ,.  ,  sin   M,  D) 

a  a  ,  oc  -. =  O. 

sm(A,  D)  • 

qui  résulte  de  Téquation  (3')^  dans  laquelle  on  remplace  les  points 

a,  b^  c,  d  et  le  point  m  par  les  quatre  droites  A,  B,  C,  D  et  une 

cinquième  M. 

On  peut  prendre  dans  Téquatlon  (lo)  le  point  rn  à  Tinfini  ;  alors 

,  m  h         m  c  ,  «   1)      •   f  •!     • 

les  rapports  -7-77  et  —r-;-,  sont  éeaux  a  1  unité,  et  11  vient 
^'^         ma        ma'  ^ 

sin(A,  B)sin(C,  D]       sin(A,  C)sin(D,  B) 

^     '  ^  sin(A,  D)sin(B,  C) 

■*■ Vd^ "=''• 

57.  Nous  avons  dit  (7)  que,  quand  un  faisceau  est  formé  de 
quatre  droites  parallèles  A',  B',  C,  ly,  on  exprime  leur  rapport 
anharmonique  par  celui  de  quatre  points  cl ^  V,  c',  d\  intersections 
de  ces  droites  par  une  transversale.  Il  s'ensuit  que  l'égalité  des 
rapports  anharmoniques  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites  s'ex- 
primera par  les  équations  précédentes  quand  l'un  des  faisceaux 
sera  formé  de  droites  parallèles. 
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CHAPITRE  IV. 


RAPPORT   HARMONIQUE  DE   QUATRE  POINTS   OU    D  UN   FAISCEAU 

DE   QUATRE  DROITES. 


§  I.  —  Rapport  harmonique  de  quatre  points. 

58.  Quand  deux  points  a,  d  {fig'  'j)  divisent  un  segment  ef 
en  parties  proportionnelles,  c'est-à-dire  telles,  que  Ton  ait  (abs- 
traction faite  des  signes  des  segments) 

ae        a'e 

on  dit  que  les  deux  points  a,  ci  divisent  Karmoniquement  le  seg- 
mente/*, ou  bien  qu*ils  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
dcnx  points  e,  f.  Réciproquement,  ceux-ci  sont  conjugués  har- 
moniques  par  rapport  aux  deux  a,  a'  et  divisent  karmoniquement 
le  segment  aaf.  On  dit  encore  que  les  quatre  points  sont  en  rap^ 
port  harmonique. 

Il  nous  sera  quelquefois  utile,  pour  faciliter  le  langage,  de  dire 
que  les  deux  segments  aal,  ef  sont  conjugués  harmoniques, 

59.  L'expression  rapport  harmonique,  appliquée  au  système 
des  quatre  points,  vient  de  ce  que  les  trois  segments  comptés  de 
Tun  de  ces  points  et  terminés  aux  trois  autres  sont  en  proportion 
harmonique. 

On  appelle  ainsi  une  proportion  géométrique  formée  avec  trois 
nombres  tels,  que  le  i*'  est  au  3**  comme  le  i**^  moins  le  2**  est 
au  2*  moins  le  3®.  Par  exemple,  les  trois  nombres  6,  3  et  2  sont 

Zî  Z?   Q 

en  proportion  harmonique,  parce  que  -  =  « (*  ).  Cette  rela- 


(')  Od  dit  encore  que  /<*  nomhre  du  milieu  surpmse  un  des  extrêmes  et  est  surpasse 
por  Vautre  de  quantités  qui  sont  une  même  fraction  des  deux  extrêmes,  respective* 
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lion  de  trois  nombres,  dont  deux  sont  arbitraires,  a  reçu  des  Grecs 
le  nom  de  proportion  harmonique,  parce  qu^elle  se  présentait  dans 
leur  théorie  des  tons  musicaux. 

Nos  quatre  points,  entre  lesquels  a  lieu  la  relation —^  = -yy  » 

sont  tels,  avons-nous  dit,  que  les  trois  segments,  comptés  de  Tun 
d'eux,  sont  en  proportion  harmonique.  En  effet,  considérons  les 
trois  segments  comptés  du  point  a,  afj  ad  et  ae,  et  remplaçons, 
dans  Téquation,  cif^^v{^aj — ad^  et  aie  par  (aa' — ae),  en  ne 
considérant  que  les  valeurs  absolues  des  segments  ;  on  a 

af af  —  ad  i"  segment i*"' —  2* 


ae       aa'  —  ae  3*  2*  —  3*  ' 

ce  qui  est  la  proportion  harmonique. 

Dans  rénumération  des  trois  segments,  il  faut  regarder  comme 
le  deuxième  celui  qui  joint  deux  points  conjugués, 

60.  On  a  coutume  d'exprimer  la  relation  harmonique  de  quatre 

ac  '    a  c 
points  par  Téquation  —  =:— ^  où  l'on  ne  considère  que  la  valeur 

absolue  des  segments  sans  y  faire  entrer  les  signes  relatifs  à  leurs 
directions,  parce  qu'en  opérant  sur  cette  équation,  soit  pour  la 
transformer,  soit  pour  la  combiner  avec  d'autres,  on  a  la  figure 
sous  les  yeux,  et  que  l'on  opère  d'une  manière  concrète,  en  tenant 
compte  de  la  position  relative  des  points.  Nous  devons,  pour 
donner  à  l'équation  sa  signification  générale,  ainsi  qu'à  toutes  celles 
que  nous  allons  en  déduire,  lui  restituer  le  signe  qui  lui  convient. 
Nous  écrirons  donc  désormais 


ae  a'e 


ment.   Ainsi  3  surpasse  3  do  i  qui  est  moitié  de  a,   et  3  est  surpassé  par  6  de  3 
qui  est  moitié  de  6. 

Ces  définitions  sont  rapportées  par  Pappus  au  commencement  du  Livre  III  de  ses 
Collections  mathématiques.  Après  avoir  défini  les  proporWonf  arit/tmétiqne  et  géomé» 
trique,  il  ajoute  :  «  Harmonica  aulem  medietas  est,  quando  médius  terminus  eadcm 
parte  et  superat  unum  extremornm,  et  a  reliquo  superatur;  ut  habet  3  ad  a  et  ad 
6,  vcl  quando  sit  ut  primus  terminus  ad  terlium,  ita  primus  excessus  ad  secundnm, 
ut  habent  6,  3,  a.  •  Pappus  construit  les  trois  proportions  dans  le  cercle  par  une 
même  figure  et  résout  diverses  questions  dont  plusieurs  concernent  la  proportion 
harmonique. 
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OU 


ae    a'e 


*  '  of    af 

Le  premier  membre  exprime  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  a,  ci^  e^f.  On  peut  donc  dire  que  : 

Quatre  points  sont  en  proportion  harmonique  quand  leur  rap- 
port anharmonique  est  égal  à  —  i . 

Nous  avons  vu  (12)  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  distincts  ne  peut  pas  être  égal  à  4-  i . 

61.  Le  point  al  étant  sur  le  segment  ef,  et  le  point  a  au  delà, 
dans  le  sensée,  comme  l'indique  la  figure,  le  point  a'  est  plus  près 
du  point  e  que  du  pointy,  car  on  a  entre  les  valeurs  numériques 


ae        a'e 


des  segments  — .  =  --.•  Or  ae  <^  af\  donc  ae  <^  df. 

Quand  le  point  a  s'éloigne  du  point  e,  le  point  cl  s'en  éloigne 
aussi,    mais   beaucoup  plus  lentement,  tellement  que,  quand  le 

point  a  est  à  l'infini,  auquel  cas  le  rapport  -^est  égal  à  l'unité-,  on 

a  aussi  —^  =  i ,  ce  qui  montre  que  le  point  cl  se  trouve  au  milieu 
de  ef.  De  là  résultent  ces  deux  propositions  : 

1**  Quand  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique,  le  point 
milieu  de  deux  points  conjugués  est  toujours  situé  au  delà  du 
segment  compris  entre  les  deux  autres  points  conjugués, 

a**  Si  l'un  des  quatre  points  est  à  l'infini,  son  conjugué  est  le 
point  milieu  des  deux  autres. 

62.  Soient  i,  V  [Jîg.  8)  deux  points  conjugués,  de  même  que  a 
et  rf',  par  rapport  aux  deux  e^f.  Si  le  point  6',  situé  sur  le  seg- 
ment efy  est  plus  près  de  e  que  d,  le  point  b  sera  aussi  plus  près 
de  e  que  le  point  a,  de  sorte  que  le  segment  bV  sera  compris  tout 
entier  sur  le  segment  aa!.  Si  un  point  d  est  pris  vers  le  point/*, 
son  conjugué  c  sera  au  delà  de  ce  point,  et  les  deux  segments  ad^ 
cd  n'auront  aucune  partie  commune.  Ainsi  : 

Quand  deux  segments  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port à  un  troisième,  il  ne  peut  arriver  que  deux  cas  :  ou  qu'ils 
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n  aient  aucune  partie  commune,  ou  que  l'un  d'eux  soit  compris 
entièrement  sur  l'autre, 

63.  II  suit  de  là  que  :  Quand  deux  segments  empiètent  en 
partie  l'un  sur  Vautre,  on  ne  peut  pas  déterminer  deux  points 
qui  les  divnsent  harmoniquement  l'un  et  l'autre. 

Nous  dirons  que  les  deux  points  qui  les  divisent  harmonique- 
ment sont  imaginaires,  parce  que  Téquation  qui  sert  à  déterminer 
en  général  ces  deux  points  a,  dans  ce  cas,  ses  racines  imaginaires, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin  (Chap.  V). 

§  II.  —  Manières  diverses  d'exprimer  que  qnatre  points  sont 

en  rapport  harmoniqae. 

64.  Nous  avons  vu  que  quatre  points  ont  trois  rapports  anhar- 
moniques   différents,   dont  un  suffit  pour   déterminer  les  deux 

autres  (  34  ).  Que  celui-là  soit  — >  :  -^-^  =  — i ,  les  deux  autres  seront 
^       '  a/   a'/ 

of  ef        I  aa!     fa' 

aa  ea        i  ae      Je 

Écrivons 
,    .  l  aa' ,cf=nLaf.ea\ 

I   aa'  ./e  ^i^iae  .fa' . 

Chacune  de  ces  équations  exprime  donc  que  les  quatre  points 
sont  en  rapport  harmonique. 

65.  L'expression  du  rapport  anharmonique  de  quatre  points, 
où  entrent  les  distances  d'un  point  aux  trois  autres  (36j,  donne  Té- 
quation 


* 

aa'       af 

— I, 

I           I 

aa'       ae 

ou 

(3) 

2              I             I 

aa        ae       af 

On  a  pareillement 

2             I              î 

ef       ea       ea 

RAPPORT  HARMOï/lQUE  DE  QUATRE  POINTS.  4^ 

Ces  relations  expriment  que  la  valeur  inverse  de  la  distance 
d'un  point  à  son  conjugué  est  la  moyenne  arithmétique  des  va- 
leurs inv^erses  des  distances  du  même  point  aux  deux  autres. 

66.  Quand  on  a  plusieurs  points  a,  b,  c,  d^  . . .  sur  une  ligne 
droite,  si  l'on  prend  un  point  m  tel  que  la  valeur  inverse  de  sa 
distance  à  un  point  déterminé  O  de  la  droite  soit  moyenne  arithmé- 
tique entre  les  valeurs  inverses  des  distances  des  points  a^b'^c,  ... 
au  même  point  O,  c'est-à-dire,  de  manière  que  Ton  ait 

/I  I  T  1 

n  étant  le  nombre  de  points  et  chaque  distance  devant  être  prise 
avec  son  signe  -h  ou  — ,  on  dit,  d'après  Maclaurin,  que  la  dis- 
tance O  m  esilaL  moyenne  harmonique  des  distances  O  a,  Oi,  •••(*)' 
ei,  d'après  Poncelet,  que  le  point  m  est  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  des  points  a,  b,  ...  (^). 

D'après  cela  nous  dirons  que  :  Quand  quatre  points  sont  en 
proportion  harmonique,  la  distance  de  l'un  d'eux  à  son  conjugué 
est  la  moyenne  harmonique  des  distances  du  même  point  aux  deux 
autres. 

Ou  bien  encore  :  Un  point  est,  par  rapport  à  son  conjugué,  le 
centre  des  moyennes  harmoniques  des  deux  autres  points. 


§  III.  —  Relation^  on  entre  nn  point  arbitraire. 

I. 

67.  L* expression  générale  du  rapport  anharmonique  de  quatre 
points,  dans  laquelle  entre  un  cinquième  point  arbitraire  (36), 


i*)De  linearum  geometriearum  proprietatibus  generalibus  Tractatus,  §  28.  Cet  excel- 
lent OuTrage  se  trouve,  sous  le  titre  à'jippendix,  à  la  suite  du  Traité  d'Algèbre  de 
rsateur.  Traité  posthume  qui  a  paru  Ters  1760  et  a  eu  de  nombreuses  éditions  en 
An^eterre. 

(•)  Mémoire  sur  les  centres  des  mojrennes  harmoniques,  (Voir  Journal  de  Mathé~ 
maiiqnes  de  Crelle,  t.  III.) 
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devient,  quand  ce  rapport  est  égal  à  —  i , 

.  - .  nui        me       mf 

4  a— 7=—  4--^- 

'  aa         ae        af 


On  a  de  même 


mf      ma       ma! 
ej        ea        ea 


Chacune  de  ces  équations  exprime  donc  que  les  deux  couples  de 
points  conjugués  a,  d  et  e,ysonten  rapport  harmonique. 

68.  Aux  trois  segments  wa',  we,  mf  on  peut  substituer  les  per- 
pendiculaires abaissées  des  trois  points  a ,  e,  f  sur  une  droite 
menée  par  le  point  w,  lesquelles  sont  proportionnelles  aux  trois 
segments;  et,  puisque  le  point  m  est  arbitraire,  il  s^ensuit  qu'en 
désignant  par  a',  £  et  cp  les  perpendiculaires  abaissées  des  trois  points 
a  ,  e  ety  sur  une  droite  quelconque,  on  a  la  relation 

a'  f  © 

2  m 1 —  • 

aal        ae       af 


11. 

69.  Rapportons  les  quatre  points  a,  ci^e^fk  une  origine  corn- 

,,,  .       ae  a'e    , 

mune  m  :  1  équation  ->  = r>  donne 

^  af  af 


*  me  —  ma  me  —  ma' 


mf —  ma  mf —  ma' 

ou 

(  5  )  (  ma  -f-  ma'  )  [me  -\-  mf)  r=  2,ma ,  ma'  4-  o.me.mf. 

On  peut  écrire 

ma  (  me  —  ma*  )  -f-  ma'  (  mf  —  ma  )  -r-  me[  ma'  —  mf) 

-h  mf[ma  —  me)=zo^ 
ou 

(6)  ma,a'e -^  ma' •af'irme.fa' -^  mf,ea=io^ 

et  pareillement 

ma.tJf'\'  ma'  ,ae 4-  me, fa  -4-  mf,ea'  =  o. 
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III. 

70.  Soient  a  le  milieu  des  deux  points  a,  a!^  et  O  le  milieu  des 
deux  e,f[fig.  9);  l'équation  (5)  devient 

'^)  ma,ma' -^  me.mfzzzimoL.mO, 

Cette  relation  nous  sera  très-utile.  Nous  en  conclurons  tout  à 
rheure,  en  donnant  au  point  m  des  positions  particulières,  diverses 
relations  très-simples. 

IV. 

71.  Le  rapport  harmonique  s'exprime  encore  par  Téquation 

— î  — î 

8)  ma . ma' .ef-^  me  ./a  -f-  mf  .a€=.o, 

ou 


8'j  me.mf.aa'-^  ma  ,a' O -\- ma'  ,0a  =zo. 

On  peut  démontrer  ces  équations,  la  première  par  exemple, 
par  le  raisonnement  suivant.  Si  Téquation  n'est  pas  identique  quel 
que  soit  le  point  m,  elle  servira  à  déterminer  les  positions  de  ce 
point  qui  y  satisfont,  et  il  n'y  aura  que  deux  positions,  car,  en  rap- 
portant tous  les  points  m,  a,  ...  à  une  origine  commune  A,  le 
segment  A  m  entrera  dans  l'équation  du  second  degré.  Or  l'équa- 
tion est  satisfaite  pour  plus  de  deux  positions  du  point  m,  car,  si 
Ion  fait  coïncider  ce  point  successivement  avec  les  points  a,  a',  e, 
/,  on  trouve  des  relations  déjà  démontrées,  et  si  on  le  suppose  à 
rinfini  on  a  l'identité  cf-^  fa.  -t-  ae  =  o.  L'équation  du  deuxième 
<legré  d'où  dépendraient  les  positions  du  point  m  aurait  donc 
plus  de  deux  racines,  ce  qui  prouve  qu'elle  est  identique,  c'est-à- 
Jire  que  l'équation  (8)  a  lieu  pour  toutes  les  positions  du  point  m. 

c.    Q.    F.    D. 

Autrement.  On  a  la  relation  { 7  ) 

ma^ma* -\'  me,mf=i  2/no(.mO, 
et  les  deux  identités 

me  -\- me.mf=iime,mOf 

— * 

mf  -h  me.mf=z  a/n/'.mO. 
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Multipliant  ces  trois  équations,  respectivement,  ^^ûcef^fa  et  ae, 
et  les  ajoutant  membre  à  membre,  il  \4ent 

ïïtui.ma'  .ef-^me  ,foL^  mf  .ae  -h  ntcm/lef-h  fa-h  ae) 
z=9.m0{ma,ef'\- me.fa-h  mf.ae). 

Or  on  a,  entre  les  trois  points  a,  e,  f, 

ef-^fci-hae  =  o      (2), 

et  entre  les  quatre  m,  a,  e,  /*, 

9ua,e/-h  mcyci  -^  m/.eoi^o     (21); 

il  reste  donc 

—  t  — î 

ma. ma' .ef-^  me  ./"a -h/w/ .a<»=-o. 

C.    Q.    F.    D.    (*  ). 

V. 

72.  Remplaçonsya  dans  cette  équation  par  [fe  —  ae)  ;  il  vient 
ma . ma' , ef-h  me  ,/e  —  {me  —  m/  )  ac  =  o. 


ou,  parce  que  me  — nij'  =  {me  -\-  mf)  [me — mf)  =  amO.yî?, 

— i 
(9)  ma. ma' — me  -r-  i«e.mO=:o, 

En  supposant  que  le  point  m  coïncide  avec  a,  on  a 
(9')  ae  ^=  2ae.rt0. 

§  IV.  —  Corollaires  de  l'équation  (7).  —  Relations  où  entrent 
les  points  milienz  des  denz  segments  aa*,  ef. 

73.  Supposons,  dans  Téquation  (7),  que  le  point  m  coïncide 
avec  a  ;  il  vient 

«a, au' -h  ae,afz=Of 


(*)  Nous  donnerons,  dans  la  théorie  de  TinTolation,  une  autre  démonstration,  ap- 
pliquée à  un  théorème  plus  général  relatif  à  six  points  en  involution,  dont  l'équation 
actuelle  n'est  qu'un  cas  porticulier. 
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OU,  parce  que  aa'  =  — «a, 

— 1 

Pareillement, 

(lo')  Oe  =iOa.Oa\ 

Cette  équation  donne 

1  2  1 

Oe  =.  Oa  —  QLa  , 
ou 

—  2         1  2 

II]  au  -hOe  =  Oa   , 

OU  bien,  entre  les  quatre  points  a,  a',  e^fy 

[il]  aa'  -\-ef  =  (^e -l-fl'/)*. 

74.  Si  le  point  m  coïncide  avec  le  point  e,  on  a 

ea,ea' z=.  2ea.e0; 
or  a.eO  =  ef  :  donc 

{i3)  ea,ea'  :=neaL,ef, 

ef  est  la  moyenne  harmonique  des  distances  des  deux  points  a,  a! 
au  point  e(66),  et  ea.  est  ce  qu'on  appelle  la  moyenne  dislance 
de  ces  deux  points  au  même  point  e  ;  Téquation  exprime  donc  que  : 

Le  produit  des  distances  de  deux  points  à  une  origine  commune, 
prise  sur  la  même  droite,  est  égal  au  produit  de  la  moyenne  har- 
monique et  de  la  moyenne  distance  de  ces  deux  points  relatives 
à  V origine. 

Cette  relation  nous  sera  souvent  utile.  On  a  de  même,  en  suppo- 
sant que  le  point  m  coïncide  successivement  avec  a  et  a'j 

ae.af-=z  aa',,aO^ 
a'e.a!f=a'a.a'0, 

et,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

Îi3')  ae,af -\-a'e.a'fz=.aa!  . 
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75.  L'équation  (i3),  divisée  membre  à  membre  par 

qui  exprime  le  même  théorème,  donne 
.    ,.  ea  ,ea  ea 

et,  à  cause  de  Téquation  (i), 

a/        */ 
pareillement 

— s 

^  ea  Oa 

^^   )  ZUT-,  =  7T-7' 


■« 


76.    L'équation   (lo)    s'écrit  =rï  =  — *,    donc,  d'après  l'équa- 

ue 


ota  fa 


tion  (  1 5  ),  ii^Tï  =  ^=77  »  ou 
ae^  ea 

ae  ae 

i6  -'.= 

^      '  aj  ua 

On  peut  encore  écrire,  à  cause  de  l'équation  (lo), 
,      -  ae  «a 

(  I"»  ^  —  zi:  —  —  • 

oj  «/ 


§  Y.  —  Relations  où  entrent  deux  points  arbitraires. 

L 

77.  L'équation  (6)  s'écrit 

ma  ea'       ma'  af       me  a'/ 
mj   ea         mj   ae        ae  tnf 

ou,  en  désignant  par  n  le  point  à  Finfini, 

(ma  ^  na\  [ea* ^  na\        /ma'  ^  na'\  faf  ^  n/\ 
W  '  '»//  \ea'   na  }       \^/  '  nf  )  \ae  '  ne} 


(me    mn\  fa^f    a' n\ 
ae     an  J  \mf     mnj 
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Il  n'entre  dans  cette  équation  que  des  rapports  anharmoniques  ; 
par  conséquent,  elle  a  lieu  quel  que  soit  le  point  n  (20). 
Multiplions  par  mf,ea.na\  il  vient 

( i8)      ma . nf,  a'e  H-  ma' . n^,a/-\-  me . na .fa' H-  mf. na' ,ea:=  o. 

Dans  cette  relation  entre  quatre  points  en  rapport  harmonique 
^7  ^'f  ^^f  ^^  deux  points  arbitraires  m,  /i,  ces  deux  points  entrent 
de  la  même  manière. 

n. 

78.  Écrivons  Téquation  (  7  )  ainsi  : 

ma  ma'       me  mf 
/Tiff  m\j        ma  mO 

ou,  en  appelant  n  le  point  situé  à  Tinfini, 

(ma  ^  na\  (ma'  ^  na'\        /me  ^  ne\  f  mf  ^  nf\ 
moL  "  noij  \mO  '  nOJ        \moL  '  na.)  \mO  '  nO) 

Il  n'entre  dans  cette  équation  que  des  rapports  anharmoniques; 
conséquemment  elle  a  lieu  quand  le  point  n  est  pris  arbitrairement, 
mais  à  la  condition  que  a  et  O  ne  seront  plus  les  milieux  des  deux 
segments  aci^  ef^  mais  bien  les  conjugués  harmoniques  du  point  n 
par  rapport  aux  deux  segments  aa!^  ef.  L'équation  prend  la  forme 

,     .  ma  •ma'       me.mf  mx.mO 

'^'  na.na  ne,nj  /la./tO 

Le  point  m  étant  arbitraire,  supposons-le  à  TinGni,  et  divisons 

par  Tna.mO:  les  rapports  — >  — ->  . . .  sont  égaux  a  1  unité,  et 
■  "^^  ma    mO 

il  vient 


na.na'        ne,nf        na.nO 

Mais  il  faut  remarquer  que  cette  équation,  où  n'entre  qu'un  point 

arbitraire,  n'est  pas  différente,  au  fond,  de  l'équation  (7).  En  effet, 

écrivons-la  ainsi  : 

ne.nf  na.na' 


ne.nf'\' na.na!  =.1 


nO         na.     ' 
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a  étant  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par  rapport  aux  deux  a^ 
a'j  on  a,  enappelantoCf  le  milieu  de  ceux-ci,  na.nd^=.naL.nax  (74). 
On  a  pareillement,  en  appelant  0«  le  milieu  du  segment  ef^ 
ne.nf=nO,nOi,  L'équation  devient  donc 

Fta,na'  -h  ne,n/=z  2/ia|./i0, 
ce  qui  est  précisément  l'équation  (7  ). 


m. 


79.  L'équation  (8)  prend  la  forme 


s 


ma. ma'  ef        me  fv. 

— =r— ~  -^  =^1 1  =  0; 


mj  mf 

ou,  en  désignant  par  n  le  point  situé  à  Tinfini, 


(ma  ^  na\  I ma'  ^  na' \  I  <*/  ^  nfX 

mf'     nf'  IV^'  en)     '"~^* 


L'équation  ne  contenant  que  des  rapports  anharmoniques,  on  y 
peut  supposer  le  point  n  quelconque,  pourvu  que  a  n'y  représente 
plus  le  point  milieu  du  segment  aa!y  mais  bien  le  conjugué  har- 
monique du  point  n  par  rapport  aux  deux  a,  a'.  L'équation  de- 
vient 

— j  — 1 

,     ,  ma  .ma'     .  me     ^  mf 

(20)  ,   <y.«a  -t- 7  /cc./ie  H OLCnf^i  o. 

"«•"«  ne  Irf' 

Si  le  point  m  est  à  l'infini,  il  vient 

,      .  ef.noL        foL        (ne 

ai r4-'^4-  — =  0. 

^     '  na.na         ne        nf 


na 


On  simplifiera  ces  deux  équations  en  y  remplaçant :  par  — 

Al  désignant  le  point  milieu  du  segment  oa'  (74). 
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Gela  prouve  que,  si  les  deux  droites  A,  A' sont  rectangulaires, 
les  deux  E,  F  font  des  angles  égaux  avec  Tune  d'elles,  c'est-à-dire 
que: 

Quand  deux  droites  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à 
deux  autres  sont  rectangulaires,  l'une  d'elles  est  la  bissectrice 
de  l'angle  formé  par  ces  deuX'Ci, 

Et  réciproquement  :  La  bissectrice  d'un  angle  et  sa  perpendi- 
culaire divisent  harmoniquement  cet  angle. 

85.  On  conclut  de  là  cette  propriété  du  cercle  : 

Quand  deux  points  divisent  harmoniquement  un  diamètre,  les 
droites  menées  d'un  point  de  la  circonférence  à  ces  deux  points 
sont  également  inclinées  sur  la  droite  menée  du  même  point  à 
l'une  des  extrémités  du  diamètre. 

Caries  deux  droites  Se,  Sf[fig.  lo)  sont  conjuguées  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  Sa,  S  ci.  Mais  celles-ci  sont  rectan- 
gulaires ;  par  conséquent,  Tune  d'elles  est  la  bissectrice  de  Tangle 
des  deux  droites  Se,  Sf. 


§  Ym.  —  Relations  entra  quatre  droites  en  rapport  liarmonique. 

86.  Toutes  les  relations  entre  quatre  points  en  rapport  harmo- 
nique qui  peuvent  se  mettre  sous  une  forme  telle,  qu'elles  ne  con- 
tiennent que  des  rapports  anharmoniques,  s'appliqueront,  par  le 
simple  changement  des  segments  en  sinus  d'angles,  à  quatre  droites 
en  rapport  harmonique. 

Ainsi  la  première  des  équations  (2)  s'écrit 


On  a  donc 


aa'  ^  nf 

ea     ej 


8in(A,  A^)  .  sin(A,  F)  __ 
8in{E,A')  "sin(E7F]  ~"  ^' 


ou 


sb( A,  A')  sin(E,  F)  =  2  siD(A, F)  sin(E,  A' ]. 

4. 
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87.  De  mémey  Téquatioii  (4);  qui  contient  un  point  arbitraire, 
donne  la  suivante,  qui  contient  une  droite  arbitraire  : 


sin(M,  A^)  _  sinfM.E-       sin(M,  F) 

sin(A,  A')       sin(A,E)       sin(A,  F) 


et  pareillement 

sin(M,F)  __  sin(M,Al       sin(M,A^) 
^sin(E,F)  ~sin(E,  A)'^sin(E,  A')' 

Si  Ton  prend  la  droite  M  perpendiculaire  à  la  droite  E,  il  vient 


tang(E,F)       tang(E,A)       tang(E,A') 

ou 

2Cot(E,F)  =  cot(E,  A)-hcot(E,A'). 

88.  La  formule  (ly)  donne  celle-ci  : 

sin(M,A)sm(M,A')       sin{M,  E)  sin(M,F^ 


sin{N,  A)sin(N,A')       sin  (N,  E)  sin(N,  F) 

sin(M,  a)sin(M,  O) 

sin(N,  a)sin(N,  O) 

dans  laquelle  M  et  N  sont  deux  droites  arbitraires,  et  a,  O  les 
droites  conjuguées  harmoniques  de  la  droite  N  par  rapport  aux 
deux  couples  de  droites  A,  A'  et  E,  F. 

Si  les  deux  droites  M,  N  sont  rectangulaires,  il  vient 

cot;X,  A)cot(N,A')4-cot(N,E)cot(N,  F)=r  2cot(N,a)cot(N,0). 

89.  Enfin,  la  formule  (20)  donne  celle-ci  : 

sin  (M,A)sin(M,  A')   .    ,^  „,  .    ,^^     , 

'      KT    J\  •    /TM    A/    sm(E,F  sin  N,« 

sm  (N,  A)sm(N,  A  )       ^    '    '       v    '    ; 

sin*(M,E)    .    ,„     X   .    ,^,  «, 


sin»(M.F)    .    ,     _»./«,_., 
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80.  Observation.  —  On  peut  introduire  un  point  arbitraire  n 
dans  les  équations  (lo,  . . .  \5),  par  des  considérations  semblables 
à  celles  dont  nous  venons  de  faire  usage.  On  aura  ainsi  de  nou- 
velles relations  à  deux  termes,  pour  exprimer  que  deux  couples  de 
points  ay  c/  et  e,f%on\.  en  rapport  harmonique.  Les  points  mi- 
lieux a  et  O  des  deux  segments  aa',  ef  deviennent  dans  ces 
relations,  de  même  que  dans  Téquation  (19)1  les  conjugués 
harmoniques  du  point /i  par  rapport  aux  deux  segments.  Nous  n'en- 
trerons pas  dans  ces  détails ,  parce  que  les  formules  que  Ton 
obtient  ainsi  expriment  des  propriétés  relatives  aux  deux  points 
qui  divisent  harmoniquement  deux  segments  à  la  fois.  Ces  pro- 
priétés reviendront  plus  tard  comme  conséquences  naturelles  de  la 
théorie  de  Tinvolution  de  six  points. 


§  VI.  —  Connaissant,  dans  une  proportion  harmonique,  deux  points 
coningnés  et  le  milieu  des  deux  autres,  trouver  ceux-ci. 

8t.  Les  deux  points  conjugués  a,  a'  sont  connus,  ainsi  que  le 
milieu  O  des  deux  e,f.  Ceux-ci  se  déterminent  par  la  relation 


Oe=  —  0/— zbv/Oa.Ort'.         (lo') 

Il  faut,  pour  que  cette  expression  soit  réelle,  que  le  milieu  O  des 
deux  points  cherchés  soit  au  dehors  du  segment  aa'  ;  s'il  était  sur 
le  segment  lui-même,  le  produit  Ofl.Oa'  serait  négatif,  et  Tex- 
pression  de  Oe  imaginaire.  On  dit  alors  que  les  deux  points  con- 
jugués cherchés  sont  imaginaires, 

Kous  reviendrons,  dans  le  Chapitre  suivant,  sur  cette  notion  de 
points  inïaginaires,  qui  demande  quelques  développements.  Tou- 
tefois, il  faut  ajouter  ici  que,  si  les  deux  points  donnés  a,  a'  étaient 
eux-mêmes  imaginaires,  les  deux  points  cherchés  e,  y  seraient  né- 
cessairement réels,  parce  que  dans  ce  cas  le  produit  Oa.Oa'  serait 
positif,  ainsi  que  nous  le  verrons  plus  loin  (93). 

L^expression  de  Oese  change  en  celle-ci. 


a  étant  le  milieu  du  segment  aa'  (4). 

CoAun.  —  Géom,  tup,  4 
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82.  Expressions  de  ae  et  af.  —  Od  a  «e  =  aO  —  eO: 


aO-ha'O 


uOzzz ■— -^,     0<?  — drv'Oa.Oa'. 


Donc 


m 

ou,  en  multipliant  et  divisant  par  {^aÔ  q=  ^a'O)^, 


I  aa 


1 


2  (s/aOzp),'a'Oy 


§  VII.  —  Faisceau  de  quatre  droites  en  rapport  harmonique. 

83.  Quand  quatre  droites  A,  A',  E,  F,  concourantes  en  un 
même  point,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  —  i ,  de  sorte 
que  l'on  ait 

sin(A,E)  ,  sin(A',E) 


sin(A,F)  •sin(A',F) 


on  dit  que  ces  quatre  droites  forment  un  faisceau  harmonique.  On 
dit  aussi  que  les  deux  droites  E,  F  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  A,  A'  ou  bien  qu'elles  diuisent  harmonique- 
ment  l'angle  des  deux  droites  A,  A',  et,  réciproquement,  que  ces 
deux-ci  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  autres, 
ou  bien  qu'elles  divisent  harmoniquement  Tangle  de  ces  deux-là. 
Ces  quatre  droites  rencontrent  une  transversale  quelconque  en 
quatre  points  a,  a\  e,y  qui  sont  en  rapport  harmonique  ;' car  on  a 

ae     a'e  ,._, 

tif     a  f 

84.  Si  la  transversale  est  parallèle  à  Tune  des  droites,  à  la  droite 
A'  par  exemple,  le  point  a'  sera  à  Tinfini,  et  Ton  aura  simplement 

ae 

-7.=  —  !; 

par  conséquent,  le  point  a  est  le  milieu  du  segment  ef. 
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Texpression  y  Ma  —  i^  soit  réelle,  que  Ma  soit  plus  grand  que  ^'; 
s*il  est  plus  petit,  Texpression  est  imaginaire  et  les  deux  points 
cherchés  n'existent  plus.  On  dit  alors  qu'ils  sont  imaginaires. 

Nous  appellerons  points  conjugués  ce  système  de  deux  points 
déterminés  simultanément  par  deux  données,  savoir,  leur  point 
milieu  et  le  produit  ou  rectangle  de  leurs  distances  à  une  origine 
commune. 

91.  On  peut,  en  impliquant  ces  deux  données  dans  une  équa- 
tion du  second  degré  à  une  seule  inconnue,  représenter  les  deux 
points  par  cette  seule  équation,  car  on  a 

Ma -4-Mfl'=:  2Ma     et     Ma,Ma*z=zv, 
d'oii 

M  ^7  [  '2  M  ce  —  M  tf  )  =  V, 
Ma  — 2Ma.Ma  H- p=::  o, 

ou,  en  représentant  Ma  par  x. 

Les  racines  de  cette  équation  sont  donc  les  distances  des  deux 
points  a,  a'  à  Torigine  M.  Quand  ces  racines  seront  imaginaires, 
on  dira  que  les  deux  points  sont  imaginaires, 

92.  Ainsi  Ton  conçoit  bien  ce  que  nous  entendrons  par  deux 
points  imaginaires  SUT  une  droite;  cela  signifiera  que  les  deux 
données  ou  éléments  qui  servent  à  la  détermination  des  deux  points, 
savoir,  leur  point  milieu  et  le  rectangle  de  leurs  distances  à  une 
origine  commune,  donnent  lieu  à  une  expression  imaginaire  des 
distances  de  ces  points  à  l'origine,  ou  bien  que  l'équation  du  se- 
cond degré  qui  suffit  pour  représenter  les  deux  points  a  ses  ra- 
cines imaginaires. 

Quand  nous  parlerons  de  deux  points  imaginaires,  il  sera  ques- 
tion de  deux  points  conjugués  déterminés  comme  il  vient  d'être 
dit,  lesquels  pourront  avoir,  avec  une  figure  donnée,  certaines 
relations  au  moyen  de  leurs  deux  éléments,  et  il  ne  s'agira  pas  de 
deux  points  quelconques  indépendants  l'un  de  l'autre,  tels  que 
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deux  points  qui  appartiendraient  à  deux  systèmes  différents  de 
points  conjugués. 

93.  Le  produit  des  distances  de  deux  points  imaginaires  à  un 
point  réel  pris  sur  la  même  droite  est  réel  et  toujours  positif. 

Les  deux  points  imaginaires  sont  déterminés  par  leur  point 
milieu  a  et  le  produit  de  leurs  distances  à  une  origine  m\  ce  pro- 
duit étant  v^  les  distances  sont  (90) 


ma 


=z  moL-^-y  mv.   — r, 


mn 


=zmv.  —  y  m  a  — r. 

Si  l'on  change  d'origine,  et  qu'on  prenne  le  point  M,  on  a 


ma  =  Mrt  —  M/w, 
ma'  =  M«' —  M 171, 


ma .  ma'  r=:  M  /i .  M  «'  —  (  M  ci  -*-  M  /i'  )  M  m  -h  M  m. 
Or,  ma.mal  r=.  \f  et  M  ri  -f-  M«'=  aMa  ;  il  s'ensuit  que 


M«.M«'  =:  2]VI«.M//i  -4-  t'  —  M//i. 

Ainsi  le  produit  Ma. Mo'  est  toujours  réel. 
Il  est  toujours  positif.  En  effet,  on  peut  écrire 

Mfl.M«'=:M«*—  (M«— M/w)»-f  r. 
Or,  Ma  —  M///  =  z/ia ;  donc 

Mfl.Ma'=Ma  —  (//la  — v), 

(ma  — v)  est  négalif  par  hypothèse,  puisque  les  deux  points  sont 

imaginaires;  donc  Ma  — (ma  — v^  est  une  quantité  positive; 
donc  Ma. Ma'  est  positif. 

Autrement,  On  simplifie  la  démonstration  en  représentant  les 
deux  points  imaginaires  par  l'équation  du  second  degré 

x'  -j-  a,r.  -f-  ^  =  o, 

doDt  les  racines  sont  les  distances  des  deux  points  à  une  origine 
commune  m. 
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M  et  N  sont  deux  droites  arbitraires,  et  a  est  la  droite  conjuguée 
harmonique  de  la  droite  N  par  rapport  aux  deux  A  et  A^ 
Si  les  deux  droites  M,  N  sont  rectangulaires,  il  vient 

cot  (N,A)cot(N,A')sin(E,F)sin(N,a) 
cot*(N,E)sin(F,«)sin(N,E) 
f-.cot*(]V,F)sin(a,E)sin(N,F)  =  o. 
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CHAPITRE  V. 


DU   STSTÈKB   DE  DEUX   POINTS   OU   DE  DEUX   DROITES   IMAGINAIRES. 


§  I.  —  Manière  de  détenniiier  simnltanément  deux  points  sur  une  droite. 

Points  imaginaires. 

90.  Deux  points  sont  déterminés  simultanément  sur  une  droite 
quand  on  connaît  leur  point  milieu  et  le  produit,  ou  rectangle, 
de  leurs  distances  à  une  origine  commune  prise  sur  la  même  droite. 

Soient  a,  al  les  deux  points  (  iig.  1 1);  a  leur  point  milieu  et  v  le 
produit  de  leurs  distances  au  point  fixe  M  ;  on  a 


f>  =  Ma.Mû'=  Ma  —  aa     (4), 
d'où 

^—  2        2  / S 

aa=MoE  —  •»,     aa^zbyMa  — v. 

Ainsi,  la  détermination  des  deux  points  dépend  de  la  construc- 
tion de  l'expression  y  Ma  —  v\  et  les  distances  des  deux  points  à 
l'origine  M  sont 

M  rt  r=  Ma -+- V  Ma"— p 
et 


M 


a'z^Ma— yMa^-t^. 


On  peut  donc  dire  que  deux  points  sont  représentés  par  un 
point,  qui  sera  leur  milieu,  et  un  rectangle,  qui  sera  le  produit 
de  leurs  distances  à  une  origine  commune. 

Quand  le  rectangle  v  est  négatif,  l'expression  ytdu  — y  est 
toujours  réelle,  et  la  détermination  des  deux  points  s'effectue 
toujours.  Mais,  quand  le  rectangle  ^  est  positif,  il  faut,  pour  que 
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les  relations  que  ces  points  doivent  avoir  entre  eux  s'exprimeront 
au  moyen  des  coeflGeients  a,  by  a' y  b',  qui  équivalent  aux  deux 
éléments  de  chaque  couple  de  points.  S'il  s'agit  de  la  relation  har- 
monique ^  elle  s'exprimera  par  l'équation 


aa' 


b' =0, 

qui  équivaut  à 

or,  a'  étant  les  milieux  des  deux  couples  de  points,  et  v,  J  les  pro- 
duits de  leurs  distances  à  l'origine  m  (70). 

98.  Observation,  —  Bien  que  nous  exprimions  le  rapport 
harmonique  de  quatre  points  par  une  équation  de  condition  entre 
les  éléments  des  deux  couples  de  points,  il  ne  faut  pas  songer  à 
exprimer  de  même  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points.  La 
chose  n^est  possible  dans  le  premier  cas  que  parce  que  les  deux 
points  de  chaque  couple  entrent  d'une  manière  symétrique  dans  la 
relation  harmonique,  de  même  que  dans  chacun  de  leurs  deux  e7e<- 
nients,  de  sorte  que  l'on  peut  changer  un  point  en  son  conjugué, 
et  i;ic<?  ^fcrsd. 

Si  l'on  pouvait  exprimer  que  le  rapport  anharmonique —.: -7^ 

des  deux  couples  de  points  a,  d  et  e,y  est  égal  à  X  par  une  rela- 
tion entre  X  et  les  quatre  éléments  des  deux  couples  de  points, 
cette  relation  n'indiquerait  pas  dans  quel  ordre  on  devrait  prendre 
les  deux  points  a,  a',  non  plus  que  les  deux  e,y,  de  sorte  que  l'on 
ne  saurait  pas  si  le  rapport  anharmonique  est 

ae    a*e  af    a'f 

aj    aj  ae     ae 

§  III.  —  Aatres  éléments  par  lesquels  on  peut  déterminer 

deux  points  imaginaires. 

99.  On  sait  construire  le  point  conjugué  harmonique  f  d'un 
point  donné  e  par  rapport  à  deux  points  réels  ou  imaginaires  a, 
a'  (96).  Ce  point,  qu'on  appelle  aussi  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  des  deux  a,  a'  par  rapport  au  point  donné  (66),  est 
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toujours  réel,  de  même  que  le  point  milieu  des  deux  points  a,  o! 
et  le  produit  de  leurs  distances  à  une  origine  commune.  De  ces 
trois  choses,  le  point  milieu  des  deux  points,  leur  centre  des 
moyennes  harmoniques  par  rapport  au  point  donné  et  le  rec- 
tangle de  leurs  distances  à  une  origine  commune,  deux  sufliscnt 
pour  déterminer  la  troisième,  et  par  conséquent  pour  définir  les 
deux  points. 

En  effet,  qu'on  représente  le  produit  ma  .ma'  par  i^,  l'équa- 
tion (7)  (70)  s'écrit 

V  -4-  me,mf=ma.[me  -h  /»/*), 

relation  entre  les  deux  éléments  u  et  a  des  deux  points  û,  a',  réels 
ou  imaginaires,  et  leur  centre  des  moyennes  harmoniques  y  relatif 
au  point  e. 

100.  On  pourrait  donc  prendre,  pour  déterminer  le  système  de 
deux  points  conjugués  susceptibles  de  devenir  imaginaires,  d'autres 
éléments  que  le  point  milieu  et  le  rectangle,  que  nous  avons  choisis 
parce  que  ce  sont  les  deux  éléments  qui  se  présentent  le  plus  sou- 
vent dans  les  spéculations  géométriques  et  qui  entrent  explicite- 
ment dans  l'équation  du  second  degré  qui  suflit  pour  représenter 
les  deux  points. 

En  général,  on  peut  prendre  toute  relation  géométrique  qui 
conduit  à  une  équation  du  second  degré.  Par  exemple,  ayant  sur 
une  droite  quatre  points  fixes  A,  A',  B,  B',  on  déterminera  la  po- 
sition de  deux  points  a,  a^  si  l'on  exprime  que  le  rapport  des 
produits  des  distances  de  chacun  d'eux  aux  deux  couples  de  points 
A,  A'  et  B,  B',  respectivement,  a  une  valeur  donnée,  c'est-à-dire 
que  l'on  a 

Aa.A'a       Afl'.A'û' 


Ba.B'a       Ba'.B'a 


./ 


=  1. 


Une  manière  de  déterminer  deux  points,  qui  se  présentera  très- 
souvent  dans  la  théorie  des  sections  coniques,  sera  de  les  consi- 
dérer comme  divisant  harmoniquement  deux  segments  à  la  fois, 
ces  segments  pouvant  être  réels  ou  imaginaires. 

On  détermine  encore  deux  points  conjugués  par  le  système 
d'une  droite  et  d'un  cercle,  ou  d*une  droite  et  d'une  section  co- 
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Remplaçant  x  par  x'+  ^,  on  a  l'équation 

x"-h  (2  A  -ha)x'  -h  A*  -r-flA-h^  =0,      . 

dont  les  racines  expriment  les  distances  des  deux  points  à  une 
antre  origine  M,  déterminée  par  la  valeur  attribuée  à  ùk.  Le  produit 
de  ces  distances  est  égal  à  (A^-f-  a  A  -h  b),  quantité  réelle  et  tou- 
jours positive,  car  elle  se  met  sous  la  forme 

et  chacun  des  deux  termes  est  positif,  le  premier  comme  étant 
un  carré,  et  le  second  ib  —  y- 1  parce  que  les  racines  de  Téqua- 
tioD  proposée,  savoir, 


=-ï*\/[f-) 


sont  imaginaires,  par  hypothèse.  Donc,  etc. 


§  n.  —  Relations  entre  des  points  réels  et  des  points  imaginaires. 

94.  Deux  points  imaginaires  peuvent  avoir  des  relations  réelles 
avec  différentes  parties  d'une  figure,  par  exemple  avec  des  points 
réels.  Ce  seront  des  relations  dans  lesquelles  les  deux  points  ima- 
ginaires seront  représentés  implicitement  par  leurs  deux  éléments, 
c'est-à-dire  dans  lesqjielles  entreront  ces  deux  éléments. 

Ainsi,  supposons  que  dans  une  figure  on  ait  trouvé  entre  trois 
points  en  ligne  droite  e,y,  «,  le  point  milieu  O  des  deux  premiers 
et  un  autre  point  m  de  la  même  droite  cette  relation 

V  étant  un  rectangle  ou  produit  de  deux  lignes  dépendant  de  la 
figure.  On  peut  regarder  ce  rectangle  et  le  point  a  comme  les  élé- 
ments de  deux  points  a,  a'  (réels  ou  imaginaires),  lô  point  a  étant 
leur  point  milieu  et  le  rectangle  ^  le  produit  de  leurs  distances  au 
point  m;  Téquation  pourra  donc  s'écrire 

me*mf-\'  ma ,mti*  •=.  amoc.mO, 
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et  elle  exprimera  une  propriété  de  la  figure,  relative  aux  deux 
points  déterminés  par  les  deux  éléments  a  et  i^. 

Si  les  deux  points  sont  réels,  on  pourra  les  substituer,  dans 
renoncé  du  théorème  exprimé  par  Téquation,  au  rectangle  (';et, 
s^ils  sont  imaginaires,  on  pourra  soit  conserver  ce  rectangle  dans 
renoncé  du  théorème,  soit  y  introduire  la  notion  des  deux  points 
imaginaires,  mais  en  sous-entendant  la  définition  que  nous  avons 
donnée  (92)  de  ces  points  fictifs. 

95.  La  propriété  qu'exprime  l'équation  que  nous  venons  de 
prendre  pour  exemple,  c'est  que  les  deux  points  a,  af,  qui  onl 
pour  milieu  le  point  a,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  e,y  (70). 

Ainsi  l'on  peut  concevoir  deux  points  imaginaires,  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  deux  points  réels;  cela  veut  dire  que 
les  deux  points  réels  ont  avec  les  éléments  qui  représentent  le 
système  des  deux  points  imaginaires  les  relations  qui  expriment 
d'une  manière  générale  le  rapport  harmonique  de  quatre  points 
réels,  conjugués  deux  à  deux. 

96.  Nous  avons  vu  que  quand  les  deux  points  imaginaires  sont 
donnés,  ainsi  que  le  milieu  des  deux  autres  points,  ceux-ci  sont 
toujours  constructibles,  et  par  conséquent  toujours  réels  (81).  Il 
s'ensuit  que,  quand  deux  couples  de  points  a,  cl  et  f,  f  sont  en 
rapport  harmonique,  l'un  des  deux  couples  seulement  peut  être 
imaginaire,  et  que  l'autre  est  toujours  réel. 

Si  l'on  donne  le  système  des  deux  point»  imaginaires  a,  a'  et 
l'un  e  des  deux  points  réels,  le  second  y  se  déterminera  par  la  re- 
lation 

ea.ea'  z=zeoL,ef    (74), 

dans  laquelle  les  deiix  points  imaginaires  entrent  par  leurs  deux 
éléments,  savoir  leur  point  milieu  a  et  le  rectangle  ea.eJ  de  leurs 
distances  au  point  e, 

97.  Quand  deux  systèmes  de  points  sont  représentés  respecti- 
vement par  deux  équations  du  second  degré, 

x^  -\-  ax  -h  A  =:  o, 

ar'  -h  fl'jr-f-  b*zrz  O, 
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La  somme  des  deux  co tangentes  fixe  la  position  d'une  droite 
qui  est  la  conjuguée  harmonique  de  Taxe  fixe  par  rapport  aux 
deux  droites  cherchées  A,  A'  :  car,  appelant  F  cette  droite  conju- 
guée et  E  Taxe  fixe,  on  aura 

acot(E,F)=:cot(E,A)-f-cot(E,A')    (87) 
ou 

2icol(E,  F)  =icotw  -f-  cotw'. 

On  peut  donc  dire  que  deux  droites  sont  déterminées  simulta- 
nément quand  on  connaît  le  produit  des  cotangentes  de  leurs  in- 
clinaisons sur  un  axe  fixe  et  la  droite  conjuguée  harmonique  de 
cet  axe  par  rapport  aux  deux  droites  cherchées.  Cette  droite  et  le 
produit  des  cotangentes  des  inclinaisons  peuvent  être  considérés 
comme  les  éléments  propres  à  la  détermination  des  deux  droites. 

Les  deux  droites,  nonobstant  la  réalité  de  ces  deux  éléments, 
peuvent  être  imaginaires.  Ainsi  l'on  voit  ce  que  nous  entendrons 
par  droites  imaginaires  représentées  par  deux  éléments  réels, 
comme  le  sont  deux  droites  réelles. 

Ce  que  nous  avons  dit  des  systèmes  de  points  imaginaires  et  de 
leurs  relations  avec  d'autres  parties  réelles  d'une  figure  s'appli- 
quera naturellement  aux  systèmes  de  droites  imaginaires. 
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CHAPITRE  VI. 


THÉORIE   DE   LA    DIVISION   HOHOGRAPHIQUE. 


§  I.  —  Divisions  homographiques  de  deux  droites. 
Faisceaux  homographiques. 

103.  Définitions.  —  Quand  deux  droites  sont  divisées  en  des 
points  qui  se  correspondent  un  à  un  et  tellement  que  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  points  quelconques  de  Tune  soit  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  points  correspondants  de  Tautre, 
nous  dirons  que  ces  deux  droites  sont  divisées  homo graphique- 
ment ou  bien  que  leurs  points  de  division  forment  deux  divisions 
homographiques. 

Nous  verrons  qu'il  y  a  beaucoup  de  manières  de  former  des  rfiVi- 
sions  homographiques. 

Quand  deux  faisceaux  dont  les  droites  se  correspondent  une  à 
une  sont  tels  que  quatre  droites  quelconques  du  premier  aient 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  corres- 
pondantes du  second,  nous  dirons  que  les  deux  faisceaux  sont 
h  oniograph  iques . 

Nous  verrons  plus  tard,  en  traitant  de  la  théorie  générale  des 
figures  homographiques,  la  raison  et  le  sens  propre  de  cette  ex- 
pression (Chap.  XXV).  Bornons-nous  à  dire,  pour  le  moment, 
que  cette  notion  des  divisions  et  des  faisceaux  homographiques 
nous  sera  d'un  très-utile  et  très-fréquent  usage  dans  la  géométrie 
des  figures  rectilignes  et  dans  celle  des  sections  coniques. 

101.  Construction  de  deux  divisions  ou  de  deux  faisceaux  ho- 
mographiques. —  Une  droite  L  étant  divisée  en  des  points  a,  i, 
c,  ^,  . . . ,  si  Ton  veut  diviser  homographiquement  une  seconde 
droite   U,   on  pourra  prendre  arbitrairement  sur  celle-ci  trois 
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Dique,  et  de  diverses  autres  manières,  comme  nous  le  verrons  dans 
la  suite. 


§  IV.  —  Du  système  de  deux  points  imaginaires  en  rapport  harmonique 

avec  deux  points  réels. 

101.  La  plupart  des  relations  entre  deux  couples  de  points  en 
rapport  harmonique  que  nous  avons  démontrées  dans  Thypothèse 
de  quatre  points  réels  ne  sont  plus  applicables  dans  le  cas  où 
deux  de  ces  points  sont  imaginaires,  comme  il  peut  arriver  (95), 
c'est-à-dire  que  ces  relations  peuvent  ne  plus  avoir  de  sens  expli- 
cite ;  les  segments  qui  y  entrent  sont  en  quelque  sorte  désagrégés 
et  ne  représentent  que  des  quantités  imaginaires,  lesquelles  ne  sont 
rien  par  elles-mêmes,  considérées  isolément;  par  exemple,  la  re- 
lation 

ae  a'  e 

n*a  pas  de  sens  explicite  si  a  et  a'  sont  imaginaires  ;  celle-ci  non 

plus, 

1         I         I 

-îî  = 1 /  » 

ej        ta       ea 

et  beaucoup  d'autres. 

Mais,  si  Ton  admet  que  Ton  puisse  faire  sur  les  quantités  imagi- 
naires les  mêmes  opérations  d'addition,  de  multiplication,  etc.,  que 
sur  les  quantités  réelles,  principe  pratiqué  en  Algèbre,  alors  on 
déduira  de  chacune  de  ces  équations  une  relation  où  les  deux 
points  fl,  (^  n'entreront  que  par  leurs  deux  éléments,  et  cette  rela- 
tion sera  une  expression  explicite  et  intelligible  du  rapport  har- 
monique des  deux  points  imaginaires  a,  at  avec  les  deux  points 
réels  e,y.  Par  exemple,  la  seconde  équation  ci-dessus  donnera 

1        ea -{- ea'         lea 
ef         ea,  ea'         ea .  ea' 

ou 

équation  où  n'entrent  que  les  deux  éléments  des  deux  points  ima- 
ginaires, savoir  leur  point  milieu  a  et  le  rectangle  ea^ecl  de 
leurs  distances  au  point  e. 
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On  pourra  donc  exprimer  les  dépendances  existant  entre  deux 
points  imaginaires  et  des  parties  réelles  d'une  figure,  dépendances 
qui  y  au  fond,  ne  peuvent  contenir  que  les  éléments  des  deux 
points,  par  les  relations  générales  qui  conviennent  au  cas  de  points 
réels  et  dans  lesquelles  ces  éléments  n'apparaissent  pas  explici- 
tement. Mais  alors  les  segments  qui  entrent  dans  ces  relations, 

comme  dans 

été a'e 

doivent  être  considérés  comme  des  symboles,  au  moyen  desquels 
on  fait  allusion  au  cas  où  les  points  seraient  réels,  et  qui,  com- 
binés entre  eux,  comme  dans  ce  cas  spécial,  conduisent  à  des  re- 
lations où  n'entrent  que  les  éléments  des  deux  points;  de  sorte 
que  la  relation  symbolique  primitive  n'est,  au  fond,  qu'une  expres- 
sion de  cette  relation  entre  des  éléments  toujours  réels. 

Il  sera  donc  permis  d'employer  ces  relations  symboliques,  ou, 
en  d'autres  termes,  de  raisonner  sur  des  points  imaginaires 
comme  on  le  ferait  dans  le  cas  analogue  où  ces  points  seraient 
réels. 


§  V.  —  Hanière  de  déterminer  simnltanément  deux  droites  conjagnées 
passant  par  nn  point  donné.  —  Droites  imaginaires. 

102.  On  peut  déterminer  la  position  de  deux  droites  issues  d'un 
point  donné  par  celle  des  deux  points  où  ces  droites  rencontrent 
une  droite  fixe  :  et  quand  ces  deux  points  seront  imaginaires, 
on  dira  que  les  deux  droites  sont  elles-mêmes  imaginaires. 

On  peut  aussi  déterminer  les  deux  droites  directement  par  les 
angles  qu'elles  font  avec  un  axe  fixe  mené  par  leur  point  de  con- 
cours. Ces  angles  seront  représentés  par  leurs  tangentes  ou  co tan- 
gentes ,  et  la  position  des  deux  droites  sera  déterminée  quand  on 
connaîtra  le  produit  et  la  somme  des  cotangentes.  Soient  co,  <ù' 
les  deux  angles,  S  et  P  la  somme  et  le  produit  des  deux  cotan- 
gentes; celles-ci  seront  les  racines  de  l'équation  du  second  degré 

cot'.r  —  S  cotx  4-  P  =  o, 
ou 

COt'j:  —  (colw  -4-  COtw')  COtJ?  4-  COtw.COtw'  =  G. 
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points  n'y  b\  c'  pour  correspondre,  un  à  un,  aux  trois  points 
a^  by  c\  puis  on  déterminera  les  points  d'y  e',  . . . ,  qui  correspon- 
dront aux  autres  points  d,  c,  • ,  •  de  la  première  droite,  par  la 
condition  que  le  rapport  anharmonique  des  points  a',  V,  c'  et  un 
quatrième  d'  soit  égal  à  celui  des  quatre  points  a,  b,  c,  d,  c^est- 
à-dire  par  une  équation  telle  que 

nb     dh  _  a'b'  ^  (ty 
ac  '  de        flV  '  d'c' 

Je  dis  que  les  points  d'y  e',  , . , ,  déterminés  ainsi,  diviseront  la  se- 
conde droite  honio graphiquement  par  rapport  à  la  première,  c^est- 
à-dire  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  points  quelconques 
d\  e'y  • , .  sera  égal  à  celui  des  quatre  points  d,  cf,  .  •  •  de  la 
première  droite. 

En  effet,  qu'on  transporte  la  droite  a'b'y  de  manière  à  faire 
coïncider  le  point  a'  avec  le  point  a,  la  droite  a'V  faisant  avec  ab 
un  angle  quelconque;  les  deux  droites  bb'y  ce'  concourront  en  un 
point  S,  et  chacune  des  droites  dd' y  ee'y  ...  passera  par  ce 
point  (42).  Il  s'ensuit  que  quatre  quelconques  des  points  a,  &,  c, 
</,  e,  y,  - . .  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
points  correspondants  n'y  Vy  c',  d',  e' ,  f, . . .  (14) ,  et,  par  con- 
séquent, les  deux  droites  sont  divisées  homographiquement, 

autrement.  On  détermine,  par  hypothèse,  les  points  d'y  e'. 
J'y  . . .  par  les  équations 

ab     db        n'b'     d'b' 

^^_  •  __^  ^^~  ^^.^_  •  _^_ 

ac  '  de        a'e'  *  d'e' 


ab     cb        ab'     e'b' 

19 


. 


ac  '  ee        a'e'  '  e  c 


Divisant  membre  à  membre  les  deux  premières,  pour  éliminer  les 
points  a  et  a'y  on  a 

'Jb^eb^cN/^  e7/ 

iie  '  ce        tl'c'  *  e'  c' 

Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  &,  c,  d,  e  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  b',  c',  d'y  e\ 
Pareillement,  les  deux  systèmes  de  quatre  points  b,  c,  dyfei 
y  y  c'y  d'yf  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Cfl^iSLEi.  —  Géom.  iup,  S 
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Ainsi  f  etf  forment  une  égalité  de  rapports  anharmoniques 
avec  i,  c,  rf  et  i',  c',  d'j  de  même  que  e  et  e'.  Donc,  par  ce  qui 
vient  d^étre  démontré  à  Tégard  des  points  dy  e  et  d'y  e\  on  con- 
clut que  c,  dj  e^J  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de 
c',  d',  e',f. 

Il  en  est  de  même  des  deux  systèmes  c,  rf,  e,  g  et  c',  d',  e',  g', 
DonCy  les  deux  systèmes  rf,  e,  f^  g  et  d\  e\  f,  g'  ont  leurs  rap- 
ports anharmoniques  égaux. 

Pareillement,  les  deux  systèmes  d,  e,  f,  h  et  d\  ^,  f\  h'  ont 
leurs  rapports  anharmoniques  égaux,  et  Ton  en  conclut  que  les 
deux  systèmes  e,y,  g  y  h  et  e',  f  y  g',  h'  ont  aussi  leurs  rapports 
anharmoniques  égauux. 

Il  est  donc  prouvé  que  quatre  points  quelconques  de  la  première 
droite  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  quatre  points 
correspondants  sur  la  seconde  droite. 

105.  Étant  donné  un  faisceau  de  droites  A,  B,  C,  D,  . .  • ,  si  Ton 
veut  former  un  second  faisceau  homographique,  on  pourra  prendre 
arbitrairement  trois  droites  A',  B',  Q'  de  ce  faisceau,  pour  corres- 
pondre respectivement  aux  trois  A,  B,  C;  puis  on  déterminera 
une  quatrième  droite  D',  correspondant  à  une  droite  quelconque  D 
du  premier  faisceau,  par  la  condition  que  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  droites  A',  B',  C,  D'  soit  égal  à  celui  des  quatre  A,  B, 
C,  D. 

On  démontrera  directement,  par  les  mêmes  raisonnements  que 
pour  la  division  homographique  de  deux  droites,  que  les  deux 
faisceaux  sont  homographiques.  On  peut  aussi  dire  que,  si  Ton 
coupe  les  deux  faisceaux  par  deux  transversales,  les  points  d'in- 
tersection formeront  sur  ces  deux  droites  deux  divisions  qui , 
d'après  ce  qui  vient  d'être  démontré,  seront  homographiques,  d'où 
il  suit  que  les   deux  faisceaux  eux-mêmes  sont  homographiques. 

106.  Quand  deux  divisions  sur  deux  droites  sont  homogra- 
phiques à  une  troisième,  elles  sont  homographiques  entre  elles. 

En  effet,  quatre  points  a^\  i",  c",  d"  de  la  troisième  division 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal,  d'une  part,  à  celui  des  quatre 
points  correspondants  a,  b,  c,  d  de  la  première  division,  et,  d'autre 
part,  à  celui  des  quatre  points  correspondants  a',  b\  c\  d'  de  la 
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deuxième  division.  Donc,  les  deux  séries  de  quatre  points  a,  h,  c^d 
et  a! y  Vj  c'y  d'  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux,  et,  par 
conséquenti  la  première  et  la  seconde  division  sont  homographi- 
ques.  c.  Q.  F.  D. 

II  suit  de  là  que,  si  plusieurs  divisions  prises  consécutivement 
sont  homographiques  deux  à  deux,  deux  quelconques  de  ces  divi- 
sions sont  homographiques  entre  elles. 

II  est  évident  que  ce  que  nous  disons  des  divisions  homogra* 
phiques  doit  s'entendre  aussi  des  faisceaux  homographiques. 

Ces  propositions  auront  de  nombreuses  applications,  notam- 
ment dans  le  Chapitre  XV,  où  nous  résoudrons  par  une  même 
construction  un  grand  nombre  de  questions  diverses. 

§11.  —  Propriétés  géométriques  de  deux  droites  divisées  homographi- 
qaement,  et  de  deux  faisceaux  homographiqaes. 

107.  Quand  des  droites  issues  d'un  même  point  rencontrent 
deux  droites  fixes  quelconques,  elles  Jbrment  sur  celles-ci  deux 
divisions  homographiques. 

Soient  des  droites  issues  d'un  point  p  [fig-  1 2)  et  rencontrant 
deux  droites  fixes  SL,  SL'  en  des  points  a,  a^  i,  V,  c,  c',  . . .; 
ces  points  divisent  les  deux  droites  SL,  SU  homographiquement, 
car  quatre  points  quelconques  a,  &,  c,  d  de  la  première  droite 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  cor- 
respondants de  la  seconde  (14). 

li  est  clair  que  le  point  d^intersection  des  deux  droites  SL, 
SL'  représente  deux  points  de  division  homologues  coïncidents. 
Nous  dirons  que  ce  point  est  un  point  commun  aux  deux  divisions. 

108.  Réciproquement:  Quand  deux  droites  sont  div^isées  homo- 
graphiquement, si  leur  point  de  concours,  considéré  comme  ap- 
partenant à  la  première  div^ision,  est  lui-même  son  homologue 
dans  la  seconde  div^ision,  les  droites  qui  joindront  un  à  un  res- 
pectivement tous  les  points  de  division  homologues  concourront 
en  un  même  point. 


Cela  est  évident  d'après  le  théorème  (42). 


5 
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109.  Quand  des  rayons  issus  de  deux  points  fixes  se  coupent 
deux  à  deux  en  des  points  situés  en  ligne  droite,  ces  rayons  for- 
ment deux  faisceaux  homographiques. 

En  effet,  soient  a,  b,  c,  d  {fig»  i3)  les  points  d'intersection  de 
quatre  rayons  du  premier  faisceau  par  les  rayons  correspondants, 
un  à  un  respectivement,  du  second  faisceau  :  ces  quatre  points 
étant  en  ligne  droite,  leur  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui 
des  quatre  droites  issues  du  point  O  et  à  celui  des  quatre  droites 
correspondantes  issues  du  point  CK  (13).  Donc,  les  deux  séries  de 
quatre  droites  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux;  ce  qui 
est  le  caractère  de  deux  faisceaux  homographiques.  Donc,  etc. 

Il  est  clair  que  la  droite  OO^  qui  joint  les  centres  des  deux 
faisceaux,  représente  deux  droites  homologues  des  deux  faisceaux, 
lesquelles  sont  coïncidentes.  Nous  dirons  que  cette  droite  est  un 
rayon  commun  aux  deux  faisceaux* 

110.  Réci proquem ent  :  Quand  deux  faisceaux  homographiques 
sont  tellement  placés  que  la  droite  qui  joint  leurs  centres,  étant 
considérée  comme  appartenant  au  premier  faisceau,  soit  elle- 
même  son  homologue  dans  le  second,  les  autres  droites  du  pre- 
mier faisceau  rencontreront  respecti\femcnt  leurs  homologues  en 
des  points  situés  en  ligne  droite. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  (47). 

111.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homographiquement 
aux  points  a,  b,  c,  • .  •  ef  a',  b',  c',  . . . ,  qui  se  correspondent  un  à 


un  respectivfemcnt,  si  Von  prend  sur  une  droite  aa',  qui  joint  deux 
points  correspondants,  deux  points  fixes  quelconques  P,  P',  les 
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droites  Pb,    Pc,...    rencontreront    respectii^ernent  les  droites 
P'b',  P'c',  . . . ,  e/2  des  points  6,  7,  . . .  qui  seront  en  ligne  droite. 

En  effet,  ces  droites  forment  deux  faisceaux  homo graphiques, 
parce  que  quatre  rayons  du  premier  faisceau  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  rayons  correspondants  du 
second.  Mais  deux  rayons  correspondants ,  savoir  P/i  et  P'«^ 
coïncident  en  direction.  Donc  les  autres  rayons  du  premier  fais- 
ceau rencontrent  respectivement  les  rayons  correspondants  du 
second  en  des  points  situés  en  ligne  droite  (110). 

Observation,  —  Cette  proposition,  qui  constitue  un  mode  gé- 
néral de  description  d^une  ligne  droite  par  points,  donne  lieu  à 
de  nombreux  corollaires,  tant  à  raison  de  l'indétermination  de  po- 
sition des  deux  pôles  fixes  P,  P'  que  parce  qu'il  y  a  bien  des  ma- 
nières différentes  de  faire  des  divisions  homographiques  sur  deux 
droites,  comme  nous  le  verrons  dans  la  suite. 

1 12.  Etant  donnés  deux  faisceaux  homographiques,  si  par  le 
point  d'intersection  de  deux  rayons  homologues  on  mène  deux 
droites  transversales  fixes  qui  rencontrent  respectivement  les 
deux  faisceaux  en  deux  séries  de  points,  les  droites  qui  joindront 
.  les  points  de  rencontre  de  la  première  transversale  aux  points  de 
rencontre  de  la  seconde,  un  à  un  respectivement,  concourront  en 
un  même  point. 

En  effet,  ces  points  formeront  deux  divisions  homographiques 
dans  lesquelles  le  point  de  rencontre  des  deux  transversales  repré- 
sentera deux  points  homologues,  c'est-à-dire  que  ce  point,  consi- 
déré comme  appartenant  à  la  première  transversale,  sera  lui-même 
son  homologue  dans  la  seconde. 

Donc,  d'après  le  théorème  (108),  les  droites  qui  joindront 
un  à  un  respectivement  les  autres  points  homologues  concourront 
en  un  même  point.  c.  q.  f.  n. 

Cette  proposition,  de  même  que  la  précédente,  donnera  lieu  à 
beaucoup  de  corollaires,  à  cause  de  l'indétermination  de  position 
des  deux  transversales,  et  des  différentes  manières  de  former  les 
faisceaux  homographiques. 

113.  Quand  deux  droites  sont  divisées  homo  graphiquement 
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aux  points  a,  b,  c,  . . .  et  a',  b',  c',  • .  -,  qui  se  correspondent  un 
à  un  respectivement,  deux  droites  telles  que  ab'  et  ba',  qui  vont 
de  deux  points  quelconques  de  la  première  aux  deux  points  cor- 
respondants de  la  seconde,  pris  inversement,  se  rencontrent  tou- 
jours sur  une  même  droite  Jixe. 

Désignons  par  la  double  lettre  AB'  le  point  d'intersection  des 
deu\  droites  L,  L'  [Jig-  i4};  la  lettre  A  appartiendra  à  la  pre- 
mière droite,  et  la  lettre  B'  à  la  seconde.  Soit  A',  sur  celle-ci,  le 
point  correspondant  au  point  A  de  la  première,  et  B,  sur  cette 
première,  le  point  correspondant  au  point  B' de  la  seconde.  Cela 
posé,  nous  allons  démontrer  que  le  point  d'intersection  de  deux 
droites  telles  que  ah'  et  (^ b  se  trouvera  sur  la  droite  fixe  A'B. 

En  effet,  les  quatre  points  a\  b',  A',  B'  de  la  seconde  droite 
correspondent,  dans  les  deux  divisions  homographiquos ,  au\ 
quatre  points  a,  h,  A,  B  de  la  première  droite,  c'est-à-dire  que  les 
quatre  premiers  points  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  quatre  autres;  donc  les  quatre  droites  na',  ah',  aAf,  aW  is- 
sues du  point  a  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  relui  des 
quatre  droites  ^a,  a'b,  n'A,  a'B  issues  du  point  a'.  Ces  deux 
l'aisceaux  de  quatre  droites  ont  deux  rayons  homologues  coïnci- 
dents suivant  aa'.  Donc  les  trois  autres  rayons  du  premier  fais- 
ceau rencontrent,  un  à  un  respectivement,  les  trois  autres  rayons 
du  second  faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne  droite  (  1 10)  ;  ces 
trois  points  sont  tn,  point  d'intersection  des  deux  droites  al/  et 
a'b,  A'  et  B.  Ainsi,  le  point  m  est  situé  sur  la  droite  fixe  A'B;  ce 
qu'il  fallait  prouver.  Donc,  etc. 

1  li.  CoROLLAittE  1.  —  Le  point  d'intersection  p  des  deux  droites 
ne',  t^c  et  le  point  d'inlersection  n  des  deux  droites  Ac*,  b'c  se 
trouvent  donc  sur  la  même  droite.  Or  les  trois  points  a',  b',  d,  qui 
correspondent  un  à  un  aux  trois  a,  b,  c,  peuvent  être  pris  tout  â 
fait  arbitrairement.  De  là  résulte  donc  ce  théorème  : 

"  t  pris  sur  deux  droites  L,  L'  deux  séries  de  trois  points 
ques  a,  b,  c  «f  a',  b',  c'  qui  se  correspondent  un  à  un,  les 
Ints  de  croisement  des  diagonales  M  et  a'b,  ac'eï  a'c,  bc'tfï 
:  en  ligne  droite. 
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Voici  une  démonstration  directe,  fort  simple,  de  ce  théorème 
particulier. 

Les  quatre  droites  issues  du  point  a,  a«',  ah\  ac'  et  ac  {fig-  i5) 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  is- 
sues du  point  c,  ca\  cb'j  ce'  et  ca,  parce  que  ces  droites  se  ren- 
contrent deux  à  deux  en  quatre  points  situés  en  ligne  droite.  II 
s'ensuit  que  les  intersections  des  quatre  premières  droites  par  la 
transversale  ba'  et  les  intersections  des  quatre  autres  par  la  trans- 
versale bc'  forment  deux  séries  de  quatre  points  a\  m,  x,  b  et  j , 
n,  c'y  b  ayant  le  même  rapport  anharmonique.  Or  b  est  commun 
aux  deux  séries;  donc  les  trois  droites  a'j*,  mn  et  xc'  ou  a'c,  m/z, 
c^a  concourent  en  un  même  point  (42),  c'est-à-dire  que  le  point 
de  concours  p  des  deux  droites  ac'  et  a'c  se  trouve  sur  la  droite 
mn.  c.  Q.  F.  D. 

Remarque.  —  La  figure  représente  un  hexagone  ab'caibd  in- 
scrit aux  deux  droites  L,  L',  et  le  théorème  exprime  que  les  trois 
points  de  concours  des  côtés  opposés  de  V hexagone  sont  en  ligne 
droite, 

Mo.  CoROLLAiTiE  IL  — Quand  Ics  points  de  division  a,  b,c, . . ., 
a',  i',  c',  . . . ,  sur  les  deux  droites  L,  U  {fig-  i6),  sont  déterminés 
par  des  transversales  issues  d'un  même  point  p,  il  est  évident  que 
la  droite  mn,  lieu  des  points  de  rencontre  des  diagonales  des-qua- 
drilatères  tels  que  aciVb^  bb'dc^ . . .,  passe  par  le  point  de  con- 
cours des  deux  droites. 

Ajoutons  que  la  droite  mn  coupe  les  transv^ersales  p  aa',  pbb', ... 
en  des  points  a,  6,  . . .,  i/ui  sont  les  conjugués  harinoniques  du 
point  p  sur  les  segments  aa',  bb',  . . . ,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

0/?  v.n 

-    —    "^ZZ    ——    -^-^  1  •  •  •  • 

oa  ua 

En  effet,  les  quatre  points  /a,  b,  6,  b'  ont  leur  rapport  anhar- 
monique égal  d'une  part  à  celui  des  quatre  py  a,  a,  a',  parce  que 
les  trois  droites  ba,  Sa,  b'af  concourent  en  un  même  point,  et 
d'autre  part  à  celui  des  quatre  points  p,  a\  a,  a,  parce  que  les 
trois  droites  ba!,  6a,  Va  passent  par  le  même  point  m.  Donc  les 
quatre  points  p,  a^  a,  a'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
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celui  des  quatre  py  a^  oLy  a^  et  l'on  a 


ou,  parce  que  a^ a  = 


pa  ^  a* a 

/>«'. 

aa' 

•    /     — 

• 

» 

pa     av. 

• 

au. 

aa'y 

pa     OLO 
pa     9.a 

~~  __ 

'  I. 

Donc  les  deux  points  py  a,  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  a,  o^.  c.  q.  f.  n. 

116.  Etant  donnés  deux  jaisceaiix  homo graphiques,  si  Von 
prend  dans  le  premier  deux  rayons  quelconques  A,  B  et  dans  le 
second  les  deux  rayons  homologues  A',  B',  la  droite  qui  joindra 
le  point  d'intersection  des  deux  rayons  non  homologues  A,  B'  au 
point  d'intersection  des  deux  autres  B,  A'  passera  toujoui*s  par 
un  même  point  fixe. 

Soient  X  le  point  d'intersection  des  deux  rayons  A,  B'  {fig*  17) 
ciy  le  point  d'intersection  des  deux  B,  A'.  Il  s'agit  de  prouver  que 
la  droite  xy  passe  toujours  par  un  même  point.  Prenons  le  rayon 
Où  qui,  dans  le  premier  faisceau,  correspond  à  la  droite  O'O  du 
second  faisceau,  et  le  rayon  O'îî  qui  correspond,  dans  le  second 
faisceau,  à  la  droite  00^  du  premier.  Le  point  de  concours  H  de 
ces  deux  droites  est  le  point  fixe  par  lequel  passe  la  droite  xy. 

En  effet,  les  quatre  rayons  du  premier  faisceau  OA,  OB, 
OCy,  Où  ont  leur  rapport  anharmonique  égala  celui  de  leurs  ho- 
mologues O'A',  O'B',  O'û,  O'O.  Coupons  les  quatre  premiers  par 
le  rayon  O'A'  et  les  quatre  autres  par  le  rayon  OA  ;  on  aura  deux 
séries  de  quatre  points  a,  y^  O',  «o  et  a,  jr,  w',  O,  dont  les  rap- 
ports anharmoniques  seront  égaux.  Or,  dans  ces  deux  séries,  le 
point  OL  est  commun.  Donc  les  trois  droites  yXy  O'ci)',  wO,  qui 
joignent  les  trois  autres  points  de  la  première  série  à  leurs  homo- 
logues, concourent  en  un  même  point.  Or  le  point  d'intersection 
des  deux  droites  Oco,  O'o)'  est  le  point  û.  Donc  la  droite  xy  passe 
par  ce  point;  donc,  etc. 

117.  Corollaire. — Dans  les  deux  faisceaux,  trois  droites  du 
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second  peuvent  être  prises  arbitrairement  pour  correspondre  à 
trois  droites  du  premier;  de  sorte  que  Ton  a^  comme  corollaire  du 
théorème  général,  celui-ci  : 

Quand  trois  angles  A,  B,  C  (  fig.  1 8  )  sous-tendent  une  même 
corde  OC,  pris  deux  à  deux,  ils  en  sous-lendent  une  seconde,  et 
les  trois  cordes  ainsi  déterminées  concourent  en  un  même  point. 

Cette  proposition,  indépendante  de  la  notion  des  faisceaux  ho- 
mographiques,  peut  se  démontrer  directement  d'une  manière  fort 
simple. 

Soient  inmff  nn!  et  pfl  les  trois  cordes  sous-tendues  par  les  trois 
angles  pris  deux  à  deux.  Les  quatre  droites  issues  du  point  O', 
O'A,  O'B,  CyC  etO'O,  sont  coupées  parles  deux  droites  OA,  OC 
en  deux  séries  de  quatre  points  A,  w! ^  nt y  O  et  zi,  p',  C,  O  qui  ont 
leurs  rapports  anharmoniques  égaux  (14),  et  les  droites  menées 
des  deux  points  m,  p  (intersections  de  OB  par  O'A  et  O'C)  à 
ces  deux  séries  de  points  respectivement  forment  deux  faisceaux 
qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  (13).  Les  rayons  de 
ces  deux  faisceaux  sont  m  A,  nwil  ^  mn\  /nO  et  pn,  pp'y  pC,  pO, 
Or  les  deux  rayons  mO  et  ^O  sont  coïncidents;  donc  les  trois 
premiers  du  premier  faisceau  rencontrent  respectivement  leurs 
homologues  du  second  faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite  (HO),  c'est-à-dire  que  la  droite  nrl  passe  par  le  point  de 
concours  des  deux  mm',  pp  ,  c.  q.  f.  d. 


§  ni.  —  Construction  d'un  quatrième  point  ou  d'un  quatrième  rayon 
dans  deux  systèmes  de  quatre  points  ou  deux  faisceaux  de  quatre 
droites  dont  les  rapports  anharmoniques  sont  égaux. 

118.  Trouver,  dans  deux  séries  de  quatre  points  qui  ont  leurs 
rapports  anliarmoniques  égaux,  l'un  de  ces  points,  quand  les 
autres  sont  donnés. 

Soient  a,  bj  c,  d  {Jig>  19)  les  quatre  premiers  points,  et  sur  une 
seconde  droite,  ci  y  V,  d  les  trois  points  qui  correspondent  un  à 
an  aux  trois  a,  A,  c.  On  veut  déterminer  le  quatrième  point  rf' cor- 
respondant au  quatrième  </,  c*est-à-dire  le  point  satisfaisant  à  une 
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relation  telle  que 

tVa!  ^  c'a'        da  ^  ra 
lFb'''7b'^db'^' 

Première  manière,  —  On  mènera  par  le  point  a  une  droite  indé- 
finie dans  une  direction  quelconque,  et  Ton  prendra  sur  cette 
droite  les  segments  a^y  ay  égaux  respectivement  à  dV^  ald.  On 
mènera  les  deux  droites  b&yCy,  puis,  par  leur  point  de  concours  O, 
la  droite  Od  qui  rencontrera  la  droite  auxiliaire  a 6  en  un  point  o. 
Enfin,  on  prendra  sur  la  droite  a!V  le  segment  a'd'=  a  J,  et  le 
point  cherché  d'  sera  déterminé. 

Cette  construction  s'applique  au  cas  où  les  points  a',  i',  </  sont 
donnés  sur  la  même  droite  que  a,  b,  c,  rf. 

Deuxième  manière.  —  On  mènera  {fig*  20)  les  droites  ab',  ad  y 
lesquelles  rencontreront  respectivement  les  deux  db^  de  en 
deux  points  m,  n.  Les  deux  droites  dd  et  ad'  se  croiseront  sur  la 
droite  inn  (H3).  Par  conséquent,  la  droite  ad'  se  trouve  déter- 
minée et  fait  connaître  le  point  rf'. 

Troisièm,e  m,anière.  — On  prendra  sur  la  droite  ad  {Jig'  21) 
deux  points  quelconques  P,  P',  et  Ton  mènera  les  droites  PA,  Pc  et 
VU,  P'c';  les  deux  premières  rencontreront  respectivement  les 
deux  autres  en  deux  points  m,  n,  et  les  deux  droites  P^,  Vd'  de- 
vront se  croiser  sur  la  droite  mn  (111).  La  droite  Vd'  sera  ainsi 
déterminée. 

On  simplifie  la  construction  en  prenant  pour  P  et  P'  {Jig^  aa) 
les  points  d'intersection  de  ad  par  bb'  et  cd,  car  alors  c'est  sur 
la  droite  cb'  que  se  coupent  deux  droites  correspondantes  Pe/, 
Vd\ 

Ces  diverses  constructions  permettent  de  supposer  que  l'un  des 
points  donnés  sur  chaque  droite  soit  situé  à  l'infini. 

119.  Déterminer  dans  deux  faisceaux  de  quatre  droites  cor- 
respondantes une  à  une  respectivement,  qui  ont  leurs  rapports 
anharmoniques  égaux,  le  quatrième  rayon  du  second  faisceau, 
quand  les  autres  sont  connus. 

Soient  OA,  OB,  OC,  OD  {Jig-  ^3  )  les  quatre  rayons  du  pre- 
mier faisceau,  et  O'A',  O'B',  O'C  les  trois  rayons  du  second  fais- 
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ceau  correspondant  aux  trois  OA,  OB,  OC  du  premier;  Il  faut 
déterminer  le  quatrième  rayon  O'D'. 

Première  manière,  —  On  supposera  qu'on  ait  déplacé  le  second 
faisceau  en  amenant  son  centre  O'  en  un  point  Î2  du  rayon  OA  du 
premier  faisceau  et  en  faisant  coïncider  en  direction  son  rayon 
(y A' avec  OA,  c'est-à-dire  que  par  un  point  îî  du  rayon  OA  on 
mènera  deux  droites  Û6,  ûy  faisant  avec  ÛO  des  angles  égaux 
respectivement  aux  deux  angles  B'O'A',  C'O'A',  puis  on  joindra 
par  une  droite  L  les  points  où  ces  deux  droites  rencontreront  res- 
pectivement les  deux  rayons  OB,  OC.  Par  le  point  d'intersection 
3  de  cette  droite  L  et  du  rayon  OD  on  mènera  la  droite  û  J,  la- 
quelle fera  avec  ïiO  un  angle  égal  à  l'angle  que  le  rayon  cherché 
(yjy  du  second  faisceau  fait  avec  O'A'.  Ce  rayon  est  donc  déter- 
miné. 

Celte  construction  s'applique  au  cas  où  les  deux  faisceaux  au- 
raient le  même  centre  O. 

Deuxième  manière.  —  Qu'on  prenne  les  points  d'intersection 
des  rayons  OA,OB  (Jig*  24)  parles  deux  O'B',  O'A' respectivement, 
et  qu'on  les  joigne  par  une  droite  L  ;  puis  qu'on  détermine  de  même 
la  droite  U  qui  joindra  les  points  d'intersection  des  deux  rayons 
OB,  OC  par  les  deux  O'C,  O'B'  respectivement;  qu'on  prenne 
le  point  de  concours  des  deux  droites  L,  U,  et  qu'on  le  joigne  par 
ime  droite  au  point  d'intersection  des  deux  rayons  OD,  O'A';  cette 
droite  passera  par  le  point  de  concours  des  deux  droites  OA, 
Ory  (H6)  :  cette  dernière  O'D'  se  trouve  donc  ainsi  déter- 
minée. 

Troisième  manière.  —  Par  le  point  «,  intersection  des  deux 
rayons  homologues  OA,  O'h!  [Jig,  aS),  on  mènera  deux  transver- 
sales quelconques,  dont  l'une  rencontrera  les  trois  rayons  OB,  OC, 
OD  en  trois  points  A,  c,  dy  et  l'autre  les  trois  rayons  O'B',  O'C,  O'D' 
en  trois  points  y,  cf,  d'.  Les  trois  droites  bVj  ccf,  rfrf' concourront 
en  un  même  point  (112).  Donc,  parle  point  d'intersection  P  des 
deux  premières,  qui  sont  connues,  on  mènera  la  droite  Prf,  qui  dé- 
termine le  point  d\  et  par  conséquent  le  rayon  cherché  O'D'. 

Les  deux  transversales  menées  par  le  point  a  sont  arbitraires. 

On  simplifie  la  construction  en  prenant  pour  ces  deux  droites 
\fig.  26)  les  deux  «S  et  ay  issues  du  point  a  et  passant  respecti- 
vement par  le  point  de  concours  des  deux  rayons  OB,  O'B'  et  le 
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point  de  concours  des  deux  rayons  OC,  O'C.  En  effet,  le  point  P 
se  trouve  à  Tinterseclion  des  deux  rayons  CB'  et  OC.  On  joindra 
donc  ce  point  au  point  d  où  le  rayon  OD  rencontre  «[3;  la  droite 
Vd  rencontrera  la  droite  ay  en  un  point  d'y  par  où  passera  le  rayon 
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CHAPITRE  VIL 


DIFFÊiniTES  MANIÈRES    d'eXPRIHER   Là   DIVISION    HOMOGRAPHIQUE  DE   DEUX 
DROITES  OU   l'homographie  DE   DEUX   FAISCEAUX. 


§  I.  —  Division  homographique  de  deux  droites. 
I.  —  Équations  à  deux  termes, 

120.  Soient  a,  A,  c  trois  points  de  la  première  droite,  a',  i',  c' 
les  trois  points  correspondants  de  la  seconde;  un  quatrième 
point  m  de  la  première  droite  étant  pris  arbitrairement,  on  dé- 
termine son  homologue  m'j  sur  la  seconde  droite,  par  la  relation 


0 


nm    ac       a! m'    a' c' 


bm  '  bc       b'm'  *  b'  c 


ne    a'v' 


L'expression  7-;  ^777  est  une  quantité  constante  }.  ;  on  a  donc 


am       ,  a' m' 


'^)  7-=^,/     r 

*    '  bm  b'm' 

Ainsi  :  Quand  deux  droites  sont  divisées  homo graphiquement, 
le  rapport  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  première  à 
deux  points  fixes  de  cette  droite  est  au  rapport  des  distances  du 
point  homologue  de  la  seconde  aux  deux  points  fixes  homologues 
dans  une  raison  constante, 

121.  Réciproquement  :  Quand  deux  points  variables  m,  m'  di- 

nm 


visent  deux  droites  ab,  a'b'  en  segments  dont  les  rapports  ^  > 

n— 7  sont  entre  eux  dans  une  raison  constante,  ces  deux  points 
forment  sur  les  deux  droites  deux  divisions  homographiques» 
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En  efiety  que  c,  </  soient  un  système  particulier  des  deux  points 
m,  m! y  on  aura  les  deux  équations 


d'où 


hni 

a!  m' 
-  ^  b'm' 

ac       ^  a'  c 
bc          b  c 

am    ac 

a' m'    a'c' 

• 

bm  '  bc       y  m'  *  b'c* 


équation  qui  prouve  que  les  deux  points  niy  ni'  marquent  deux  di- 
visions homograpliiques  (104). 

122.  On  peut  donner  à  la  constante  X  une  expression  géomé- 
trique très-simple.  Supposons  que  le  point  nJ  soit  à  rinfini,  et 
soit  I  la  position  correspondante  du  point  m  sur  la  première  droite  ; 

on  aura 

a' m'  a\ 

-Tj—,  ==  '       et       7-  —  >.. 

b  m'  b  I  ij 

Pareillement,  en  appelant  J' le  point  de  la  seconde  division  qui  cor- 

b'ï 
respond  au  point  de  la  première  situé  à  l'infini,  on  a  -7—  =  À. 

On  vérifie  aisément  l'égalité  de  ces  deux  expressions  de  ). ,  savoir 

alb'V 


bi       a'} 


'  1/ 


car,  en  désignant  par  00   et  oo'  les  points  situés  à  l'infini  sur  les 
deux  droites,  on  peut  écrire 


a\   /7x       «00     /7 J 


6lV>x       b'^''b'V 

équation  vraie,  car  elle  exprime  que  les  deux  séries  de  quatre 
points  a,  i,  I  et  00  sur  la  première  droite  et  «',  i',  00'  et  J'  sur 
la  seconde  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Dans  l'expression  ^  =  -- ?  I  est  le  point  de  la  première  division 

qui  correspond  au  point  situé  à  l'infini  dans  la  seconde  ;  consé- 
quemment  c'est  un  point  fixe,  indépendant  des  deux  points  a,  i. 
11  s'ensuit  que,  l'un  de  ces  deux  points  étant  pris  arbitrairement, 
on  peut  choisir  le  second  de  manière  que  la  constante  X  ait  telle 
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valeur  positive  ou  négative  que  Ton  voudra.  On  peut  même  de- 
mander que  ï.  soit  égal  à  —  i  :  il  suffira  de  prendre  les  points  a 
et  6  de  part  et  d'autre  et  à  égale  distance  du  point  I. 

1S3.  Que  Ton  prenne  sur  la  première  droite  les  points  a,  m, 
ly  00  y  auxquels  correspondent  sur  la  seconde  droite  les  points  a\ 
m\  QO  ,  J'y  Téquation  (i)  devient 

am    moo        a' m'    J'//i' 

^— _  •  ^_^^^^  _  ^^^^^  •  ^^^^^ 

al  *  loo        «'»  '  J'cc 

.    .       .  .      /7100  .T  00  f  1    •    « 

qui.  à  raison  de  -= —  =  i  et  -; —  =  i ,  se  réduit  a 
^  loo  <i  00 


.3) 


ani       a!m! 


a\        Vm' 


124.  Cas  particulier  de  la  div^ision  homographit/ue  de  deux 
droites,  —  Il  est  une  valeur,  et  une  seule,  que  ne  peut  avoir  la 
constante  X,  ou  plutôt  qu'elle  n'a  que  dans  un  cas  particulier  de 

la  division  homographique  :  c'est  H-  i .  Alors  le  rapport  ^  =  +  i 

exige  que  le  point  I  soit  à  l'infini.  Ainsi,  le  point  situé  à  l'infini 
sur  la  première  droite  a  pour  homologue,  sur  la  seconde,  le  point 
de  celle-ci  situé  à  l'infini. 

L'équation  qui  exprime  ce  cas  de  la  division  homographique  de 
deux  droites  est 


am       a' m' 
bm       b'm! 


et  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties  proportionnelles  ou 
semblablement  ;  car  cette  équation  donne 


ou 


*  am                    a' m'              am 

€i*m' 

am  —  bm       a' m' —  b'm*^      ah 

\a'b' 

a  m         ab 

a  m        a  b' 

ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties  propor- 
tionnelles. 
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On  peut  donc  dire  que  :  Deux  droites  divisées  en  parties  pro- 
portionnelles sont  divisées  homo  graphiquement  y  avec  cette  cir- 
constance  particulière  que  les  points  à  l'infini  sur  les  deux  droites 
sont  deux  points  de  division  homologues. 

Réciproquement  :  Quand  les  points  à  l'infini  dans  deux  divi- 
sions homo graphiques  sur  deux  droites  sont  deux  points  homo- 
logues, les  droites  sont  divisées  en  parties  proportionnelles. 

En  effet,  si  les  deux  points  homologues  m,  m'  sont  tous  les  deux 

a  rinfini,  les  deux  rapports  -, —  et  77 — ;  9  dans  Téquation 

'^'^  bm        b'm  ^ 


am        .  a^w* 


=  \jr-7    (120), 

ont  0  m 

deviennent  tous  deux  à  la  fois  égaux  à  Tunité,  et  dès  lors  la  con- 
stante \  est  égale  à  4-  i.  Donc,  etc. 

Il  suit  de  là  que,  quand  on  a  deux  droites  divisées  homograplii- 
quement  d'une  manière  générale,  on  peut  en  faire  la  perspective 
de  manière  à  avoir  deux  droites  divisées  en  parties  proportion- 
nelles. Il  suffit  que  deux  points  de  division  homologues  sur  les 
deux  droites  passent  ensemble  à  l'infini  dans  la  perspective. 

125.  Discussion  de  V équation  (a).  —  Cette  équation,  qui  con- 
tient quatre  segments,  se  réduira  à  trois  ou  à  deux  si  l'on  prend 
un  ou  deux  des  points  fixes  à  l'infini,  car,  pour  chaque  point 
pris  à  rinfini,  le  segment  compté  de  ce  point  devient  infini  et  dis- 
paraît de  l'équation,  parce  que  la  constante  renferme  un  autre 
facteur  infini  qui  forme  avec  le  premier  un  rapport  égal  à  l'unité. 

Ainsi,  supposons  que  le  point  h  soit  à  l'infini;  je  dis  que  l'équa- 
tion devient 

a  m' 
^  ^  '  h  m 

car  l'équation  primitive  est 

am    ac       a^m'    ad 


bm  '  bc  "  b'm*  '  b'c' 
ou 


am 


DIVISION  HOMOGRAPHIQUE.  8l 

bm 

le  point  b  étant  à  Finfini,  le  rapport  -j-  est  égal  à  l'unité,   et  il 

reste 

a'm' 
«'w  =  ^y-7Xconst., 
o  m 

ou,  en  désignant  par  J' le  point  de  la  seconde  division  qui  corres- 
pond au  point  situé  à  Finfini  dans  la  première, 

•wf      r 

,  ,, .  am .  J  m 

4  — r-r-  =  const- 

*     '  a  m 


i26.  Pareillement,  si  le  point  a'  de  la  seconde  droite  est  pris  à 
l'infini,  le  segment  a' m'  disparaît  comme  infini,  parce  que  la 
constante  contient,  en  dénominateur,  a'c'  qui,  étant  aussi  infini, 

rend  le  rapport  -7-7-  égal  à  l'unité  ;  l'équation  devient  donc 

M    C 


am 


b'm! 


Désignons  par  I  le  point  a  de  la  première  droite,  qui  correspond 
à  l'infini  de  Ja  seconde  ;  l'équation  sera 

(5)  Im.JW  =  >. 

Ainsi  :  Quand  deux  droites  sont  dinsées  homographiquement, 
si  l'on  prend  sur  chacune  le  point  qui  correspond  à  l'infini  de 
l'autre,  les  distances  de  deux  points  homologues  quelconques 
aux  deux  points  ainsi  déterminés  auront  leur  produit  constant, 

427.  Réciproquement:  Quand,  à  partir  de  deux  points  fixes 
sur  deux  droites,  on  prend  deux  points  tels,  que  le  produit  de 
leurs  distances  aux  deux  points  fixes,  respectis^ement,  soit  con- 
stant, ces  deux  points  diviseront  les  deux  droites  homographie 
quement. 

En  effet,  soient  I,  J' les  deux  points  fixes,  et  m,  m'  deux  points 
pris  sur  les  deux  droites,  respectivement,  de  manière  que  l'on  ait 
Im.J'/n'=X.  Soient  a,  a'  deux  positions  correspondantes  des 
deux  points  m,, m' y  de  sorte  que  Ia,J'a'=  X.  Ces  deux  équations 

CwAtm.  —  Géom,  sup,  6 
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donnent 

Désignons  par  u  et  if'  les  points  situés  à  l'infini  sur  les  deux 
droites  ;  on  peut  écrire 

Im    um       s^ml    J'm' 

• _^_  • 


I  ^t 


!«•«£!""  s/ a!  '  Va 

Donc  les  deux  séries  de  quatre  points  a,  I,  u,  m  et  a',  s^',  J\  m\ 
qui  se  correspondent  un  à  un,  ont  leurs  rapports  anharmoniques 
égaux.  Donc,  les  trois  premiers  a,  I,  u  et  leurs  correspondants 
a'f  y'^  y  restant  fixes,  les  deux  autres  m,  m'  divisent  homographi- 
quement  les  deux  droites  (104).  c.  q.  f.  d. 

128.  Observation  relative  aiix  signes  H-  et  — .   —  Quand  on 
exprime  la  division  homographique  de  deux  droites  par  Téquation 


am       .  a'm' 


bm  b'ni 


1.^' 


il  n^est  pas  absolument  nécessaire  de  convenir  du  sens  dans  lequel 
les  segments  seront  regardés  comme  positijs  ou  négatifs,  parce 

que  chaque  rapport  7—  et  -rf—i  *  un  signe  -+-  ou  —  indépendant  de 

cette  convention,  comme  nous  l'avons  dit  (8).  La  position  du  point 
m,  relativement  au  segment  abj  suffit  pour  déterminer,   d'une 

manière  absolue,  le  signe  du  rapport  —9  et  ce  signe  détermine 

celui  du  rapport  T7— 79  6t,  par  suite,  la  position  du  point  m',  lequel 

se  trouve  sur  le  segment  a'V  ou  au  dehors,  selon  que  le  signe  du 

rapport  77—7  est  —  ou  -+-.  De  sorte  que  l'on  construit  la  division  de 

la  seconde  droite  sans  aucune  ambiguïté. 

Mais  il  n'en  sera  plus  de  même  si  l'on  prend  l'équation 


a!m' 


*™  =  ^^777 


m 


11  faut  nécessairement  alors  convenir  du  sens  dans  lequel  le  seg- 
ment am  sera  regardé  comme  positif  on  négatif. 
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De  même,  si  l'on  exprime  les  divisions  homographiques  par 
réquation 

b  m 

il  faudra  convenir  aussi  du  sens  dans  lequel  on  comptera  les  seg- 
ments Um  positifs. 

n.  —  Équation  h  trois  termes. 

129.  On  peut  exprimer  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  de 
deux  systèmes  des  quatre  points  a,  i,  c,  m  et  «',  V^  c',  m'  par 
réquation  à  trois  termes 


am    ac       dm!    ca 


t  ^1 


bm''bc~^  b'm''bW^^      ^**^' 


f.  .  bc       ^         h'a! 

ou,  en  laisant  —  =  A  et  —n  =  M, 

ac  c'a       * 


am  cm' 


Ainsi,  étant  pris  sur  une  première  droite  deux  points  fixes  a,  £, 
et  sur  une  seconde  droite  deux  points  fixes  c\  V  dont  le  premier 
est  arbitraire,  mais  dont  le  second  est  Thomologue  du  point  h  de 
la  première  droite,  cette  équation  exprimera  la  division  homogra- 
phique  des  deux  droites. 

Cette  équation  à  trois  termes  nous  sera  d'un  grand  usage. 

Les  trois  points  a,  £,  d  étant  pris  arbitrairement,  on  peut  en 
supposer  un  à  l'infini  sur  chaque  droite  ;  les  facteurs  qui  devien- 
dront infinis  disparaîtront  de  l'équation,  parce  qu'il  se  trouvera 
dans  les  constantes  d'autres  facteurs  infinis  qui  donneront  lieu  à 
des  rapports  égaux  à  l'unité,  comme  dans  l'équation  à  deux  termes. 
L'équation  (6)  prend  alors  difl<érentes  formes  : 

Quand  a  est  à  l'infini,  elle  devient 

,   .  \  dm! 

quand  h'  se  trouve  à  l'infiai,  auquel  cas  le  point  h  est  en  I,  l'équa- 

6. 
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tion  est 

(8)  x^-hp.cW=:i; 

quand  a  et  1/  sont  ensemble  à  rinfîni, 

(9)  î^^ '*•''''"'  =  '' 
enfin,  quand  a  et  c'  sont  à  l'infini, 

Chacune  de  ces  équations  exprime  la  division  homographique 
générale  de  deux  droites. 

130.  Dans  la  dernière,  les  coefficients  X,  /x  ont  des  expressions 
géométriques  très-simples.  En  effet,  supposons  que  le  point  m' 
soit  à  rinfini,  et  soit  I  le  point  correspondant  sur  la  première 

droite;  l'équation  devient —  ==  i.  Soit,  de  même,  J' le  point  de  la 

seconde  droite  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première;  on  a 

■~p  =  I ,  et  l'équation  devient 

bl       b^  _ 

Cette  équation  exprime  donc  la  division  homographique  de  deux 
droites,  sur  lesquelles  I  est  le  point  de  la  première  qui  correspond 
à  l'infini  de  la  seconde ,  J'  le  point  de  la  seconde  qui  corres- 
pond à  l'infini  de  la  première,  et  £,  V  deux  points  homologues 
quelconques. 

Ainsi,  a  et  a'  étant  deux  autres  points  homologues,  on  aura  les 
deux  relations 

bl      b'V  _ 

bu  "^  b'a'  '"  ' 

et 

al        a'y 

h -7— 7=1. 

am      a!  m 
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De  sorte  que  deux  de  ces  trois  équations  comportent  Tautre  (  *  ). 

131.  Cas  particulier.  — Dans  le  cas  particulier  où  les  deux 
droites  sont  divisées  en  parties  proportionnelles,  les  deux  points 
à  l'infini  sont  deux  points  correspondants  (l^^)-  On  peut  donc 
les  prendre  pour  les  deux  points  £  et  £',  et  alors  Téquation  (6) 
devient 

(ii)  X.iim -4-ft.c'm'  =  i. 

Ainsi  cette  équation  exprime  que  deux  droites  sont  divisées  en 
parties  proportionnelles. 

Les  deux  constantes  X  et  jx  ont  des  expressions  géométriques 
très-simples.  Que  le  point  m  coïncide  avec  le  point  a,  le  point 

lî/  deviendra  al  ;  de  sorte  qu'on  a  \x..dci=2.  i ,  d'où  \k  =  — ^ .  Pareil- 

iementy  c  étant  dans  la  première  division  l'homologue  du  point  cf  de 

la  seconde,  on  a  X=  — •  L'équation  devient 


ac 


am       c'm' 


ac         c'a' 


=  I. 


On  vérifie  aisément  que  cette  équation  se  ramène  aux  deux  formes 


am a*m'  am   ac 

cm        cm  a  m'       a'c 


trouvées  précédemment  (i24).  En  efiPet,  qu'on  y  fasse 

c'm'  =  a*  m'  —  ûV, 


elle  devient 


am       a'm'  am        a*m* 

1 —,-  =  O,       ou =  — 7-T 

ac        ca  .    ac         a'c 


(')  En  Algèbre,  on  peut  dire  que  les  deux  équations 


t 

=  1,        ■: h-: :  =  ! 


b'-m       b'—m'        '      b-^a      t/-  a' 

eonportent  celle-ci  : 

a  —  I         a  —  i' 


a  —  m       a  —  m 
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Que  dans  celle-ci  on  fasse 

ae  z=  am  —  cm,     a'c'  =  a'/w'  —  c'm\ 
elle  devient 


am  a  m'  am        a'm' 


ou      —  = 


am  —  cm       a  m  —  cm 


'"■'       -'--'       "*      cm  "  t'm' 


132.  On  conçoit  bien  que  Tobservation  précédente  (128)  sur  la 
nécessité  d'indiquer  le  sens  dans  lequel  on  comptera  les  segments 
positifs  ou  négatifs  s'applique  nécessairement  aux  équations  (7,  8, 
9  et  10). 

133.  La  formule  (10)  conduit  naturellement  à  une  propriété  in- 
téressante de  deux  divisions  homographiques ,  savoir ,  que  l'on 
peut  toujours  prendre,  à  partir  d'un  point  donné  de  la  première 
division,  deux  segments  qui  soient  égaux  respectix^ement  à  leurs 
homologues  dans  la  seconde  divfision,  mais  l'un  avec  le  même 
signe  et  l'autre  avec  un  signe  contraire. 

En  eOet,  les  deux  divisions  s'expriment  par  l'équation 

h-f-^=  I. 

am       am 

Si  l'on  veut  que  le  segment  am  soit  égal  à  son  homologue  o'fi/  et 
de  même  signe,  le  point  m  sera  déterminé  par  l'équation 

am  =  X  -4-  p, 

et,  si  l'on  demande  un  segment  a  M  égal  à  son  homologue  cfM'  et 
de  signe  contraire,  on  aura 

aM  =:\  —  p. 

Mettant  à  la  place  des  constantes  X  et  fx  leurs  expressions  géomé- 
triques (130),  on  a 

am  =:  al -h  a' y , 

aM=zal  —  a'r. 

134-.  application,  —  Si  autour  d'un  point  p  {fig>  ay)  on  fait 
tourner  une  transversale  qui  rencontre  deux  droites  fixes  SA, 
SA'  en  m  et  17/,  ces  deux  points  marqueront  deux  divisions  homo- 
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graphiques  ;  les  parallèles  aux  deux  droites  menées  par  le  point  p 
déterminent  les  deux  points  I  et  J^  et  Ton  exprime  Thomographie 
par  la  relation 

Supposons  que  les  segments  S  m,  S  m'  soient  comptés  positive- 
ment vers  A  et  A',  et  négativement  sur  le  prolongement  des  deux 
droites  au  delà  du  point  S. 
Si  l'on  demande  que  Sm^  =  Sm'^,  on  aura 

S/Tii  =  SI  -f-  SJ'. 

Dans  la  figure,  SI  est  positif  et  SJ'  négatif;  il  faudra  donc  prendre^ 
de  I  vers  S,  Im<  =  SJ',  et  le  point  m<  sera  déterminé. 
Si  l'on  demande  que  SM  =  —  SM',  on  aura 

SM  =  SI  —  SJ'. 

SJ'  est  négatif  par  lui-même  dans  la  figure  ;  donc  la  valeur  numé«> 
rique  de  SM  est  (SI  +  SJ').  On  prendra  donc,  à  partir  de  I  dans 
le  sens  positif,  IM=  SJ',  et  le  segment  SM  sera  déterminé. 

135.  Si  Ton  demande  de  mener  par  un  point  p  pris  sur  la  base 
d'un  triangle  SAA'  [fig-  28)  la  droite  pmm\  qui  retranche  deux 
segments  Am,  AW  égaux,  soit  avec  le  même  signe,  soit  avec  des 
signes  différents,  la  solution  sera  la  même;  on  aura,  pour  une 
transversale  quelconque, 

AI        A'J' 

=  I, 


Am       K'm! 
et,  pour  Am  =  ±  AW, 

Aot  =  AI±A'J'. 

Pour  construire  ces  expressions  de  A  m,  il  faut  connaître  le  sens 
dans  lequel  se  comptent  les  segments  positifs  sur  les  deux  droites 
SA,  SA'. 

Si  l'on  demandait  que  les  deux  segments  A  m,  AW  fussent  entre 
eux  dans  un  rapport  donné,  que  l'on  eût  Am  =  ±:X,  AW,  Am  se 
détet'minerait  par  l'expression 

Aot  =  AI±>.AT. 
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Mais  ces  questions  ne  sont  que  des  cas  particuliers  du  problème 
de  la  Section  de  raison  d'Apollonius,  dont  nous  donnerons  une 
solution  générale  (Chap.  XIV).  Nous  nous  sommes  proposé  seu- 
lement ici  de  démontrer  la  propriété  de  deux  divisions  homogra- 
phiques  exprimée  par  le  théorème  (133),  et  de  donner  un  exemple 
deTusage  des  signes  +  et  —  dans  les  applications  de  cette  théorie. 

ni.  —  autres  équations  à  trois  termes* 

136.  On  peut  exprimer  deux   divisions  homographiques  par 
Téquation 

am    .  bm  ,,  <^^^      w     §   r 

dans  laquelle  a,  bj  c  sont  trois  points  fixes  de  la  première  divi- 
sion ,  cl  y  b'j  d  les  trois  points  homologues  et  ti  un  point  fixe  pris 
arbitrairement  dans  la  seconde  division  (52),  ou  bien,  en  prenant 
le  point  ri  à  l'infini,  par  l'équation 

am  bm  cm  ,      . 

^^bc+—ca+-^ah=o     (53). 


IV,  —  Équation  à  quatre  termes. 

137.  Soient  a  un  point  fixe  de  la  première  droite,  V  un  point  fixe 
quelconque  de  la  seconde,  et  m,  m'  deux  points  correspondants 
quelconques  des  deux  droites  ;  on  aura  entre  les  deux  segments 
am,  h'wl  la  relation  constante 

(i)  am.ftW-h  3^.fl/?i -hfi.^W-|-v  =  o, 

31,  fi,  V  étant  des  coefficients  constants. 

Pour  démontrer  l'équation,  considérons  sur  la  seconde  droite 
le  point  o^  correspondant  au  point  a  de  la  première,  et  sur  celle-ci 
le  point  b  correspondant  à  V  de  la  seconde  ;  on  a 

.  .  am        ,  a  m       ,  ^^^ . 

OU 

am.b'm' —  k,bm.a'm'z=:  o. 
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Noos  voulons  ne  conserver  que  les  segments  aniy  llni\  rempla- 
çons donc  hm  et  cliri  par  leurs  expressions 

(5)  hm  =  am  —  ah^     a' m*  =  b*m^  —  h*a'\ 

il  vient 

am.Vm'  ^k\am  —  ah)  (*W—  6V), 
ou 

am.b'm'  (i  — ifr)-|-  k,b'a' .am  -h  k.ab.b'm'—  A.ab.b'a'  =  o  {*], 

ou 

am.b'm^-^'k.am-h  fjL.b'm'  -h  V  =z  o.  c.  q.  r.  d. 

n  est  clair  que  dans  cette  équation,  de  même  que  dans  plusieurs 
des  précédentes  (128, 132),  les  segments  am^  Vrri  ont  nécessaire- 
ment des  signes.  Cela  résulte  d'ailleurs  de  la  démonstration  même, 
car,  sMl  n'est  pas  indispensable  de  donner  des  signes  aux  segments 
dans  Téquation  (a),  il  n'en  est  pas  de  même  dans  les  relations  (@)  : 
les  segments  y  ont  nécessairement  des  signes  (2)  ;  par  conséquent, 
ils  en  ont  aussi  nécessairement  dans  l'équation  que  nous  avons 
déduite  de  celles-là. 

138.  Soient  sur  les  deux  droites  les  points  I  et  J',  dont  le  premier 
correspond  à  l'infini  de  la  seconde  et  le  second  à  l'infini  de  la 
première  ;  on  aura 

I  m .  y  m'  =z  const.     (  126  ) . 
Or 

lm  =  am'-al     et     J'/w'=:  AW— A'J'; 

donc 

[am  —  al)  [b'm'  —  A' J')  =z  const., 

am .  b'm'  —  am  .b'J'  —  b'm' .  al  =  const. 

c.    Q.    F.    D. 


(*)  On  peut,  k  la  place  de  la  constante  A,  introduire  deux  points  homologues  c, 
e'  ;  on  aura 


ca    c'  a' 


*^  ch'  c'a'' 

^  l'équation  exprimera  deux  divisions  homographiques  déterminées  par  trois  couples 
àt  points  homologues  a,  a'  ;  b,  h*  et  c,  c/. 
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139.  Pour  déterminer  Texpression  géométriqae  de  la  constante, 
supposons  que  le  point  m  coïncide  avec  a,  et  soit  al  la  position 
correspondante  du  point  m'\  on  aura 

—  b'a'  ,al  =  const.; 

ou  bien,  en  supposant  que  n^  coïncide  avec  &'  et  m  avec  £, 

—  vb.b'y  =  const. 
L'équation  devient  donc 

am.b'm'  —  am,b'i'  —  b'm' .a\  -f-  flI.A'û'=  o, 

ou,  indifTéremment, 

am.b'm'  —  am.b'V  —  h'm\a\-\-  b'V .ab=i  o. 

140.  Réciproquement  :  Si  l*  on  prend  sur  deux  droites,  à  partir 
de  deux  points  fixes  a,  b',  deux  segments  am,  bW  ayant  entre 
eux  la  relation  constante 

am .  b'm'  -\-  \ .  am  -h  p .  b'm'  -f-  v  =  o, 

les  deux  points  nij  va!  formeront  deux  diifisions  homograpJdques. 

En  effet,  supposons  le  point  m  à  l'infini,  et  soit  J'  la  position 
correspondante  du  point  m',  l'équation,  divisée  par  am  =  oo  ,  se  ré- 
duit à 

b'V-\-\  =  o, 

d'où 

>  =  —  b'V. 

Pareillement,  en  supposant  que  le  point  ml  soit  à  l'infini  et  en  ap- 
pelant I  le  point  m  qui  lui  correspond  sur  la  première  droite^  on 
trouve 

jx  =  —  al. 

L'équation  proposée  devient  donc 

am.b'm' —  b'J'.am  —  al.éW-i-v  =  o, 
ou 

(flm  —  flI)(AW— ^'J')  — flI.6'J'-4-v  =  o. 
Or 

am  —  al  =  lm     et     b'm' ^  b'y  =  V m'\ 
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donc 

I/7i.J'm'==  al.b'y  —  V. 

Le  second  membre  est  constant.  Donc  les  deux  points  m,  77/ mar- 
quent deux  divisions  homographiques  (126). 

141.  Nous  avons  trouvé  les  expressions  géométriques  des  trois 
coefTicientsJl,  [jl^  v,  en  partant  de  Téquation  I m.  JW=const.  (138), 
mais  on  les  détermine  aussi  directement.  Soit  I  le  point  de  la  pre- 
mière droite  qui  correspond  à  Tinfini  de  la  seconde  ;  on  aura,  en 
faisant  dans  l'équation  b'mf  infini, 

<iI-+-|*  =  o,     f*  =  —  ûl; 

et  pareillement  X  =  —  b'J\  J'  étant  le  point  de  la  seconde  droite 
qui  correspond  à  T infini  de  la  première.  L'équation  devient  donc 

am ,  b'm' —  b' y .  am  —  al.  b'm  -f-  v  =  o. 

Quant  à  la  constante  v,  nous  avons  vu  (139)  comment  on  trouve 
ses  deux  expressions  aLVa'  et  W .ab,  de  sorte  que  Téquation 
devient 

am.b'm'^  b*Z' .am-- al,b'm' -fr  al.b'a*  (ou  b'J\ab)=o. 

Il  est  facile  de  vérifier  l'égalité  des  deux  valeurs  de  v  et  d'en  voir 

al  b'I' 

Forigine;  car  l'équation  al.b'd^^U i* .ab  s'écrit  ~t  =  tt"/'    ^^ 

sous  celte  forme  elle  exprime  que  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  a,  £,  I,  00  est  égal  à  celui  des  quatre  points  corres- 
pondants cty  V^  co  y  V. 

y.  —  Autre  équation  à  quatre  termes, 

142.  Soient  c,  c' deux  points  homologues  des  deux  divisions; 
l'homographie  des  deux  divdsions  s'exprime  par  l'équation 

(2)  am,b'm!  -^l.cm  '\-  fi.c^mf — ar.^V==o. 

En  effet,  qu'on  mette  c  et  c^  à  la  place  de  m  et  71/  dans  l'équa- 
tion (  I  ) ,  et  qu'on  retranche  l'équation  qu'on  obtient  de  cette 
équation  (i),  on  arrive  à  l'équation  (a). 
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Remplaçant  les  coefBcients  X  et  /x  par  leurs  expressions  trouvées 
ci-dessus,  l'équation  devient 

VI.  —  Nouvelle  équation  à  trois  termes, 

143.  L'équation  qui  précède  procure  immédiatement  une  équa- 
tion à  trois  termes  ;  car,  si  Ton  prend  pour  le  point  a,  qui  est  ar- 
bitraire, le  point  I,  l'équation  se  réduit  à 

I/».^W--6'J'.f/if-.Ic.6V=o. 

Ainsi,  on  peut  dire  que  l'homographie  de  deux  divisions  s'ex- 
prime par  l'équation 

I/w .  b'm'  —  ^ . cm  -f-  v  =  o. 

VII.  —  Équation  homogène  à  quatre  termes. 

144.  Quand  deux  droites  sont  dwisées  homographiquemenl»  si 
l'on  prend  sur  la  première  deux  points  fixes  quelconques  a,  c  et 
sur  la  seconde  deux  points  fixes  quelconques  h',  df,  la  division 
homographique  sera  exprimée  par  la  relation  homogène 

.  am  b'm^  am  b'm'  

^  '  cm  dm'  cm  d'm' 

Soient  p  tl  tf  les  points  situés  à  l'infini  sur  les  deux  droites  res- 
pectivement ;  l'équation  peut  s'écrire 

,  ,    (am     ap\fb'm'     b'q'\       J am     ap\  i  b'm'     b'q'\ 

'    \cm     cp  )  \d  m      à!qj  \cm     cp  ]  \am'     aq  J 

Cette  équation  étant  formée  de  rapports  anharmoniques,  on  peut 
dire  qu'elle  dérive  de  l'équation  (i),  même  quand  les  points  p 
et  q'  sont  pris  à  des  distances  finies  (20) ,  de  sorte  que,  si  l'équa- 
tion (i)  exprime  la  division  homographique  de  deux  droites,  l'é- 
quation (a),  dans  laquelle  a,  c,  p  sont  trois  points  fixes  pris  ar- 
bitrairement sur  une  première  droite  et  b'y  d',  qf  trois  points  fixes 
pris  arbitrairement  sur  une  seconde  droite,  exprimera  aussi  la  di- 
vision homographique  des  deux  droites.  Mais  dans  celle-ci  on  peut 
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supposer  que  les  deux  points  c  et  d'  soient  à  Tinfini,  et  alors  elle 
devient 

,,,  am  b'm'  am  b'm! 

*    *  ap    b'q  ap  b'q 

Donc,  si  la  division  homographique  de  deux  droites  est  exprimée 
par  Téquation  (i),  elle  le  sera  aussi  par  Téquation  (3). 

Et  réciproquement,  on  remonte  de  celle-ci  à  Téquation  (i). 
Mais  Téquation  (3)  exprime  la  division  homographique  de  deux 
droites  (137)^  donc  Téquation  (i)  l'exprime  aussi.       c.  q.  f.  n. 

145.  Les  trois  constantes  X,  jix,  v  ont  des  expressions  géomé- 
triques très-simples,  dépendantes  des  quatre  points  donnés  a,  c, 
V,  d'  et  des  quatre  c^y  cf,  b^  d  qui  leur  correspondent  dans  les 
deux  divisions.  Supposant  que  le  point  m  se  confonde  avec  c,  et 
par  conséquent  m!  avec  d,  on  conclut  de  Téquation  cette  valeur 
de  i, 

et  pareillement,  en  faisant  coïncider  le  point  m!  avec  d'y 

ad 

Puis,  en  supposant  que  le  point  m  se  confonde  avec  a  et  ensuite 
avec  by  on  en  conclut  ces  deux  expressions  différentes  de  v, 

ad  bW  ab  b'c' 

V  —  —  -    —      et      V  —  —  -    • 

cd  da'  cb   d'd 

L* équation  (i)  devient 

,,.  am  b'm'        b'ef  am        ad  b'm'        ab  c'b' 

*^  cm  d'm'  '^  d!d  cm        cd  d!m'        cb  c'd'  ' 

et  le  dernier  terme  peut  être  remplacé  par  -y-;  —  • 

D'après  les  expressions  des  trois  constantes  X,  /x,  v,  on  voit  que, 
quand  ces  coefficients  sont  donnés  numériquement,  on  peut  en 
conclure  immédiatement  la  position  des  quatre  points  al  y  (/,  £,  dy 
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qui  correspondent  respectivement  aux  quatre  points  donnés  a,  c, 

146.  Remarquons  que  l'équation  (4)  peut  s'écrire  de  manière 
que  tous  ses  termes  soient  formés  de  rapports  anharmoniques,  ce 
qui  nous  permettra  de  l'appliquer  à  deux  faisceaux  homographi- 

ques  (iS4).  II  suffit  de  la  diviser  par  —  ~p--^\  elle  devient 


fam  ,  ad\  fb'm'  .  h^\  _  (am  ^  ad\ 
\cm  '  cet  )  \im'  '  d'cf  ]       \cm  '  cd  ) 

^    '  ^        /h' m'     b'c'\       (ab     ad\  (b'a'     6V\ 

On  peut  déduire  de  cette  équation  générale  toutes  celles  à 
deux,  à  trois  et  à  quatre  termes  données  précédemment  ;  mais  il 
est  inutile  d'entrer  dans  ces  détails. 

VIQ.  —  Équations  à  plusieurs  termes, 

147.  Soient  4^,  C,  E,  G,  . . .  des  points  fixes  sur  une  pre- 
mière droite,  et  B',  D',  F',  H', . . .  des  points  fixes  sur  une  seconde 
droite;  si  sur  ces  deux  droites  on  prend  deux  points  ^variablesm^ 
To!^  de  manière  que  l'on  ait  la  relation  constante 

a.Am.BW-t-  e.Cm.D'm'H-. . . 

H- t.Em-hy.FW-i-Ç.Gwi-f-fl.HW-f-. ..  =v, 

ces  deux  points  m,  w!  formeront  deux  divisions  homo graphiques. 
En  efiPet,  cette  équation  se  ramène  à  l'équation  à  quatre  termes 

A/7i.B'/n'-+-X.Am-f.p.BW-^-^  =  o     (137). 

Il  suffit  d'exprimer  tous  les  segments  en  fonction  de  deux  seuls, 
comptés  à  partir  de  deux  origines,  telles  que  Â  et  B^,  en  faisant 

Cm  =  Am  —  AC,     DW  =  B'm'  —  B'D', 
E/n  =  Am  —  AE,     FW  =  BW  —  B'F', 


La  proposition  est  donc  démontrée. 
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148.  Ce  qui  distingue  la  forme  de  cette  équation  à  plusieurs 
termes^  de  même  que  toutes  les  précédentes,  c'est  qu'il  n'y  entre 
pas  le  produit  de  deux  segments  relatifs  au  même  point  m  ou  ni, 
d'où  il  résulte  qu'à  un  point  m  ne  répond  qu'un  point  ni,  et  réci- 
proquement. C'est  là  la  propriété  fondamentale  et  caractéristique 
des  divisions  homographiques. 

§  IL  —  Faisceau  homographiqneB. 

149.  On  peut  exprimer  l'homographie  de  deux  faisceaux  en  les 
coupant  par  une  ou  deux  transversales  et  en  exprimant  qu'ils 
font  sur  ces  droites  deux  divisions  homographiques  ;  mais  on  peut 
aussi  se  servir  de  relations  générales  entre  les  sinus  des  angles  que 
deux  rayons  homologues  font  avec  des  axes  fixes.  Ces  relations 
seront  de  diverses  formes,  de  même  que  celles  relatives  aux  divi- 
sions, homographiques  de  deux  droites. 

I.  —  Équations  à  deux  termes. 

Soient  quatre  rayons  A,  B,  C,  M  du  premier  faisceau,  et  les 
quatre  rayons  correspondants  A',  B',  C^  M'  du  second  faisceau  ;  on 
aura  (51  ) 

sin(A,  M) ,  sm ( A,  C)  __  sin(AS  M^) .  sin(A%C^) 
sin(B,  M)'siii(B,  C)~sin(B',  M')  •sin(B',  C'j* 
ou 

8in(A,  M)  ___  sin(A\  W)  rsin(A,  C) .  sin(A\  C)l 
sin(B,  M)""sin(B',M')  Lsin(B,  C)  *  sin(B',  C')J* 

ou,  en  représentant  par  X  le  facteur  constant  du  second  membre, 

sin(A,  M)  _    8in( A%_M' ) 
'*'  8in(B,  M)""    sin(B',M')" 

Ainsi,  cette  équation  exprime  que  les  deux  rayons  M,  M' qui  tour- 
nent autour  de  deux  points  fixes  forment  deux  faisceaux  homo- 
graphiques. 

150.  Si  les  deux  droites  fixes  A,  B  sont  rectangulaires,  le  rap- 
port-7-4— ^ — l  devient  tanfffA,  M),  et  semblablement  si  les  deux 
"^      8ui(B,  M)  ^^    '      ^ 
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droites  A',  B'  sont  aussi  rectangulaires ,  de  sorte  que  Féquation 

(2)  tang(A,  M)  =  >tang(A'.  M') 

exprime  que  les  deux  droites  M,  M^  forment  deux  faisceaux  homo- 
graphiques. 

Dans  cette  équation,  où  la  direction  de  chaque  rayon  OM  ou  O'M' 
se  détermine  par  rapport  à  une  seule  droite  OA  ou  CA',  il  faut 
convenir  du  sens  dans  lequel  on  comptera  les  angles  positifs  autour 
des  deux  centres  O  et  O'. 

151.  Cas  PARTICULIER.  —  Deux  faisceaux  dans  lesquels  les 
angles  de  l'un  sont  égaux  respectivement  aux  angles  de  l'autre 
sont  homo  graphiques . 

Cela  est  évident,  car  le  rapport  anharmoniqne  de  quatre  rayons 
du  premier  faisceau  est  égal  à  celui  des  quatre  rayons  homologues 
du  second  faisceau,  puisque  les  angles  du  premier  faisceau  sont 
égaux  à  ceux  du  second. 

Ainsi  l'homographie  s'exprimera  par  l'équation 

(3)  angle  (A,  M)  =i±:  angle(A',  M'). 

Les  deux  faisceaux  peuvent  présenter  deux  cas  différents,  relati- 
vement au  sens  dans  lequel  tournent  leurs  rayons  respectifs.  Si  les 
rayons  tournent  dans  le  même  sens,  les  deux  faisceaux,  que  nous 
supposons  avoir  le  même  centre,  peuvent  être  rendus  coïncidents 
par  une  simple  rotation  de  l'un  d'eux,  et,  si  les  rayons  tournent  en 
sens  contraire,  il  existe  toujours  deux  rayons  dont  chacun,  consi- 
déré comme  appartenant  au  premier  faisceau,  est  lui-même  son 
homologue  dans  le  second  faisceau  ;  ces  deux  rayons  sont  rectan- 
gulaires, et  les  deux  faisceaux  sont  placés  symétriquement  de  part 
et  d'autre  de  chacun  d'eux  :  nous  dirons,  dans  le  premier  cas,  que 
les  deux  faisceaux  sont  semblables^  et,  dans  le  second,  qu'ils  sont 
symétriques, 

n.  —  Équations  à  trois  termes, 

152.  On  a  entre  les  quatre  droites  A,  B,  C,  M  et  leurs  homo- 
logues A',  B',  C,  M' l'équation 

sin(A,  M) .  sin(A,  C)        sin(CMVr) ,  sin(C\A^)  _ 

sin(B,  M)'sin(B,  C)  "^sin(B',  M')'8in(B',A')        '      ^^^^' 
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„  .         sia(B,  C)       ,        sin(B',  A')  .,    .     , 

^***^^^  «n  A   r\  =  ^  ^^  »     .V     ...  = ,";  il  vient 
sin[Af  t*j  sinlL  ,  Aj 

,,  ^  sin(A,  M)  sin(C%  M^)  _ 

'*'  sin(B,  M)"^^sin(B',  M')""'^ 

Ainsi,  étant  données  deux  droites  fixes  A,  B,  deux  autres  droites 
fixes  C,  B'  et  deux  constantes  X  et  yi,  cette  équation  exprime  que 
les  deux  droites  M,  M^  forment  deux  faisceaux  horoographiques. 
Dans  ces  deux  faisceaux,  les  droites  B,  B'  sont  deux  rayons  cor- 
respondants ;  mais  les  rayons  A  et  C  ne  se  correspondent  pas 
et  sont  pris  arbitrairement. 

On  peut  prendre  A  perpendiculaire  à  B  et  G'  perpendiculaire 
à  B';  Téquation  devient 

'^  taug(B,  M)"^taiig(b',  M')""  '* 

On  peut  encore  écrire 

^6)  >  lang(A,  M)  4-  /z  tang(C'.  M')  =  i. 

Mais  ici  il  faut  bien  observer  que,  quand  les  deux  faisceaux  sont 
donnés,  A  et  C  ne  sont  pas  deux  droites  quelconques,  car  il  faut 
qne  les  perpendiculaires  B  etB'à  ces  deux  droites  respectivement 
soient  deux  rayons  correspondants  des  deux  faisceaux. 

153.  L'équation  (5)  donne  lieu  à  cette  propriété  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  :  Etant  pris  un  rayon  du  premier  faisceau, 
on  peut  toujours  déterminer  deux  autres  rayons  faisant  avec  celui-' 
là  deux  angles  égaux  respectivement  à  leurs  homologues  dans 
le  second  faisceau,  mais  l'un  av^ec  le  même  signe  et  l'autre  avec 
un  signe  contraire. 

En  effet,  les  deux  angles  formés  à  partir  du  rayon  B  et  satisfai- 
sant à  la  question  seront  déterminés  par  Téquation 

t;mg(B,  M)=:>±:|x. 

m.  —  Équations  à  quatre  termes, 

154.  L'équation  homogène  à  quatre  termes  (145)  qui  exprime 

Chasles.  —  Géom,  tup,  7 
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la  division  homographique  de  deux  droites  donne  lieu  à  une 
équation  semblable  entre  les  sinus  des  angles  de  deux  faisceaux 
homographiques  (146).  Ainsi,  A,  B,  C,  D  étant  quatre  rayons 
fixes  du  premier  faisceau,  A',  B',  C,  D' les  rayons  correspondants 
du  second  faisceau  et  M,  M'  deux  rayons  correspondants  variables, 
on  aura  Téquation 

sin(A,  M)  sin(B\MO  _  sin(A,M)  sm(B\C') 
siulC  M)  sin^D',M')  ~  siii i  C,  M )  siii(D',C) 

_  sinfB\  M')  sin(A,  Dl       sm(A,  D)  si^(B^  A^)  _ 
siniD',  M')  sin(C,  D)  "*"  siniC  D)  sin [  D',  A' j  ~^' 

dont  le  dernier  terme  peut  être  remplacé  par 

sin(B\  a]  sin  A,  B) 
sin(D',  C)  sin(C,  B)' 

On  peut  écrire 

,  sin  ^  A,  M)  sin(B\M  )       .  sin  (A,  M)  Mn\h\  M')  _ 

^'^      sin(C,  M)  sin(D',M')"^^sin(C,  M)  "^'"^  sinlD'.  M')  "*"'.— ^• 

Cette  équation  exprime  donc  que  les  deux  rayons  M,  M' forment 
deux  faisceaux  homographiques. 

Les  deux  droites  A,  C  du  premier  faisceau  sont  prises  arbitrai- 
rement, ainsi  que  les  deux  B'  et  D'  du  second  faisceau. 

135.  Si  A  et  C  sont  rectangulaires,  ainsi  que  KetD',  Téquation 
devient 

;8)  tong(A,M)  tang(B',M')-+-)..tang(A,M)-i-.!A.tang(B',M')  -i-v=o. 


IV.  —  Cas  où  l'un  des  ileux  faisceaux  a  son  centre  à  l'infini, 

156.  Si  Tun  des  faisceaux  est  composé  de  droites  parallèles,  on 
remplacera  dans  les  formules  précédentes  les  sinus  des  angles  re- 
latifs à  ces  droites  par  les  segments  qu'elles  déterminent  sur  une 
transversale,  comme  nous  avons  fait  pour  exprimer  Tégalité  des 
rapports  anharmoniques  de  deux  faisceaux  de  quatre  droites  dont 
Tun  est  formé  de  quatre  droites  parallèles  (57). 
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Diaprés  cela,  Thomographie  des  deux  faisceaux  s'exprimera  par 
les  équations  suivantes  : 

Équations  à  deux  termes* 

sin  (A,  M) a  m' 

8iu(B,  M)""    'AW' 

sin  (A,  M)       .     ,    , 
sm[B,  M) 

sin  (A,  M)  "k 

sin[B,  Mj  ~ÏW* 

Équations  à  trois  tenneSm 

.  sin  (A,  M)  c'm' 

*  sin(B,  M)  "^  ^'bW  ""  "' 

8in(B,  -M) 

sin  (A,  M)  UL      

sin(B,  M)"^    TW    "■"" 


Équations  à  quatre  tenues. 

sin  (  A,  M  )  b'm'  sin  (A,  M)  b'm'  _ 

sin(C,  M)  rfW  "^     sinjc,  M)  "^  •'*^/'//i'  "^  '  —  ^' 

sinfA,  M)  ,,    ,       ^sin(A,  M)    ,        ,,    , 
sin(C,  M)  sm(C,  M)        '^ 

sin(A,  M)      I  ^  sinfA,  M]  u 


sin(C,  Mj  d!m'         sin(C,  M)         d'm' 
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CHAPITRE  VIII. 


DIVISIONS  HOUOGRAPHIQUBS  FORMÉES  SUR   UNE  MÊME  DROITE.  —  FAISCEAUX 

HOMOGRAPHIQUBS  AYANT   LE  MÊME  CENTRE. 


§  I.  —  DiTisionB  homographiqneB  formées  snr  nue  même  droite. 
Points  doubles.  Point  milieu  des  denz  points  doubles. 

157.  Quand  deux  droites  divisées  homographiquement  sont 
superposées  l'une  sur  l'autre,  il  existe  deux  points  [réels  ou  ima^ 
ginaires)  dont  chacun,  considéré  comme  appartenant  à  la  première 
diwion,  coïncide  avec  son  homologue  dans  la  seconde  division. 

En  efiet,  la  division  homographique  de  deux  droites  s'exprime 
par  Téquation 

ani .  b'm'  -f-  > . am  4-  u.  b'm'  -h  v  =  o, 

dans  laquelle  a  et  V  sont  deux  points  fixes  quelconques  pris  sur 
les  deux  droites  respectivement  (137)'.  Quand  ces  deux  droites 
coïncident  en  direction,  on  peut  prendre  pour  V  le  point  a,  et  l'é- 
quation devient 

am . am'  -h  \*am  -t-  ii.am' -f-  v  =  o. 

Si  Ton  veut  que  les  deux  points  homologues  m,  ni  coïncident,  on 
déterminera  leur  position  commune  par  Téquatlon 

am  4-  (  ^  -4-  jJx  )  «m  -f-  v  =  o, 

laquelle  donne  deux  valeurs  de  am,  Conséquemment  il  existe  deux 
points  qui  satisfont  à  la  question,  et  il  ne  peut  pas  y  en  avoir  plus 
de  deux. 

Nous  donnerons  à  ces  deux  points  remarquables  le  nom  de 
points  doubles,  pour  indiquer  que  chacun  d'eux  représente  deux 
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points  homologues  coïncidents.  Ces  points  peuvent  être  imagi* 
naires. 

158.  Le  milieu  des  deux  points  doubles  est  le  milieu  des  deux 
points  qui,  dans  les  deux  divisions,  correspondent  à  l'infinie 

En  efiety  soient  I  le  point  de  la  première  division  qui  correspond 
à  l'infini  de  la  seconde^  et  J'  le  point  de  celle-ci  qui  correspond  à 
l'infini  de  la  première;  l'équation  prend  la  forme  (139) 

am,am'  —  aV .am  — a\.am\'\-  al,aa!  =.  o. 
Quand  les  deux  points  m,  ml  se  confondent,  on  a 

am  — (al-\-  ay)am  -\-  al.aa'z=:o, 

La  somme  des  distances  du  point  a  aux  deux  points  doubles  est 
donc  (al  +  ai')  ;  ce  qui  prouve  que  le  point  milieu  des  deux  points 
doubles  coïncide  avec  celui  des  deux  points  I,  J'.       c.  q.  f.  d. 

Désignant  par  O  ce  point  milieu,  on  a 

^       «I  -+-  aV 

et  l'équation  qui  détermine  les  deux  points  doubles  devient 

€itn  — 2a0.am  -j-  al.aa'  =  o, 

159.  Le  rapport  des  distances  d'un  point  de  la  premih'e  dii^i- 
sien  aux  deux  points  doubles  est  au  rapport  des  distances  du 
point  correspondant  de  la  seconde  diuision  aux  deux  mêmes 
points  dans  une  raison  constante. 

En  eflet,  soient  e,  y  deux  points  de  la  première  division,  et  ef,/' 
leurs  homologues  dans  la  seconde  division;  l'homographie  des 
deux  divisions  sera  exprimée  par  l'équation 

—  =>—-,      120, 

Jm         j  m       ^        ' 
et,  si  Ton  prend  pour  les  deux  points  e^J^les  deux  points  doubles, 
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lesquels  coïncident  avec  leurs  homologues,  cette  équation  devient 


em       ,  ein' 
fni         fin  ' 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

On  vérifie  aisément  que,  dans  les  deux  divisions  homographiques 
déterminées  par  cette  équation,  les  deux  points  e,ysont  des  points 
doubles,  car,  si  Ton  suppose  que  le  point  m  se  confonde  avec  le 
point  <?,  on  a  me=  o,  et  par  conséquent  aussi  m'e  =:o,  c'est-à-dire 
que  m' se  confond  aussi  avec  le  point  e  :  ce  qui  prouve  que  celui-ci 
est  un  point  double.  Et  pareillement  du  point  y! 

160.  Ecrivons  Téquation  précédente  ainsi  ; 

ffie    m'e 
tnf  m'f 

On  dira  que  :  Dans  deux  divisions  homo graphiques  sur  une  même 
droite,  deux  points  homologues  quelcom/ues  font  avec  les  deux 
points  doubles  un  rapport  anharmonique  constant. 

Observation,  —  Quand  la  constante  X  est  égale  à  —  i,  les  deux 
points  m,  ni  divisent  harmoniquement  le  segment  ef  (60).  Ce 
cas  particulier  se  rapporte  à  la  théorie  de  Vinvolution  de  six  points, 
que  nous  exposerons  plus  loin. 

161.  Construction  des  deux  points  doubles.  —  Prenons  Té- 
quation  qui  détermine  ces  deux  points,  savoir 

— t 

am  — aaO.rt/w -4- rtl.flrt' z=  o. 

L'origine  a  est  arbitraire  ;  plaçons-la  au  point  O.  Il  suffît  de  faire 
aO  =  o  ;  l'équation  devient 

0//iV  01.00' =  o, 

()'  représentant  le  point  qui  correspond,  dans  la  seconde  division, 
au  point  O  de  la  première.  Ce  point  O  étant  le  milieu  du  seg- 
ment I J',  on  a  01  =  —  OJ'  ;  on  peut  donc  écrire 

Ôw'~OJ'.00'  =  o, 
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d'où 

Ow  =  ±v^OJ'.00'. 

Ainsi,   les  points  doubles  sont  de  part  et  dWtre  du  point  O  à 

des  distances  égales  à  ^OO'.OJ',  de  sorte  que  leur  recherche  se 
réduit  à  construire  une  moyenne  proportionnelle  entre  deux 
lignes.  • 

Quand  les  deux  points  (y  et  J'  ne  se  trouvent  pas  du  même  côté 
du  point  O,  les  deux  segments  OO',  OJ'  sont  de  signes  contraires  ; 
leur  produit  est  négatif,  et  les  deux  points  doubles  sont  imagi- 
naires. 

i62.  Cette  construction  des  deux  points  doubles  est  fondée  sur 
la  connaissance  des  deux  points  I  et  J',  dont  la  détermination  est 
toujours  extrêmement  facile,  de  sorte  que  la  construction  a 
toute  la  simplicité  désirable.  Mais  on  peut  demander  de  construire 
les  deux  points  doubles  immédiatement,  au  moyen  des  seules 
données  qui  servent  à  déterminer  les  deux  divisions  homogra- 
phiques,  lesquelles  sont,  en  général,  trois  systèmes  quelconques 
de  deux  points  correspondants.  Nous  reviendrons  sur  cette  ques- 
tion (Chap.  XIII). 

i63.  La  notion  des  points  doubles  de  deux  divisions  homogra- 
phiques  est  très-importante  ;  elle  sera  fort  utile,  notamment  pour 
la  résolution  des  problèmes,  où  elle  procurera  des  solutions  uni- 
formes et  très-simples  de  beaucoup  de  questions  qui  conduisent 
à  des  équations  du  second  degré  parfois  très-compliquées.  Par 
exemple,  les  trois  problèmes  de  la  section  de  l'espace,  de  la  sec- 
tion de  foison  et  de  la  section  déterminée,  qui  ont  été  le  sujet  de 
trois  Traités  différents  d*Apol1onius,  se  résoudront  immédiatement 
par  cette  méthode  [voir  Chap.  XIV  et  XV). 

164.  Cas  ou  l'un  des  points  doubles  est  a  l'infini.  —  Ce  cas 
est  celui  de  deux  divisions  semblables,  car,  si  le  point  doubleyest 
à  rinfini,  l'équation  générale 


em       .  cm' 


-  =  ).7-7     (159), 
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devient 

cm 

7  —  ^» 


em 


équation  qui  exprime  deux  divisions  semblables  (124). 

165.  Construction  du  point  double  c,  —  Quand  le  coefficient 
de  proportionnalité  X  est  donné,  un  seul  système  de  deux  points 
homologues  a,  ci  suffit  pour  déterminer  le  point  double  e,  parle 

rapport  ^  =  X. 

Quand  les  deux  divisions  sont  déterminées  par  deux  couples  de 
points  homologues  a^  ci  et  hy  h\  on  a  pour  deux  autres  points  ho- 
mologues quelconques  rriy  ni  la  relation 

am  ah 

rt=  const.  = 


a'ni  a'b* 

et,  pour  déterminer  le  point  double,  Téquation 

ae         ab 

On  portera  sur  deux  droites  parallèles  menées  par  les  points  a 
et  ci  deux  segments  a  6,  a' 6'  égaux  à  ah  y  ci  h'  et  dirigés  dans  le 
même  sens  ou  en  sens  contraires,  suivant  que  ah  et  ciV  seront  de 
même  signe  ou  de  signes  différents  ;  la  droite  6S'  déterminera  le 
point  e. 

Autrement.  Sur  les  deux  segments  ah\  a'h  on  décrira  deux 
circonférences  de  cercle  passant  par  un  même  point  g  quelconque; 
elles  se  couperont  en  un  point  g'j  et  leur  corde  commune  gg'  pas- 
sera par  le  point  double  e,  car  Téquation 


ae 

ab 
'  alV 

s'écrit 

ae 

a'e 

ae  —  bc 

«'e  —  b'e 

d'oii  Ton  tire 

ae 

de 

m    m 

7- = -7-7-      OU     ea,eb' z=  ea\ebj 
be        b  e 
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ce  qui  prouve  que  le  point  e  est  sur  la  corde  commune  aux  deux 
circonférences  décrites  sur  les  segments  abf^  ci  h. 


166.  Quand,  dans  Téquation  — ;  =  X,  le  coefficient  \  est  égal  à 

—  I,  le  point  double  se  trouve  au  milieu  de  chaque  segment  mwl 
formé  par  deux  points  homologues,  de  sorte  que  les  deux  divisions 
sont  égales  ou  les  mêmes,  mais  formées  en  sens  contraires. 


em 


Si  le  coefficient  X  est  égal  à  -f- 1 ,  Téquation  — ^  =  i  montre  que 

le  point  e  est  à  Tinfini,  de  sorte  que  les  deux  points  doubles  coïn- 
cident à  TinGni.  Alors  on  a 

a  b 

ce  qui  montre  que  les  segments  homologues  sont  égaux  et  dirigés 
dans  le  même  sens. 


§  n.  —  DiTerses  manières  d'exprimer  deox  divisions  homographiques 

sur  une  même  droite. 

I.  —  Équation  am  .b'm'  -h  ^  (am  —  b'm'  )  -+-  v  =  o. 

167.  Quand  deux  divisions  homo graphiques  sont  marquées  sur 
une  même  droite,  on  peut  les  exprimer  par  une  équation  telle 
que 

(i)  am, b^ m' -{-}.{ am  —  ôW ) -f- v  :=  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  des  deux  segments  am  et  b'm'  sont 
égaux  et  de  signes  contraires. 

Pour  obtenir  cette  équation,  on  peu l  prendre  à  volonté  le  pointa, 
et  Ton  détermine  le  point  U  et  la  constante  X,  ou  bien  on  peut  se 
donner  la  constante  X  et  déterminer  les  deux  points  fixes  a  et  £'. 

En  effet,  Téquation  générale  est 

am.b'm' '"  b' r .am  ^  al.b'm' '\'  al.y e^  =  o     (139). 
Donc,  si  le  point  a  est  donné,  il  suffit  de  prendre  le  point  b'  de 
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manière  que  6'J'= — al.  Celte  relation  fait  voir  que  les  deux 
points  a  et  b'  sont  à  égale  distance  des  deux  points  I,  J'  respective- 
ment, et  tous  deux  sur  le  segment  IJ'  ou  tous  deux  au  dehors. 

Si  la  constante  X  est  donnée,  on  prendra  les  points  a  et  b'  dis- 
tants de  I  et  J'  respectivement  d^une  longueur  égale  à  X,  mais  de 
manière  que  les  deux  segments  al,  b'J'  soient  de  signes  contrairos. 

II.  —  Équation  am .  b'm'  -f-  7 .  mm'  -i-  ^  m  o. 

168.  Deux  divisions  homographiques  sur  une  même  droite 
.s'expriment  par  l'équation 

(  a  )  am .  b'ni  -»-  y .  mm'  -f-  «î  =  o. 

En  eflet,  en  prenant,  dans  Téquation  générale  ci -dessus,  le 
point  6' tel  que6'J'= — al,  comme  il  vient  d'être  dit,  on  a  IV- 
quation 

am,b'm'  •+•  al.am  —  al, b'm'  -+-  al.b'a'  =  o. 

Qu'on  remplace,  dans  le  troisième  terme,  b'm'  par  (aw'  —  nV),  il 
vient 

am . b'm' -4-  « I  ( am  —  am' )  -h  al[ab' -h  b'a'  ]  =  o 
ou 

(^')  am,b'm' — al.mm'  -h  al.aa'  ^=  o, 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire  I.  —  «Si  le  point  a  coïncide  avec  l'un  des  points 
doubles  e,  aa'  devient  nul,  et,  en  outre,  le  point  h'  coïncide  avec  f, 
puisque  les  deux  points  a,  b'  sont  à  égale  distance  des  deux 
points  I,  J',  et  conséquemment  àégale  distance  des  deux  points  e,  f; 
l'équation  devient 

(  3  )  em  ./m'  —  el.  mm'  =  o. 

Corollaire  II.  —  Que  dans  cette  équation  (3)  0/1  remplace  fni  ' 
par  (m  -+-  mm'  et  el  par  em  —  I m,  on  obtient  cette  équation 

{ 4  )  ^^  *fffi  -h  I  w .  mm'  1=  o. 

Corollaire  III.  —  Si  le  point  a  est  le  milieu  O  des  deux 
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points  I,  J',  le  point  h'  coïncide  avec  ce  même  point  milieu, 
puisque  hfï  = — .al,  et  l'équation  déifient 

[S]  0m.0m'-^0I./7î/w'H-0I.00'=:o, 

(y  étant  le  point  de  la  seconde  division  qui  correspond  au  point  O 
considéré  comme  appartenant  a  la  première. 

m.  —  Équation  Om  +  Im.mm'-h  v  =  o. 

169.   Deux   divisions  liomo graphiques  sur  une  même  droite 
i  expriment  par  Vvquation 

^6)  O//1  4-  Im.mm' -{-  v  =  o, 

V  étant  une  constante. 

En  effet,  que  dans  Téqualion  précédente  on  remplace  Om!  par 
O/n  -h  mmfy  il  vient 


0/«  4-(0/«— -Oljw/w'-f-OI.OO'^o 


ou 


;6')  Om  -hl/yi./w//j'-h01.00'  =  o. 

§  m.  —  Cas  où  les  deux  points  doubles  comcident. 

170.   Troux^er  la  condition  pour  que,  dans  l'équation 

am ,  am'  •+-  \ .  am  •+■  a .  ani^  -f-  v  =  o, 

les  deux  points  doubles  coïncident. 

Les  deux  points  doubles  sont  déterminés  par  la  relation 

am  -h  { X  -H  /z )  am  -|-  v  =  o. 
La  condition  d'égalité  des  deux  racines  est 

Remplaçons  les  constantes  par  leurs  expressions 

5i  =  — «J',     fx  =  -.al     (139). 
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On  a 


O  étant  le  point  milieu  du  segment  IJ'.  Il  en  résulte  que  v  =:aO, 
et  Téquation  qui  détermine  le  point  double  devient 

am  —  iaO,am  -H  aO  =  o, 

d'où 

ani  z=  aO. 

Ainsi,  le  point  de  coïncidence  des  deux  points  doubles  est  le  point  O^ 
milieu  des  deux  points  I,  J'  qui  ont  leurs  homologues  à  l'infini. 

L'équation  qui  exprime  l'homographie  des  deux  divisions  de- 
vient 

( a )  om . am'  —  aV , am  —  al . am'  -\-  aO  =  o. 

171.  Equation  à  deux  termes.  —  Si  dans  l'équation  (a)  le 
point  a  coïncide  avec  le  point  O,  l'équation  devient 

0/n.O//i'~  OJ'.Om  —  OI.O/ii'  =  o, 

ou,  parce  que  OJ'  =.  —  01, 

[b)  O/n.O/w'  — OI.//im'=:o. 

Cette  équation  peut  encore  se  conclure  de  l'équation  (3),  dans 
laquelle  on  exprimera  que  les  deux  points  doubles  e,/*  coïncident 
en  Oj  ou  bien  de  l'équation  (5),  dans  laquelle  on  supposera  le  seg- 
ment OO'  nul. 

Corollaires.  —  V équation  (i)  prouve  que  le  rapport 


nwi' 


est  constant;  on  aura  donc,  en  prenant  deux  points  homologues 


a,  a'. 


Om.O/w'       O/ï.Oa' 


nwi  aa 


Cette  équation  donne 


0//j'— 0#w__0«'— Ort 
Om.Om'    ""    Otf.Oa' 
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OQ 


(') 


é\.^f         r\^        é\^f^ 


O/n       Om'       Oa       Oa 


expression  la  plus  simple  de  deux  divisions  homographiques  dont 
les  points  doubles  coïncident.  On  peut  aussi  tirer  cette  équation 
directement  de  Téquation  générale  à  trois  termes  (éq.  lo,  129). 

i72.  En  écrivant  (c)  ainsi 


I          I          I           I 
0/w       Oa~'Om'       Oa'' 

on  en  conclut 

..rf) 

Om             Om'       , 

Oa=r-j— -Oa'. 

am              a  m 

Corollaires.  —  Dans  ces  deux  équations  (c  et  d)  o/i  peut  sup- 
poser le  point  a'  à  V infini,  et  elles  dei^iennent 

^^  J L-=I. 

'  O/n       Om'       Ol' 

'  Im 


173.  Qu'on  remplace  Owf  par  (0/?i  +  mm')  dans  Téquation  (i), 
elle  devient 


Om  -f-(Om  — OI)mm'=o 
ou 

■1 


e]  Om  -4- Im.mm'=o. 


Cette  équation  se  conclut  aussi  de  Téquation  précédente  {6'),  où 
Ton  suppose  le  segment  OCK  nul. 

174.  On  peut  encore  exprimer  les  deux  divisions  par  Téqua- 
lion 


(/)  Om p-y  mm  .  — y  =  o. 


a:  m'  aa 
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En  eflet,  prenons  Téquation  (e)  et  écrivons-la  ainsi 

Ont  Om 


I//1  ni  m 


=  1, 


ou,  en  désignant  par  I'  le  point  de  la  seconde  division  situé  à 
rinfini, 


(Om.ov\  /Om,  or  \ 


Comme  le  premier  membre  est  formé  de  deux  rapports  anharmo- 
niques,  cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  position  du  point  1' 
à  distance  fînie,  le  point  I  étant  son  homologue  dans  la  première 
division.  Ainsi  Téquation 


Om         1m.  m' m 
'^'^  m'VAV' 

ou  Téquation  (f),  puisque  I  et  I'  sont  deux  points  correspondants 
quelconques  des  deux  divisions,  exprime  deux  divisions  homogra- 
phiques  dont  les  deux  points  doubles  se  confondent. 

c.    Q.    F.    D. 

176.  Cas  ou  le  point  double  unique  est  a  l'infini.  —  Dans 
Téquation 

0/w.Om'       Oa.O/î'      ,^^^     ,,, 

r— = 1—      171,  &', 

mm  aa  ' 

a  et  a'  sont  deux  points  correspondants,  et  O  le  point  de  coïnci- 
dence des  deux  points  doubles.  Si  ce  point  est  à  l'infini,  les  rap- 

Om    0//i'  ,  %  1»      •  #        1»,         .        1     . 

ports  YT-ï  -jr-T  so"^  égaux  à  1  unité,  et  léquation  devient 

mm'  =  aa' . 

Ainsi,  le  segment  compris  entre  deux  points  correspondants  quel- 
conques est  de  grandeur  constante;  il  s'ensuit  que  a'm'=a/n, 
c'est-à-dire  que  deux  segments  homologues  des  deux  droites  sont 
toujours  égaux,  ou,  en  d'autres  termes,  que  les  deux  droites  sont 
divisées  en  parties  égales,  une  à  une  respectivement,  et  dirigées 
dans  le  même  sens.  Et,  en  effet,  nous  avons  déjà  vu  que  dans  ce 
cas  les  deux  points  doubles  sont  situés  à  l'infini  (166). 
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176.  Il  résulte  de  là  que,  quand  on  a  sur  une  même  droite  deux 
divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  coïncident,  on 
|>eut  en  faire  la  perspective,  de  manière  que  les  segments  homo- 
logues deviennent  égaux  entre  eux.  Il  suffit  que  dans  la  perspec- 
tive le  point  double  des  deux  divisions  proposées  passe  à  Tinfinî. 

§  IV.  —  Propriété  de  deux  divisions  homographiques 
dont  les  points  doublet  ^ont  imaginaires. 

177.  Quand  deux  divisions  homographiques  formées  sur  une 
fiiéme  droite  nont  pas  de  points  doubles,  il  existe,  de  part  et 
d'autre  de  cette  droite,  un  point  d^oii  l'on  voit,  sous  des  angles 
égaux  et  formés  dans  le  m,éme  sens  de  rotation,  tous  les  segments 
compris  entre  les  points  de  la  première  dii^ision  et  leurs  homo- 
logues respectifs. 

L'homographie  des  deux  divisions  s'exprime  par  Téquation 

Owi.O/ii'  — OI.w/w'-hOI.00'=o     (168,  éq.  5) 
ou 

0/w.Om' 4- Ol.Om  —  OI.O//i' -h  01.00' =:  o. 

Les  deux  points  doubles  étant  imaginaires,  par  hypothèse,  les 
deux  points  O'  et  J'  {Jig'  ay)  sont  de  côtés  différents  par  rapport 
au  point  O  (161)  ;  par  conséquent,  O'  et  I  sont  d'un  même  côté 
et  le  produit  01.00'  est  positif.  Prenons  sur  la  perpendiculaire 
élevée  par  le  point  O  le  segment 


OP  =  v^OI.OO'. 
L'équation  s'écrit 


OmOm'        01  (Om       Om'\  _ 

oF  "ôp  "*■  ôp  \ÔF  ""  'W)  "•"  ^  —  ^  » 


ce  qui  donne 

tang  OPm .  tang  OPm'  H-  —  (  tangOP w  —  tang  OPm'  )  -h  i  =  o, 

ou 

tang  OPm'  —  tin^  0P/?j    __  OP 
i  -h  tang  UPw.timg  OP//i'  ~"  ÔT' 
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Le  premier  membre  est  égal  à 

tang(OPm'—  OPm)  =  tangmPm', 

et  le  second  à  tangOIP;  on  a  donc 

angle  /w  P/w'  =  angle  OIP  =  const.  ; 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Autrement.  Quand  dans  deux  faisceaux  homographiques  les 
angles  formés  par  trois  couples  de  rayons  homologues  sont  égaux 
et  dans  le  même  sens  de  rotation^  il  en  est  de  même  des  angles 
formés  par  tous  autres  rayons  homologues.  Ainsi  A,  B,  C,  D  étant 
quatre  rayons  du  premier  faisceau  et  A',  B',  C,  D' les  rayons  ho- 
mologues du  second  faisceau,  si  les  trois  angles  (A,  A'),  (B,  B')  el 
(C,  Qà')  sont  égaux  et  formés  dans  le  même  sens  de  rotation ,  à 
partir  de  leurs  origines  respectives  (6),  le  quatrième  (D,  D')  sera 
égal  à  ceux-là  et  formé  dans  le  même  sens  de  rotation. 

En  effet,  en  faisant  tourner  le  second  faisceau  autour  du  centre 
commun,  on  pourra  faire  coïncider  les  trois  rayons  A',  B',  C  avec 
leurs  homologues  A,  B,  C  respectivement,  et,  par  conséquent, 
deux  autres  rayons  homologues  quelconques  D,  IV  seront  aussi 
coïncidents. 

Cela  posé,  menons  par  le  point  P,  déterminé,  comme  il  a  été  dit, 

par  la  relation  OP  =  \J0\ .  OO',  la  parallèle  Poo  à  la  droite  01. 
Le  point  P  est  le  sommet  de  deux  faisceaux  homographiques  dé- 
terminés par  les  deux  divisions  proposées.  Les  rayons  PO,  P/n* 
PI  et  Poo  du  premier  faisceau  ont  pour  homologues  dans  le  se- 
cond PO',  Pm',  Poo  el  PJ'',  prolongement  de  PJ'.  Les  deux  angles 
IPqo  et  oc  PJ^  sont  égaux  et  dans  le  même  sens,  parce  que  les  deux 
points  I  et  J'  sont  à  égale  distance  du  point  O.  L'angle  IPoo  est 
aussi  égal  à  l'angle  OPO',  car  l'expression  de  OP  donne 

0P_00[ 
01  ~"  OP  ' 

ce  qui  prouve  que  les  angles  OPO'  et  OIP  sont  égaux.  Or  celui-ci 
est  égal  à  IP  00  ;  donc  les  angles  IPoo  et  OPO'  sont  égaux,  et  il  est 
évident  que  ces  deux  angles  sont  dans  le  même  sens.  Ainsi  les  trois 
angles  que  les  trois  rayons  PO,  PI  et  Poo  du  premier  faisceau  font 
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avec  leurs  homologues  PO',  Poo  et  PJ''  respectivement  sont  égaux 
et  dans  le  même  sens,  et  par  conséquent  Fangle  mVmf,  formé  par 
deux  autres  rayons  homologues  quelconques,  est  égal  à  ceux-là  et 
dans  le  même  sens.  c.  q.  f.  d. 

178.  Les  points  doubles  des  deux  divisions  homographiques 
que  nous  considérons  ont  pour  milieu  le  point  O  et  pour  carré 
de    leur    distance    à    ce    point   le    produit    00'.  OJ'    (161)    ou 

—  00^.01  =  —  OP  ,  de  sorte  que  ces  points  (imaginaires)  ne 
dépendent  pas  de  la  grandeur  de  Tangle  sous  lequel  on  voit  du 
point  P  les  segments  aa'y  bb',  etc.,  mais  seulement  de  la  position 
de  ce  point.  On  conclut  de  là  ce  théorème  singulier,  qui  aura  des 
applications  : 

Si,  autour  d'un  point  P  comme  sommet,  on  fait  tourner  un 
angle  (A,  A')  de  grandeur  constante,  ses  deux  côtés  marquent 
sur  une  transversale  fixe  deux  dii^isions  homographiques  qui  ont 
toujours  les  mêmes  points  doubles  (^imaginaires),  quelle  que  soit 
la  grandeur  de  l'angle  (A,  A'). 

179.  Trois  segments  sur  une  même  droite,  aa\  bV ^  cc'^  déter- 
minent deux  divisions  homographiques  dans  lesquelles  a,  b,  c  se- 
ront trois  points  de  la  première  et  a',  i',  c'  les  trois  points  cor- 
respondants de  la  seconde.  Quand  les  points  doubles  de  ces  deux 
divisions  sont  imaginaires,  il  existe,  de  part  et  d'autre  de  la  droite, 
un  point  P  d'où  l'on  aperçoit  les  trois  segments  sous  des  angles 
égaux  (177).  Par  conséquent,  on  conclut  de  ce  qui  précède  une 
solution  très-simple  de  cette  question  : 

Etant  donnés  trois  segments  aa',  bb',  ce'  sur  une  même  droite, 
trousser  un  point  d'où  on  les  aperçoive  tous  les  trois  sous  des 
angles  égaux. 


§  Y.  —  Ga8  particulier  des  divisions  homographiques  sur  une  même 

droite.  Divisions  en  involation. 

180.  SI,  dans  l'équation  générale 

flm,a/n' -h  X.flm -+- fjt.am' -f-v  =  o     (157), 
Ciàsus.  —  Géom,  tup,  8 
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les  deux  coefYicients  1  et  (i  sont  égaux  et  de  même  signe,  les  deux 
divisions  ne  sont  plus  générales;  elles  jouissent  de  cette  propriété 
particulière  qu'u/z  même  point  quelconque,  considéré  comme  ap- 
partenant soit  à  la  première  division,  soit  à  la  seconde,  a  tou- 
jours le  même  homologue. 
En  effet,  Téquation  est  alors 

arn . am'  -f-  ).  [am  -f-  am'  )  -{-  v  r=  o. 

Les  deux  segments  «m,  am'  y  entrent  de  la  même  manière  ;  par 
conséquent;  si  Ton  change  am  en  am'  et  réciproquement,  Téqua- 
lion  subsiste ,  ce  qui  prouve  que  le  point  m',  étant  regardé  comme 
appartenant  à  la  première  division,  a  pour  homologue  dans  la  se- 
conde le  point  m.  Donc,  etc. 

Réciproquement,  quand  cette  propriété  a  lieu  pour  un  point, 
quel  qu'il  soit,  les  deux  coefficients  X  et  /x  sont  égaux  et  de 
même  signe,  et,  par  suite,  la  propriété  a  lieu  pour  tout  autre 
point. 

En  effet,  soit  m  un  point  qui,  considéré  comme  appartenant  à 
la  première  division,  a  pour  homologue  dans  la  seconde  le  point 
m'y  et,  considéré  comme  appartenant  à  la  seconde  division,  a  pour 
homologue  dans  la  première  le  même  point  m';  on  aura  les  deux 
équations 

am .  amf  -\-  \ .  am  -+-  p ,  am'  -4-  v  rrr  o, 

am' ,am  -t-^.u/w'-H  p.fl/n  ~h  v  z=  o, 
desquelles  on  tire,  en  retranchant  l'une  de  l'autre, 

).  (  am  —  am'  )-+-;*(  anil  —  am  )  =  o 

ou 

\\  —  ii)m'm  =  o. 

Or  les  deux  points  m,  m'  ne  sont  pas  coïncidents;  par  conséquent, 
il  faut  que  l'on  ait  X  =  ji.  c.  q.  f.  d. 

181.  Ces  deux  divisions  homographiques,  qui  présentent  cette 
particularité  qu'un  point  quelconque  considéré  comme  apparte- 
nant à  la  première  ou  à  la  seconde  a  toujours  dans  l'autre  division 
le  même  point  homologue,  se  présenteront  fréquemment,  surtout 
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dans  la  théorie  des  sections  coniques.  Elles  se  rattachent  à  la 
théorie  de  Vinvolution,  que  nous  allons  bientôt  exposer,  et  nous 
les  appellerons  alors  divdsions  homo graphiques  en  involution. 

§  ¥1.  —  Faisceaux  homograpbiqaes  qui  ont  le  même  centre. 

Rayons  doubles. 

182.  Ce  que  nous  avons  dit  des  deux  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques  superposées  doit  s'entendre  des  rayons 
doubles  de  deux  faisceaux  homographiques  qui  ont  le  même 
centre. 

Il  existe  dans  les  deux  faisceaux  deux  droites,  dont  chacune, 
considérée  comme  appartenant  au  premier  faisceau,  est  elle-même 
son  homologue  dans  le  second.  Ce  sont  ces  deux  droites  que  nous 
appelons  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux. 

Cela  est  évident,  car,  si  Ton  mène,  une  transversale  quelconque, 
les  deux  faisceaux  détermineront  sur  cette  droite  deux  divisions 
homographiques  qui  auront  deux  points  doubles  par  lesquels 
passeront  les  deux  rayons  doubles  des  deux  faisceaux. 

En  désignant  par  E,  F  ces  deux  rayons,  on  peut  exprimer  Tho- 
raographie  par  Téquation 


Si  Ton  écrit 


sinfE.Ml  sin(E,]Vr) 

sin(F,M)""    8in(F,M')      ^^*^^ 


sin(E,M).sin(E.M^)__. 
sin(F,M)'sin(F,M')""^' 


on  dira  que  :  Deux  rayons  homologues  quelconques  font  avec  les 
deux  rayons  doubles  un  rapport  anharmonique  constant. 

Lorsque  les  deux  rayons  doubles  sont  rectangulaires,  Téquation 
devient 

tang(E,M)  =  ).  tang(E,  M'  ). 

183.  Supposons,  dans  Téquation  générale  du  n^  154,  que  les 
deux  rayons  B',  IV,  qui  sont  arbitraires,  coïncident  respective- 
ment avec  les  deux  A  et  C,  et  appelons  I  et  J' les  deux  rayons  qui 
correspondent,  dans  la  première  et  la  seconde  division  respecti- 

8. 
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vement,  au  même  rayon  C  considéré  comme  appartenant  succes- 
sivement à  la  seconde  et  à  la  première  division,  ce  qui  se  réduit  à 
remplacer  D  et  C  par  I  et  J'  ;  Téquation  devient 

sin(A,M)  sin(A,M^]  _^  sln(A,JM  sin (  A, M ) 
sin(C,  M)  sin(C,M')  ~"sin{C,J')  8in(C,M) 

sin  (A,  Il  sin(A,M^)        sin(A,I)  sinfA,AM_ 
8in(C,l)  sin(C,M')"^  sin(C,I)  sin ( C,  A' j  "" ®' 

Les  rayons  doubles  des  deux,  faisceaux  se  détermineront  par  Inéqua- 
tion 

rsin(A,Mn«      rsin(A,I)      sin(A,r)lsin(A.M)      sin(A,I)  sinfA,A^)_ 
[sin  (C,  M)  J       Lin  (^i  I)  "*"  sin  (C,  J '  )  J  sin  (C,  M)  "*"  sin  (C,  I  )  sin  (C,  A')  ""  ^* 

184.  Les  deux  rayons  fixes  A,  C  sont  pris  arbitrairement;  le 
second  peut  être  perpendiculaire  au  premier;  on  en  conclut  que 
Thomographie  de  deux  faisceaux  s^exprime  par  Téquation 

tang(A,M)  tang(A,M')  —  tang(A,J')  tang(A,M) 
—  taDg(A,I)  tong(A,M')-+-lang(A,A')  tang(A,I)  =0, 

et  les  rayons  doubles  sont  déterminés  par  la  suivante  : 

tiing«(A,M)  -  tang(A,M)  [tang(A,J')  -h  tang(A,I)]  -I- tang(A,A')  lang(A,I)  =^  o. 

185.  Substituant  à  la  droite  A  sa  perpendiculaire  C,  on  expri- 
mera rhomographie  par  l'équation 

cot(C,M)cot(C,M')— cot(C,J')cot(C,M) 
—  cot  (C,  I)  cet  (CM')  -{-  col  (C,  I)  col(C,  A')  =:  o. 

G  est  une  droite  fixe  quelconque;  cette  droite,  considérée  comme 
rayon  du  premier  faisceau,  a  pour  homologue  dans  le  second  fais- 
ceau J',  et,  considérée  comme  rayon  du  second  faisceau,  a  pour 
homologue  dans  le  premier  I;  A'  est,  dans  le  second  faisceau, 
rhomologue  du  rayon  du  premier  faisceau  perpendiculaire  à  la 
droite  C. 

Les  rayons  doubles  se  déterminent  par  Téquation 

cot«(C,M)  —  [cot(C,I)  -hcot(C,J')]cot(C,M)  -f-cot(C,I]cot(C,A')  =  o. 
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§  Vn.  —  Propriétés  de  deux  faisceaux  homographiques  dont  les  rayons 

doubles  sont  imaginaires. 

186.  Deux  faisceaux  homographiques  de  même  centre,  dont  les 
rcrjrons  doubles  sont  imaginaires,  peuvent  être  considérés  comme 
étant  la  perspective  de  deux  faisceaux  dans  lesquels  les  rayons 
homologues  font  entre  eux  des  angles  égaux  et  dirigés  dans  le 
même  sens  de  rotation. 

En  eflety  coupons  les  deux  faisceaux  par  une  transversale  quel- 
conque L  ;  on  aura  deux  systèmes  de  points  a,  b^  c\  . . . ,  a',  b'j 
c'....y  formant  deux  divisions  homographiques  qui  n'auront  pas 
de  points  doubles  ;  par  conséquent,  on  pourra  déterminer  un  point 
P  d'où  Ton  verra  tous  les  segments  aa'^  bV,  cc\  . . . ,  sous  des  angles 
égaux  aPa',  bPb\  ...  (177).  Que  Ton  fasse  tourner  le  plan  de 
ces  angles  autour  de  la  droite  L,  de  manière  à  élever  le  point  P 
en  P  au-dessus  de  la  figure,  et  que  Ton  conçoive  la  droite  menée 
du  centre  commun  O  des  deux  faisceaux  proposés  au  point  P^.  Il 
est  clair  que,  pour  un  œil  placé  en  un  point  quelconque  de  cette 
droite  OP',  même  à  l'infini,  les  angles  aVa'y  bVU,  .  • . ,  égaux 
entre  eux  et  formés  dans  le  même  sens  de  rotation,  seront  les 
perspectives  des  angles  aOa'y  bOb',  ...  ;  ce  qui  démontre  le 
théorème. 

La  projection  pourra  être  faite  sur  tout  autre  plan  parallèle  au 
plan  (P',  L  ),  ce  qui  permettra  de  placer  l'œil  au  point  P'  lui-même. 

187.  Considérons  deux  faisceaux  homographiques  formés  par 
les  deux  côtés  A,  A'  d'un  angle  de  grandeur  constante,  tournant 
autour  de  son  sommet.  Les  rayons  doubles  de  ces  deux  faisceaux, 
qui  sont  imaginaires  évidemment,  se  déterminent  par  l'équation 
générale  (183).  Ici  cette  équation  se  simplifie,  car  on  a  {fg*  3o) 

angle  (C,  I)r-r — angle  (A,  A'), 
anglc{A,  I)^-angle(aA'), 
angle  (  C,  J'  )  =:;      angle  (  A ,  A' ) , 

et  Téquation  devient 

■5În(A,  M)!»      sin(A,J')- sin(A,  1)  sin(A,Ml 


[sin(A.  M]"]* 
sin(C,  M)J  ■" 


sin(A,A')  8in(C,  M) 


-f-  I  -—  o. 
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Or 

sin  (  A,  J'  )  —  sin  (  A,  I  ;  =  sin  (  AC  -h  a'  )  —  sin  (  AC  —  IC) 

r=sin(AC-+- AA')  ~sin(AC— AA')  =r2CosAC.sinAA'. 


L^équation  devient  donc 


rsin(A,M)1» 


^  sin(A,M) 
acosAC    .     ....    -+- 1  =  o. 


sin(C,  Mj 
Les  racines  sont 

sin(A,  Ml  '    f  A   n\    ■ 

et  leur  produit  est  +  i ,  quelle  que  soit  la  direction  des  axes  fixes 
A.  et  C;  c'est-à-dire  que,  si  Ton  désigne  par  E  et  F  les  directions 
imaginaires  des  deux  rayons  doubles  des  deux  faisceaux,  on  a 

sin(A,  E)  sin  (A,  F)  _ 
siii(C,  Ej  sin  ( C,  l~j  ^  "^  '* 

Si  Taxe  C  est  perpendiculaire  à  A,  il  vient 

tîingAM  =  z!z  y  —  I     et     lang(A,  E)tang(A,  F)  -  - -h  i. 

Il  est  à  remarquer  que  ces  expressions  des  directions  imaginaires 
des  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  sont  indépendantes  de  la 
grandeur  de  Tangle  (A,  A'),  dont  les  deux  côtés  décrivent  les  deux 
faisceaux. 

Ces  résultats  trouveront  leur   application  dans  la  théorie  des 
coniques  planes  et  sphériques. 
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CHAPITRE  IX. 


THÉORIB    DE    L*IN VOLUTION. 


§  I.  —  Involation  de  six  points.  Relations  entre  ces  points. 

188.  Définition.  —  Quand  trois  systèmes  de  deux  points  con- 
jugués, situés  sur  une  même  droite^  sont  tels,  que  quatre  de  ces 
points,  pris  dans  les  trois  systèmes,  aient  un  rapport  anJiarmo- 
nique  égal  à  celui  des  quatre  points  qui  leur  sont  conjugués,  nous 
dirons  que  les  six  points  sont  en  involution. 

Ainsi,  soient  a,  a';  J,  b'  et  c,  cf  les  trois  systèmes  de  deux 
points  qui  se  correspondent  ou  sont  conjugués  deux  à  deux,  sa- 
voir a  et  af,  b  etb\  cetcf;  si  un  rapport  anharmonique  de  quatre 
de  ces  points,  tels  que  a,  b,  c  et  </,  est  égal  à  celui  des  quatre 
points  conjugués  af,  b',  d  et  c,  ces  six  points  seront  dits  en  invo- 
lution, 

189.  Quand  six  points  conjugués  deux  à  deux  sont  en  involu' 
tien,  de  quelque  manière  qu'on  en  prenne  quatre  appartenant  aux 
trois  couples,  leur  rapport  anharmonique  sera  toujours  égal  à 
celui  de  leurs  conjugués. 

Soient  les  trois  couples  de  points  conjugués  a,  al\by  V  etc,  d  \ 
il  faut  démontrer  que,  si  le  rapport  anharmonique  de  quatre  de  ces 
points,  tels  que  a,  b,  c,  c\  est  égal  à  celui  des  points  conjugués 
respectifs  ol,  A',  d ,  c,  il  en  sera  de  même  pour  tout  autre  sys- 
tème de  quatre  points,  pris  dans  les  trois  couples,  comparés  à 
leurs  conjugués. 

On  formera  un  autre  système  de  quatre  points  en  changeant  soit 


lao  TRAITE  DE  GEOMETRIE  SUPERIEURE.  —  CHAPITRE  IX. 

TuD  des  points  c,  (/  en  n/  ou  b\  soit  Tun  des  points  a,  b  en  son 
conjugué. 

1°  Si  l'on  change  cf  en  a',  on  aura  le  système  a,  i,  c,  a'  comparé 
à  a  y  b'y  d,  a.  Je  dis  que  les  rapports  anharmoniques  de  ces  deux 
systèmes  de  quatre  points  sont  égaux.  En  efTet,  les  deux  systèmes 

fl,  6,  c,  c  \     a\  b\  c\  r, 

ayant  leurs  rapports  anharmoniques  égaux,  on  a 

c'c     bc        ce'     b'c* 

—•—  •  ^__  — —  ^— —  •  ^-^— _ 

c'a  '  ba        ca'  '  b'a' 

et,  en  introduisant  dans  les  deux  membres  le  segment  a'a  à  la 
place  du  segment  c/c, 

.    a'c  ^  bc        ac'  ^  b'c 

équation  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  bj  Cy  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  conjugués  a'^  b'j 
c  y  a, 

a°  Si  l'on  change  l'un  des  deux  points  a,  b  en  son  conjugué, 
par  exemple  b  en  b'y  on  aura  les  deux  systèmes  a,  i',  c,  (/  et  rt',  &, 
(/y  c;  je  dis  que  leurs  rapports  anharmoniques  sont  égaux.  En 
effet,  l'égalité  des  rapports  anharmoniques  des  deux  systèmes 
a,  by  c,  (/  et  afy  b'y  (/,  c  s'exprime  par  Téquation 


Or  on  peut  écrire 


ca     c'a 

cW 

ca' 

cb  '  c'b  " 

'c'b'  ' 

cb' 

ca      c'a 

c'a' 

ca' 

cb'  '  cb'  ""  c'b  '  cb 


!.    ? 


et,  sous  cette  forme,  l'équation  exprime  que  les  quatre  points 
fl,  b'y  c,  </  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
</,  by  </y  c.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

190.  Quand  trois  systèmes  de  deux  points  conjugués  a,  a'; 
by  b'  et  Cy  d  sont  en  involution,  il  existe  entre  ces  points  les  sept 
équations  suivantes  ;  et,  réciproquement,  chacune  de  ces  équations 
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exprime  l'invobuion  et  comporte  les  six  autres  : 


ab,ab'       a'b.a'y 


r» 


(«) 


hc.he  ___  b'cb'c' 
ba .  ba'  ~"  b'a .  b'a'  ' 


ca,ca'         c'a^c'a' 


I  u 


(L^ 


cb.cb'        L-'ô.c'b 

ab' .  bc'  ,ca*  ^^  —  a!b,  b'c.  c^a, 

ab'  ,bc,c^a'z=.-  —  a'b,b'c^  ,ca, 

1  ab.b'c'  ,ca  =  —  ab',bc,c'a, 

ab .  b'c ,  c'a'  =  —  a'  b' .  bc' .  ca. 


% 

( 


En  eflety  chacune  de  ces  équations  peut  s^écrire  de  manière  à  ex- 
primer que  le  rapport  anharmonique  de  quatre  des  six  points  est 
égal  à  celui  des  quatre  points  conjugués.  Or  cette  égalité  a  lieu, 
puisque,  par  hypothèse,  les  six  points  sont  en  involution.  Donc  les 
équations  sont  vraies. 

Réciproquement,  chacune  de  ces  équations  exprime,  en  vertu  de 
cette  égalité  des  rapports  anharmoniques,  que  les  six  points  sont 
en  involution  (188),  et,  conséquemment,  comporte  les  six  autres, 
d'après  le  théorème  (189).  Donc,  etc. 

191.  Première  remarque.  —  Chacune  des  équations  (a)  s'écrit 
de  deux  manières,  sous  forme  d'égalité  de  deux  rapports  anhar- 
moniques, et  chacune  des  équations  (b)  de  trois  manières. 

Ainsi,  la  première  des  équations  (a)  s'écrit 

ab    a'b       a'b'     ab' 


ac     a  c        ac      ac 


> 


ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  £,  c,  al  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  conjugués  a',  V y  c',  a  ;  ou  bien 

ab      a'b        a'b'     ab' 


ac      a'c         a  c      ac 


ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  £,  c/,  cl  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  conjugués  cl^  b'j  c,  a. 
Pour  les  équations  (i),  prenons  la  seconde, 

ab' ,be,ca'-=z  —  a'b.b'c'  ,ca^ 
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et  introduisons  dans  les  deux  membres  le  facteur  aaf  ;  réquation 
pourra  s'écrire 


a' a     ca        aa'     c'a' 


a'b  '  cb^  ab'  '  c'b 


>» 


ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  i,  c,  a  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  af,  b',  (/,  a. 

Pareillement,  en  introduisant  le  facteur  bl/  dans  Téquation,  on 
l'écrit  de  manière  à  exprimer  que  les  quatre  points  a,  i,  c,  b^  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  de  leurs  conjugués  a',  i', 
c',  b. 

Et  enfin,  si  l'on  introduit  le  facteur  ce',  l'équation  exprime  que 
les  quatre  points  a,  b\  c,  d  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
celui  de  leurs  conjugués  ci,  b,  (/,  c  [*), 

192.  Deuxième  remarque,  —  On  voit  aisément  comment  se 
forment  les  équations  [a)  entre  huit  segments.  Pour  former  les 
équations  [b)  entre  six  segments,  on  prend  un  segment  tel  que 
ab  ;  puis  le  segment  compris  entre  le  conjugué  b'  du  point  b  et  un 
des  deux  points  du  troisième  couple,  tel  que  b'c  ;  puis  le  segment 
compris  entre  le  conjugué  c'  du  point  c,  et  le  conjugué  af  du  point 
du  premier  couple.  Le  produit  de  ces  trois  segments  ab.Vc.c* a' 
forme  le  premier  membre  de  l'équation  ;  et,  pour  former  le  second 
membre,  il  sufGt  de  changer  les  accents  et  le  signe  de  ce  premier 
produit,  c'est-à-dire  qu'on  ôte  les  accents  aux  lettres  qui  en  ont, 
et  qu'on  en  donne  aux  lettres  qui  n'en  ont  pas;  on  a  ainsi 
a'V^bc* .ca  avec  le  signe  — . 

193.  Quand  deux  segments  sont  placés  de  manière  que  l'un  se 
trouve  en  partie  sur  l'autre,  et  en  partie  au  dehors,  nous  dirons 
qu'ils  empiètent  l'un  sur  l'autre. 

Quand  trois  segments  aa',  bV,  ce'  sont  en  involution,  si  l'un 


C)  Quand  on  introdait  dans  l'équation  un  facteur  tel  que  ce',  co  sont  les  deux 
points  Of  V  du  segment  où  n'entrent  pas  e  et  c',  dans  le  premier  membre,  qui  for- 
meront avec  c  et  c'  les  quatre  points  qui  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
de  leurs  conjugués.  Pareillement,  quand  nous  avons  introduit  le  facteur  aa',  ce  sont 
les  deux  points  ^,  c  du  segment  bc  où  n'entrent  pas  a  et  a',  dans  le  premier  membrct 
qui  ont  formé  avec  a  et  a'  les  quatre  points  qui  ont  leur  rapport  anharmonique  é\ 
à  celui  de  leurs  conjugués. 
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d'eux  empiète  sur  un  autre,  il  empiète  également  sur  le  troisième. 
En  effety  si  aa'  empiète  sur  bb\  Tun  des  points  a,  a'  sera  sur 
le  segment  iJ' lui-même,  et  l'autre  au  dehors;  conséqucmment  les 
deux  produits  ah.aV  et  cih.dV  seront  de  signes  différents; 
donc,  diaprés  la  première  des  équations   (a),  les  deux  produits 


•• 


a  c       h    a'  h'  C 


ac.ad  et  Je, ad  seront  aussi  de  signes  différents  ;  ce  qui  prouve 
que  l'un  des  deux  points  a,  a'  est  sur  le  segment  ce'  et  l'autre  au 
dehors,  ou,  en  d'autres  termes,  que  le  segment  aa'  empiète  sur  ce'. 
11  suit  de  là  naturellement  que,  si  le  segment  aa'  n'empiète  pas 
>ur  bb',  il  n'empiétera  pas  non  plus  sur  cd. 

§  II.  —  Caa  particuliers  de  rinvolntion  de  six  points. 

194.  Les  quatre  points  a,  a',  b  et  V  étant  donnés,  le  point  c 
peut  être  pris  arbitrairement,  et  la  position  de  son  conjugué  cf  se 
détermine  par  l'une  des  sept  équations  (a)  et  [b). 

L'indétermination  du  point  c  donne  lieu  à  deux  cas  particuliers 
dans  lesquels  les  relations  d'involution  ont  lieu  entre  cinq  points 
seulement,  au  lieu  de  six  :  c'est  quand  le  point  c  est  pris  à  l'infini 
uu  bien  quand  ce  point  coïncide  avec  son  conjugué  c'. 


L 

193.  Supposons  le  point  c  à  l'infini,  et  appelons  O  le  point  con- 
jugué c';  les  équations  deviennent 

(  ab,ab'    aO 

a'b.aT  ""«^' 

ba,ba'    _     bO 
b'a.b'a'  "^  Va' 

\c]  /  Oa.Oa'  z=0b.0b\ 

Oa   _  ab^        Oa'  _  tn 


On  fib         On'        ri'b' 


Ob'        b'a'        0  6         ùa 
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Il  est  facile  de  vérifier  directement  que  chacune  de  ces  équa- 
tions exprime  que  le  point  O  forme,  avec  les  deux  couples  a,  a'  et 
b,  b'  une  involution  dans  laquelle  le  conjugué  de  ce  point  est  à 


-• — •- 


b'      o'  o 


rinfiniy  et  que  chacune  des  équations  comporte  toutes  les  autres. 
Prenons  les  trois  équations  de  forme  différente 

(i)  0a.0a'=0b.0b\ 


(3) 

La  première  s'écrit 


Oa' 
06 

a'b' 
=    6«' 

ab 
a'b 

.ab' 
.a'b' 

Oa 
■~  Oa'' 

Oa 
Ob' 

06' 
-Oa'' 

ou,  en  désignant  par  (V  le  point  situé  à  Tinfini, 

Oa^O'a_  OV     O^ 
Oi'îyb'^  ïy^  '  Ob'  ' 

Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  a,  A,  O,  C  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  a',  A',  (Y,  O,  et,  par 
conséquent,  que  les  trois  couples  a,  a';  A,  b'  etO,  C  sont  en  invo- 
lution. 

Il  s'ensuit  que  Ton  a 

cro .  ^O  _  0(y  .  ^' 

^^'  W^''J^~Oa''  bW' 

,  O'O    O'O  .  ,  p      .  . 

ou,  parce  que  les  rapports  rry-»  -r-r?  sont  égaux  a  1  unité, 


tLf 


Oa'       a'b 


Ob'^  ba  ^ 

ce  qui  est  Téquation  (2). 

Pour  obtenir  l'équation  (3),  remplaçons  dans  l'équation  (4)  1^ 
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segment  (ÏO,  facteur  commun  aux  deux  membres,  par  aa';  on  a 


a'O    bO       aO'    b'O' 

a' a  '  ba        cm'  '  bW 


Cette  équation  prouve  que  les  quatre  points  a,  b,  O,  a'  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  a',  h\  CK,  a.  Par 
conséquent,  on  a  cette  autre  égalité 

ab  ,a'b  _a!b\  ab' 

ou,  parce  que  le  rapport  -7^  est  égal  à  Tunité, 

ab.ab'  aO 


a'b.a'b*       a'O 
ce  qui  est  Téquation  (3). 

196.  autrement.  On  peut  encore  déduire  les  équations  Tune  de 

Tautre  sans  se  servir  des  rapports  anharmoniques.  L*équation  (i) 

secrit 

Oa'  _0b 

Ob' "(Ta' 

d'où 


fU 


Oa'        _       Ob  Oa'  _  a'b 

ce  qui  est  Téquation  (2). 
On  a  pareillement  t^t?  =  t;-  î   et ,   en    multipliant  membre  à 


,  j  .  .  Oa'  n'b.a'b'    -^  . 

membre  ces  deux  équations,  ^,  ^ ,,  =  — ; — rr'  Mais 

■*  Ob,Ob'        ab,ab' 

0b.0b'=0a.0a', 

Téqaation  se  réduit  donc  à 

Oa        ab.ab' 
0^'^  a'b.a'b'^ 

ce  qui  est  l'équation  (3). 
Réciproquement,  on  remonte  de  Téquation  (2)  à  Péquation  (i); 
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car  Téquation  (2)  s'écrit 

On'        Oh  On'        __        Oh 

VU'~'h^     °^     Ob'  —Oa!  "'  Ô^—  ÔV 

d'où 

Oa'       Oh  ^      ^    ,       ^.    ^,, 

;r-r7  =  A—     ««     Oa  .0  o!  —  Oh  ,0b' . 
Ob'       Oa 

Pour  conclure  Téquation  (i)  de  Téquation  (3),  nous  dirons  :  si 
Téquation  (i)  n'avait  pas  lieu,  on  pourrait  déterminer  un  point  0 
satisfaisant  à  l'équation 

Cla.Cla'  =^Q,b,£Lb\ 
Mais  de  cette  équation  on  conclut 

ah.ab'         Cia 


fUf  n^/' 


I  l'autre. 


a'b^a'b'       £ïa 

on  a  donc  — ;  =  p--;»  ce  qui  prouve  que  le  point  û  n'est  pas  autre 

que  le  point  O.  Ainsi,  l'équation  (i)  est  une  conséquence  de  l'équa- 
tion (3),  et,  par  conséquent,  l'équation  (2)  s'ensuit  aussi. 

197.  L'équation  0a.0a'=0A.0i'  fait  voir  que,  si  les  deux 
points  a,  a'  sont  d'un  même  côté  du  point  O,  auquel  cas  les  deux 
segments  Oa,  O^  sont  de  même  signe,  il  en  est  de  même  des  deux 
points  b,  b',  et  que,  si  les  deux  points  a,  et  sont  situés  de  part  et 
d'autre  du  point  O,  il  en  est  de  même  encore  des  deux  points  £,  V. 

D'après  cela,  si  les  deux  segments  aa ,  bV  empiètent  l'un  sur 
l'autre,  le  point  O  est  nécessairement  situé  sur  la  partie  qui  leur 
est  commune,  car,  s'il  était  situé  au  delà  des  deux  segments, 
l'un  des  deux  produits  Oa.Oa',  0&.0&'  serait  plus  grand  que 


Si  l'un  des  deux  segments  est  entièrement  sur  l'autre,  le  point  0 
est  évidemment  au  delà  des  deux. 

Enfin,  si  les  deux  segments  n'ont  aucune  partie  commune,  le 
point  O  est  situé  entre  les  deux,  car  il  ne  peut  être  sur  l'un  des 
deux,  parce  qu'alors  les  deux  produits  n'auraient  pas  le  même 
signe,  et  il  ne  peut  être  au  delà  des  deux  segments,  parce  que  l'un 
des  produits  serait  évidemment  plus  grand  que  l'autre. 
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II. 

198.  Supposons  que  les  deux  points  c,  d ^  qui  forment  avec  les 
deux  systèmes  a,  a!  el  b^V  une  involution,  coïncident  en  un  seul, 
que  nous  appellerons  un  point  double  de  l'involution;  désignons 
ce  point  par  e;  nos  sept  équations  se  réduiront  aux  quatre  sui- 

>  an  tes  : 

^—  » 

ab .  ab*         an 

a'b.a'b'^-T'^' 
ae 

' — s 
ba .  ba'         be 

ab' .  be .  ea'  — -  —  a'b .  b'e .  ea^ 
ab,Ve,ea'^^  —  a'b\be.ea. 

Chacune  de  ces  équations  exprime  que  le  point  e  forme  avec  les 
deux  systèmes  a,  {^  et  &,  b'  une  involution  dans  laquelle  le  conju- 
gué de  ce  point  coïncide  avec  ce  point  lui-même.  La  position  des 


e     b'      a' 


points  qui  jouissent  de  cette  propriété  est  déterminée  par  chacune 
des  quatre  équations,  lesquelles,  étant  du  second  degré,  donnent 
deux  solutions,  c'est-à-dire  deux  positions  du  point  e.  Il  existe 
donc  deux  points  doubles  de  Tinvolution. 

199.  Le  premier  de  ces  deux  points  restant  désigné  par  e,  appe- 
lons/* le  second;  on  aura 

ab.nb'        a/ 


Par  conséquent, 


a'b.  a'b'       -ry 


ae    a/  ae af 


Nous  donnons  le  signe  —  au  second  membre,  parce  qu'avec  le 
signe -f-  les  deux  points  e,/* seraient  nécessairement  coïncidents, 
ce  qui  n'a  pas  lieu. 


On  a  de  mime  — -  =  —  -,- - 

Ce4  relations  proarent  que  :  Xev  ileicx  points  dont  chacun  coïn- 
cide avec  son  conjugué  diinsent  harmoniquemenl  chacun  des  deux 
iegments  zal^  hW. 

La  déterminalion  de  ces  deax  points  doubles  dépendant  d*une 
équation  do  second  degré ,  ils  peuvent  être  imaginaires;  ce  qui  a 
lieu  quand  les  deux  segments  oi^n  hV  empiètent  Fun  sur  Fautre, 
comme  on  Ta  vu  dans  la  théorie  du  rapport  harmonique  ;63). 

200.  Réciproquement  :  «Si  deux  points  e.  f  divisent  harmofd" 
quement  à  la  fois  deux  segments  aa',  bb\  chacun  de  ces  points 
formera  avec  les  deux  couples  a,  a'  et  b,  1/  une  involution  dans 
laquelle  ce  point  sera  lui-même  son  conjugué. 

En  effely  on  aura  les  deux  équations 

ef       ea       ea  ef      eu       eh      ^      * 


d'où  Ton  déduit 


ea       eb  \ea'      eb^  ) 

eb  —  ea eb'  —  ea' 

ea ,  eb  ea* .  eb' 


ab    _         afb' 
ea,eb  ea' ,eb' 


OU 


ab  ,b'  e  ,ea!  •=z —  a'b'  ,be,ea^ 
ce  qui  est  Tune  des  équations  [d).  Donc,  etc. 

m. 

201.  Le  point  e  peut  être  à  Tinfini;  alârs  les  équations  [d)  de- 
viennent 

ab.ab'=za'b.a'b\ 

ba.ba'=b'a.b'a\ 

ab  =  Va\     ab'=ba'. 
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et  le  second  point  /  se  trouve  au  milieu  de  chacun  des  deux  seg- 
ments CLa\  bb'. 

On  vérifie  aisément  que  les  deux  couples  de  points  a,  a'  et  by  V 
foot  une  involution  soit  avec  le  point  e  à  l'infini,  soit  avec  le 
point  y,  car  la  première  équation,  par  exemple,  s'écrit 

ab     azo        a'b'    a' zo 


a'b  "fl'oo        ab'  '  azo 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  a',  i,  oo  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  a\  a,  b',  oo  .  Donc 
les  deux  couples  a,  a!  et  i,  b'  et  deux  points  coïncidents  à  l'infini 
forment  une  involution. 

De  même  à  l'égard  du  point/;  car,  puisque  af=^  —  a'fy  la 
même  équation  se  peut  écrire 

ab^^qf__a'b\a'f 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  a',  bjf  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  a\  a,  &',/,  et,  par  consé- 
quent, que  les  deux  couples  a,  a'  et  &,  b'  et  deux  points  coïnci- 
dents en  f  sont  en  involution . 

§  m.  —  Propriétés  de  six  points  en  involation.  Point  central. 

Points  doubles. 

I.  —  Proposition  générale. 

S02.    Quand  six  points  a,  a';  b,  b';  c,  c'  sont  en  immolation,  si 
.  l'on  prend  deux  autres  points  d,  à'  formant  avec  les  deux  pre- 
miers couples  a,  a'  e^  b,  b'  une  involution,  ces  deux  mêmes  points 
formeront  aussi  une  involution  avec  le  troisième  couple  et  l'un 
des  deux  premiers. 

En  effet,  les  trois  couples  a,  a'  \  i,  b'  et  c,  c'  étant  en  involu- 
tion, les  quatre  points  a,  i,  i',  c  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique égal  à  celui  des  quatre  a',  i',  i,  c',  ce  que  l'on  exprime  par 
Téquation 


ab     cb       a'b'    c'b' 
ab'  'cb''^  a'b'  c'b 

CHAfUf .  - 

-  Géom,  tup. 

De  même,  les  trois  systèmes  a,  a'  ;  b,  b';  d,  d'  étant  en  involu- 
lion,  on  a 

ah    db        a'b'    tfb' 


ab'ab'        a'b'db 
De  CCS  Aenx  équations  se  déduit  la  suivante 

cb      db         cb'    d^b' 


cb''db'        c'b'd:b 

laquelle  prouve  que  les  quatre  points  A,  b',  c,  d  ont  leur  rapport 
nn harmonique  égal  à  celui  des  quatre  b'j  b,  c\  d'.  Donc  les  trois 
.•»)f»tènie»  i,  b'\  c,  c' et  d,  d'  forment  une  involution. 

c.    Q.    F.    D. 
11.  —  Point  central, 

203.   Le  point  O  déterminé  par  la  relation 

forinc  avec  les  deux  couples  a,  a'  et  b,  V  une  involution  dans 
lu(|uelle  le  conjugué  de  ce  point  est  à  Tinfini  (195).  Donc,  d'après 
lo  théorème  qui  vient  d'être  démontré,  ce  point  jouit  de  la  même 
propriété  ù  Tégard  des  deux  couples  i,  V  et  c,  c*,  et  satisfait,  par 
ron5é(|ucnt,  i\  l'équation 

06.06'  -T Oc. Oc'. 

On  u  donc  ce  théorème  général  : 

{)%u%nd  trois  systèmes  de  deux  points  sont  en  involution,  il  existe 
toujours  un  certaiti  ftoint  dont  les  distances  à  deux  points  conju- 
gues ifurlcotfifues  donnent  un  produit  constant. 

Nous  (ippoUon>ns  ce  point  remarquable  le  point  central  de 
riuxoUilioiu  V*^  point  c^it/ru/ formant  avec  deux  quelconques  des 
livU  cvnipirs  do  poinis  une  involution  dans  laquelle  son  conjugué 
c>^l  i  riutiniv  il  <^\isle  enire  ce  point  et  deux  quelconques  des 
livi^  ^'x^uplos  «"n  inxolutiou  tv^utes  les  relations  exprimées  par  les 

A^k  Hcvîprvs^u^nuewt  .^  ^*t.tv/  ;/\*ip  cv*c«/Wi»  de  p^M^zis  a.  a':  b. 
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b';  c,  c'  sont  liés  par  les  relations 

0a.0a':=0b.0b'rz=0c,0c\ 

ces  six  points,  conjugues  deux  à  deux,  sont  en  ins^olution. 

Cette  réciproque  dérive  immédiatement  de  la  proposition  di- 
recte ,  car,  si  le  point  c'  ne  formait  pas  avec  les  cinq  autres  a,  a', 
b,  b*  et  c  une  involution,  il  existerait  un  autre  point  c/'  qui  ferait 
rinvolution,  et  Ton  aurait,  à  Tégard  du  point  O  déterminé  par 
Téquation 

0a.0a'~0b.0b\ 


cette  seconde  relation 


d'où  Ton  conclut 


0a.0a'~0c,0c'\ 


Oc' -.'Oc'. 


Donc  les  six  points  a,  a\  b,  b',  c,  c'  sont  en  involution. 

Autrement,  Appelons  O'  le  point  situé  à  Tinfini  ;  Téquation 
Oa.0a'=  Oi.Oi' prouve  (195)  que  les  trois  couples  a,  a';  A,  i'  et 
0,  (ysont  en  involution .  Pareillement,  Téquation  O  a .  O  a'  =  Oc .  Oc' 
exprime  que  les  trois  couples  a,  a'\  c,  c'  et  O,  O'  forment  une  in- 
volution. Donc,  d'après  le  théorème  (202),  les  trois  couples  a,  a*\ 
i,  V  et  c,  c*  forment  une  involution.  c.  q.  f.  d. 

Autrement,  L*équation  Oa.Oa'=  Ob.Ob'  donne  (196) 


Oa        ai 


Ob'       b'a' 
I/équation  OA.Oi'  =  Oc. Oc'  donne  pareillement 

Ob'  _b'c 

ctTéquation  Oc.Oc'=:  Oa.Oa' 

Oc'       c'a' 

•       •~~  ■       • 

Oa         ac 
Multipliant  ces  trois  équations  membre  à  membre,  on  a 

ab .  b'c  .c^a'=z  —  a'b' .  bc' ,  ca  ; 


9 
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équation  qui  prouve  que  les  six  points  a,  a';  b^  V  et  c,  d  sont  en 
involution.  c.  q.  f.  d. 

On  peut  aussi  déduire  des  égalités  proposées  les  équations  d^in- 
volution  à  huit  segments. 

En  eflel,  on  a 


Oa         ah  Oa nh* 


d'où 


Oa  ab.ah' 


Ob,Ob'~  a'b.a'b' 


Pareillement, 


•2 


Oa  ac.ac' 


Or 


on  en  conclut  donc 


Oc.  Oc'       a^ca'c 


0b.0b'=:0c,0c, 


ah,aV         acac^ 
a'b.a'b'^  a'c.a'c'' 


ce  qui  est  une  des  équations  (a)  à  huit  segments  (190). 

203.  Observation,  —  La  propriété  du  point  central  (203)  carac- 
térise d'une  manière  très-simple  le  système  de  six  points  en  invo- 
lution. Toutefois,  cette  propriété  ne  me  paraît  pas  être  la  plus 
propre  à  définir  Tinvolution,  parce  qu'elle  repose  sur  la  considé- 
ration d'un  point  étranger  au  système  des  six  points  dont  il  faut 
exprimer  les  relations  mutuelles  ,  tandis  que,  par  la  notion  du  rap- 
port anharmonique,  on  exprime  immédiatement  ces  relations,  en 
ne  considérant  que  les  six  points  eux-mêmes.  Une  autre  raison 
peut  nous  porter  à  écarter  la  définition  résultante  de  la  propriété 
du  point  central  :  c'est  que  cette  propriété  est  rarement  celle  qui 
donne  lieu  aux  applications  de  la  théorie  de  l'involution,  applica- 
tions qui  se  présenteront  fréquemment  dans  la  recherche  des  pro- 
priétés des  figures  rectilignes,  et  surtout  dans  la  théorie  des  sec- 
tions coniques. 

206.  Si  sur  deux  segments  aa',  bb'  on  décrit  deux  circonfé- 
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rences  de  cercle  quelconques,  leur  corde  commune  passera  tou- 
jours  par  le  point  central  O. 

En  eflety  soit  g  Fun  des  points  d'intersection  de  ces  deux  cir- 
conférences; je  dis  que  la  droite  Og  passe  par  leur  second  point 
d'intersection  y  car,  si  Ton  désigne  par  g'  et  g^'  les  points  où  cette 
droite  rencontre  les  deux  circonférences,  on  aura 

0g.0^=0a.0a'     et     05^.0^"=  0^.06'. 
Or 

Oa.OaznOh.Oh', 
donc 

c'est-à-dire  que  les  deux  points  g'^  g"  coïncident.  Donc,  etc. 

207.   Il  suit  de  là  que  : 

»Si  sur  trois  segments  en  insolation  on  décrit  trois  circonfé- 
rences  de  cercle  passant  par  un  même  point  quelconque,  ces  cir^ 
conférences  passeront  toutes  trois  par  un  second  point,  et  leur 
corde  commune  passera  par  le  point  central  de  l' insolution. 

206.    On  conclut  encore  que  : 

Les  circonférences  décrites  sur  trois  segments  en  inuolution 
pris  pour  diamètres  passent  toutes  trois  par  deux  mêmes  points. 

En  effet,  les  cordes  communes  à  ces  circonférences  prises  deux 
à  deux  passent  toutes  trois  parle  point  central  (206),  mais  elles 
sont  perpendiculaires  à  la  droite  sur  laquelle  sont  situés  les  trois 
segments;  donc  elles  coïncident.  Donc,  etc. 

209.  Les  points  d'intersection  des  trois  circonférences  peuvent 
être  imaginaires,  ce  qui  aura  lieu  si  les  segments  n'empiètent  pas 
l'un  sur  l'autre  ;  on  dit  alors  qu'elles  ont  le  même  axe  radical. 

Ou  bien,  si  l'on  veut  spécifier  ce  cas  par  une  propriété  qui  lui 
est  propre,  on  dira  que  : 

Les  tangentes  menées  du  point  central  aux  trois  circonférences 
sont  de  même  longueur. 
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210.  Quand  les  trois  circonférences  décrites  sur  les  trois  seg- 
ments aa! ^  bb'j  ce'  comme  diamètres  se  coupent,  les  droites 
menées  d'un  des  points  d'intersection  aux  extrémités  de  chaque 
segment  sont  rectangulaires  ;  on  peut  donc  dire  que  : 

Quand  trois  segments  en  ligne  droite  forment  une  inyolution, 
il  existe  deux  points  (réels  ou  imaginaires)  de  chacun  desquels 
on  "voit  les  trois  segments  soiis  des  angles  droits. 

D'où  il  suit,  réciproquement,  que  : 

^i  un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet,  les  segments 
qu'il  intercepte  sur  une  droite  fixe,  dans  trois  quelconques  de  ses 
positions,  ont  leurs  extrémités  en  im^olution. 

III.  —  Points  doubles, 

211.  Considérons  maintenant  les  deux  points  Cyf^  dont  chacun 
forme  avec  les  quatre  a,  a'  et  b,  b'  une  involution  de  cinq  points 
dans  laquelle  ce  point  e  ouy  coïncide  avec  son  conjugué  (198). 
D'après  la  proposition  (202),  ces  deux  points  jouissent  de  la  même 
propriété  à  l'égard  des  deux  systèmes  i,  i'  et  c,  c'.  Donc  ils  di- 
visent harmoniquement  à  la  fois  les  trois  segments  ac{^  bV ^  cd  (199). 
On  a  donc  ce  théorème  : 

Quand  trois  systèmes  de  deux  points  a,  a';  b,  h'  et  c,  c'  sont 
en  involution,  il  existe  deux  points  [réels  ou  imaginaires)  qui 
divisent  harmoniquement  les  trois  segments  aa',  bb',  ce'. 

Nous  avons  appelé  ces  deux  points,  dont  la  considération  sera 
souvent  utile,  les  points  doubles  de  Tinvolution  (198). 

Il  existe  entfe  chacun  de  ces  points  et  deux  quelconques  des 
trois  couples  de  points  en  involution  toutes  les  relations  exprimées 
par  les  équations  [d)  (198),  et  chacune  de  ces  équations  pourra 
servir  pour  déterminer  les  deux  points  en  question. 

212.  Les  deux  points  doubles  sont  de  part  et  d'autre  et  à  égali^ 
distance  du  point  central. 

En  effet,  le  point  e  formant  une  involution  avec  les  quatre  a,  a! 
et  i,  b\  on  a 

0a.0a'=0b,0b'  =  ^€] 
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Cl  pareillement  à  l'égard  du  point  y;  donc 


Il  est  clair  qu'il  faut  prendre  le  signe  — ,  puisque  avec  le  signe 
les  deux  points  Cyfse  confondraient.  Les  deux  points  sont  donc, 
de  part  et  d'autre  du  point  O,  à  égale  distance  de  ce  point. 

La  relation  Oe  =  Oa,Oa'  montre  que  ces  deux  points  seront 
imaginaires  quand  le  point  O  se  trouvera  sur  les  segments  aa'^ 
bV y  ce  qui  a  lieu  quand  ces  deux  segments  empiètent  l'un  sur 
raulre(197). 

Au  contraire ,  les  deux  points  doubles  sont  réels  quand  deux 
segments  sont  compris  l'un  sur  l'autre  ou  n'ont  aucune  partie  com- 
mune. 

213.  Les  points  doubles  de  V involution  à  laquelle  appartiennent 
les  deujc  couples  de  points  conjugués  a,  a'  ef  b,  h*  Jorment  une 
involution  de  six  points  avec  les  deux  couples  a,  b'  ef  a',  b. 

En  effet,  on  a  les  deux  équations 

ea'.eb~      a'V     fa'.fb"       a'b     ^^^^^' 

Donc 

ea .  eb'      fa  ,fb' 

ea'  ,eb      fà  ,fb 

ce  qui  exprime  que  les  trois  segments  ab\  a'b  et  ©/"sont  en  invo- 
lution. 

Autrement,  Les  deux  points  e,  f  divisent  harmoniquemcnl 
chacun  des  deux  segments  aa',  Ai',  de  sorte  que  l'on  a 


Donc 


ae            a'e             he 

b'e 
b'f 

ae .  a'e       b'f  _  bf 

a}'  af      ï'e '  be ' 

ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  a',  <?,  /  ont  leur  rapport 
enharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  V y  byfy  e.  Donc  les 
trois  couples  a,  i';  a',  b  et  e,  y  forment  une  involution. 

c.   Q.   F.   n. 
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Ce  que  nous  disons  des  deux  segments  ab\  a!b  s^enlend  des 
deux  aby  clV\  de  sorte  que  les  deux  points  e, /*  appartiennent, 
comme  points  conjugués,  à  deux  involutions  différentes,  dans  cha- 
cune desquelles  les  quatre  autres  points  sont  a,  ci^  b,  Vj  mais  ac- 
couplés différemment. 

§  IV.  —  Gonstmction  du  point  central,  des  deux  pointe  doubles 

et  du  sixième  point  d'une  involntion. 

214.  Deux  systèmes  de  points  conjugués  a^  cf  eib^V  suffisent 
pour  déterminer  le  point  central  et  les  deux  points  doubles  d'une 
involution  (203,211). 

I.  —   Construction  du  point  central. 

Si  les  deux  segments  aa\  bV  empiètent  l'un  sur  l'autre,  on 
pourra  décrire  sur  ces  segments  comme  diamètres  deux  cercles 
dont  la  corde  commune  déterminera  le  point  central  (206). 

Si  les  deux  segments  n'empiètent  pas  l'un  sur  l'autre,  on  mènera 
par  un  même  point  quelconque  gy  pris  au  dehors  de  la  droite  ah  y 
deux  cercles  ayant  pour  cordes  respectives  les  deux  segments  oâ', 
bV .  Ces  deux  cercles  se  couperont  en  un  second  point  g^,  et  la 
droite  g^  déterminera  sur  ab  un  point  O  qui  sera  le  point  central , 
car  on  aura 

Autrement,  Le  point  O  est  déterminé  par  l'équation 

Par  conséquent,  si  l'on  mène  par  les  points  a  et  i  deux  droites 
parallèles  aoL^  &6,  égales  respectivement  aux  deux  segments  aily 
balj  la  droite  a&  qui  joindra  leurs  extrémités  déterminera  le 
point  O. 

Les  deux  segments  aaj  bS  seront  pris  dans  le  même  sens  ou  en 
sens  contraires  selon  que  les  deux  ab^y  ba!^  auxquels  ils  sont  égaux, 
seront  eux-mêmes  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 

Cette  construction  est  toujours  praticable,  quelle  que  soit  la 
position  relative  des  deux  segments  aa\  bV. 
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215.    SbGMEITTS    AELàTIFS    AU    POINT    CENTRAL.    De   réquatlOIl 

Otf      ab*  j.j   . 

-7=  7-7  on  déauit 
0^      ba 


Oa  ah'  Oa  ab 


t 


ou       — r  =  r—, o-  • 


06  — Oa       ba'-^ab'  ab       ba' -^  b'a 

Donc 

^  ab,ab' 

ab  -h  a  b 

et,  en  appelant  a,  6  les  milieux  des  deux  segments  at^,  bb\ 


^       ab,ab' 

aO       —. 

aa5 

Pareillement 

a'b.a'b' 
au  — —  • 

2  «6 

On  a 

iMà\W\M^ 

^       aO-+-fl'0 

«0           ^       ; 

uonc 

^       ab.ab'A-a'b.a'b' 
aO  — z-^: 

4a6 

Ces  expressions  de  a  O  et  a  O  permettent  de  supposer  les  deux 
points  b^  V  imaginaires.  Nous  donnerons  plus  loin  (223)  une 
construction  du  point  O  qui  s'applique  au  cas  où  les  deux  points  a, 
d  sont  aussi  imaginaires. 

II.  —  Construction  des  deux  points  doubles, 

216.  Nous  avons  vu  (211)  que  les  deux  points  doubles  se 
peuvent  déterminer  par  chacune  des  équations  [d)  (108).  La  pre- 
mière donne 

ae _j_  \lab,ab* 

«'^  yjVb7i'~b'  * 

Il  s'agit  donc  de  diviser  le  segment  ad  en  raison  donnée.  On 
mènera  par  les  points  a,  cl  deux  droites  parallèles  ak^  aiV,  égales 

respectivement  à  ^ab.aV  et  yjalb.(ib'\  la  droite  qui  joindra 
leurs  extrémités  marquera  le  point  Cy   et,  si  Ton  prend  clV  égale 
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à  a*W^  mais  en  sens  contraire,  la  droite  kK"  marquera  le  point  J. 

Pour  déterminer  les  longueurs  des  deux  lignes  ah^  dV y  il  suffira 
de  décrire  sur  le  segment  hV  comme  diamètre  une  circonférence 
de  cercle  et  de  mener  par  les  points  a,  d  soit  les  tangentes  a  cette 
circonférence,  soit  ses  demi-cordes  perpendiculaires  au  dia- 
mètre hV , 

Si  les  deux  segments  ad  y  hV  empiètent  Fun  sur  Tautre,  Tun 
des  deux  produits   ab,aV^  dh.dV  est  négatif,  et  l'expression 


ae 


de  -7-  imaginaire;  la  construction  n'a  plus  lieu,  jet  les  deux  points 


ae 


cherchés  sont  imaginaires. 

Dans  tous  les  autres  cas,  même  quand  un  des  segments  aa',  hV  ou 
tous  les  deux  sont  imaginaires,  les  deux  points  e,y*sont  réels. 

Autrement.  Par  un  point  g  pris  arbitrairement,  on  mènera 
deux  cercles  ayant  pour  cordes  respectives  les  deux  segments  ab\ 
db.  Ces  deux  cercles  se  couperont  en  un  second  point  g'.  Par  le 
même  point  g  on  fera  passer  deux  autres  cercles  ayant  pour  cordes 
les  deux  segments  aby  db\  lesquels  se  couperont  en  un  autre 
point  ^' ,  Le  cercle  mené  par  les  trois  points  gy  ^,  g"  passera  par 
les  deux  points  cherchés  e,y. 

En  effet,  les  trois  segments  ai',  db  et  efsonl  en  involution  (213). 
il  s'ensuit  que  le  cercle  mené  par  le  point  g  et  ayant  pour  corde  le 
segment  ef  passe  par  le  point  d'intersection  ^  des  cercles  qui  ont 
pour  cordes  les  deux  segments  ah' y  db  (207).  Pareillement,  ce 
cercle  passe  par  le  point  g^.  Donc,  etc. 

Si  le  cercle  déterminé  par  les  trois  points  g,  g',  ^'  ne  rencontre 
pas  la  droite  aby  les  deux  points  doubles  seront  imaginaires. 

u4utrement.  Sur  les  deux  segments  aV  eldb  comme  diamètres 
on  décrira  deux  circonférences,  et  sur  les  deux  segments  ab^  db' 
deux  autres  circonférences  ;  par  les  points  d'intersection  de  ces 
deux-ci  et  les  points  d'intersection  des  deux  premières  on  fera 
passer  une  circonférence,  laquelle  déterminera  les  deux  points  e,y. 
Cela  résulte  de  ce  que  les  trois  segments  ab\  db  et  efsonX,  en  in- 
volution, ainsi  que  les  trois  aby  dU  et  ef. 

217.  Remarque.  —  Quand  les  deux  points  doubles  sont  ima- 
ginaires, il  existe  une  certaine  différence  entre  cette  dernière 
coDstruclion  et  la  précédente.  Dans  celle-ei,  le  cercle  qui  dé  ter- 
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mine  les  deux  points  cherchés  est  toujours  constructible  ;  mais  il 
peut  ne  pas  rencontrer  la  droite  aal  ^  ce  qui  arrive  quand  ces  points 
soDt  imaginaires.  Dans  la  seconde  construction,  le  cercle  qui  doit 
déterminer  ces  deux  points  cesse  d'être  constructible  quand  ils 
sont  imaginaires. 

218.  Segments  relatifs  Atx  points  doubles.  —  Après  que  l'on 
a  construit  le  point  central,  on  peut  déterminer  les  points  doubles 
par  les  expressions 


0^  =  dryOa*  —  «rt". 


qui  permettent  de  supposer  les  deux  couples  de  points  a,  ci  et  &,  V 
imaginaires. 
La   première    donne,    en    vertu    des    expressions    de    Oa    et 

()«'(2i5), 


_            ,    Jab,ab  ,a  b,a  b 
Oez—-±i 

2«b 


e(  par  conséquent 


,       Jab.ab'  ,a'  b,a'b' 


On  a  a«  =  aO  —  eO,  ou,  d'après  les  expressions  de  aO  et  eO, 


_  ab.ab'-\-a'b.a'b'  _^  ijab,ab\a'b,a' b' 

4  «6  ?'  «6 

Les  deux  signes  db  répondent  aux  deux  points  doubles  e,/. 

Cette  expression  de  ae  montre  que  ces  deux  points  sont  réels 
quand  le  produit  ah.aV .alh.dV  est  positif,  et  l'on  reconnaît  ai- 
sément que  cela  a  toujours  lieu  quand  les  deux  segments  ad  y  bV 
>ont  l'un  entièrement  sur  l'autre  ou  l'un  au  delà  de  l'autre,  et 
qu'au  contraire  le  produit  est  toujours  négatif  quand  les  deux  seg- 
ments empiètent  l'un  sur  l'autre. 
L'expression  de  a e  se  met  sous  la  forme  plus  simple 

(  JâbTâb'  ±L  J'^'bZ^'l' f 

4ae 
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On  peut  y  supposer  les  deux  points  bj  V  imaginaires,  parce  que 
les  produits  ab,ab'y  a'b.a'V  et  le  point  S,  milieu  du  segment  bb'j 
sont  toujours  réels. 

Nous  donnerons  plus  loin  (228,  coroll.  I)  une  relation  qui  peut 
servir  à  déterminer  les  deux  points  doubles  dans  le  cas  où  les  seg- 
ments aalj  bV  sont  tous  deux  imaginaires. 

On  a  semblablement  pour  6  e  l'expression 


€e=: 


(  \jba .  ba  ip  \jb'a .  b' a!  )* 


46a 

Nous  écrivons  zp,  parce  qu'on  doit  avoir  entre  les  trois  points  a, 
6  et  e  la  relation  ae-|-eS-+-6a  =  o,  qui  se  trouve  ainsi  satisfaite. 
Le  rapport  des  deux  segments  aé,  6e  est 

6^  ""  (  sjT^Jb^  qz  sjb'a,  b'a'  j'  ' 

Il  peut  prendre  une  forme  plus  simple.  Qu'on  chasse  les  radicaux 
dans  le  numérateur,  en  multipliant  les  deux  termes  par 

{^ab.ab'z^yJa'b.a'b'Y', 
on  obtient 

atf_  [ab.ab'  —  a'b.a'b'Y 


^^       [[ab  +  fl'ô')  yjab'  .a'b  ip  [a'b  4-  ab')^ab.a'b' l'^ 
Or,  d'une  part, 

jr-  =  aO     et     — -:=fl'0      215  , 

d'où 

ab.ab'  —  a'b.a'b'=  2«6(aO  —  aO)  ==  ^aS.aa', 

et,  d'autre  part, 

a^  4- a'^'^=^  2a6     et     a' b  -h  ab' =:  ^  aÇ     (5). 

Il  vient  donc 

— 1 
ue  aa' 


'»  \* 


^^       {)/ab'.a'bzp)/ab.a'b') 
L'un  des  signes  convient  au  rapport  y-  et  l'autre  à  -ri  • 
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ni.  —  Construction  du  sixième  point  cTune  involution, 

219.  Soient  a,  J  et  b^  V  deux  couples  de  points  conjugues  et  c 
un  cinquième  point  d'une  involution  dont  on  veut  trouver  le 
sixième  point  d.  Par  un  point  g  pris  arbitrairement,  on  fera  passer 
deux  circonférences  de  cercle  ayant  pour  cordes  respectives  les 
deux  segments  dalj  hV\  elles  se  rencontreront  en  un  second 
point  ^ y  et  la  circonférence  menée  par  les  trois  points  g,  g^  Ql  c 
coupera  la  droite  abc  en  un  second  point  d  qui  sera  le  sixième 
point  de  Tinvolution  (207). 

Cette  construction  subsiste  quand  Tun  des  segments  €ta!,  hV  ou 
tous  deux  sont  imaginaires,  parce  que  Ton  peut  mener  par  un  point 
donné  un  cercle  qui  ait  pour  points  d'intersection  imaginaires 
avec  une  droite  deux  points  imaginaires  déterminés  par  leurs  e/e- 
ments{9i)j  ainsi  que  nous  le  verrons  dans  la  théorie  des  cercles. 

Âutrenient.  Après  qu'on  a  déterminé  le  point  central  O,  on 
peut  prendre 

Oa.Oa' 


Od=z 


Oc 


Cette  formule  s'applique  d'elle-même  au  cas  où  les  couples  de 
points  ay  a'  et  b^  V  sont  imaginaires. 

Nous  donnerons  plus  loin  (Chap.  XIII)  une  construction  géné- 
rale indépendante  du  point  central  et  dans  laquelle  on  n'a  à  déter- 
miner que  des  centres  de  moyennes  harmoniques  relatifs  à  deux 
points,  ce  qui  se  fait  par  une  même  construction,  soit  que  ces 
points  soient  réels  ou  imaginaires  (81). 

§  Y.  —  Relation  entre  six  points  en  involution,  dans  laquelle  entre 

nn  point  arbitraire. 

220.  Lemmb.  —  Etant  pris  sur  une  droite  trois  segments  fixes 
quelconques  aa^  bb^  ce',  dont  les  milieux  sont  et,  S,  y,  et  un  point 
m,  la /onction 

ma.ma\Çy  -h  mb.mb',yo(,  -+■  mc^mc  ,a,^ 
a  toujours  la  même  valeur,  quel  que  soit  ce  point. 
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En  effet,  soit  M  un  autre  point  ;  on  a 

mû-—Ma-~yim,     jiKj'rrr  Ma' —  M/w, 
et 

Pareillement, 


mb.mù' r^Mb.Mù' — 2M6.M/n -i- M/w  , 


Multipliant  ces  trois  équations  respectivement  par  Sy,  yoi  et  ao, 
puis  les  ajoutant  membre  à  membre  et  observant  que  Ton  a  les 
deux  identités 

Çy  -f-  ya  -H  «6  rz:  o, 

M  a .  67  -h  M  6 .  ya  -h  M  7 .  aÇ  r=:  o, 

la  première  entre  les  trois  points  a.  S,  y  et  la  seconde  entre  les 
quatre  or,  S,  y  et  M,  on  obtient  Téquation 

ma.ma' ,^y -h  nib.mb' ,ya -h  mcmc' .u^ 

=  Ma. Mil'. 67  -h  MA.M^'.7«  -h  Mr. Me'. «6, 

ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé  (  '  ). 

221 .  Quand  six  points  a,  a';  b,  b';  c,  c',  conjugués  deux  à  deux, 
sont  en  involution,  si  l'on  prend  un  point  m  quelconque  sur  la 
même  droite,  on  aura  toujours,  en  appelant  a,  6,  y  les  milieux 
des  trois  segments  aa',  bb',  ce',  l'équation 

'  1)  ma,ma' .^y  -+-  mb,mb' ,ya,  -h  mc.mcf  ,vZ  =  o, 

dans  laquelle  on  observe  la  règle  générale  des  signes. 


(')  En  supposant  que  les  trois  points  a*^  b\  c*  coïncident  respectivement  arec  les 

points  a,  b,  c,  on  en  conclut  la  relation  suivante  entre  quatre  points  a,  b^  <;,  m  en 

ligne  droite,  savoir 

—  j  — j  — 3 

ma  »bc-i-mb  ,ca-i-mc  ,ab-i'ab.bc,ca  =  0. 

Mais  on  verra  que  cette  relation  n'est  qu'un  cas  particulier,  de  même  que  ridentité 
ma.bc'hmb.ca'i-  mc,ab  =  0,  dont  nous  avons  fait  souvent  usage,  de  théorèmes  re- 
latifs à  un  nombre  quelconque  de  pointa  (Chap.  XVI). 
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En  effet,  d'après  le  lemme,  la  fonction  qui  forme  le  premier 
membre  de  cette  équation  a  une  valeur  constante,  quelle  que  soit 
la  position  du  point  m.  Or  cette  valeur  est  nulle  quand  ce  point 
coïncide  avec  le  point  central,  parce  que,  les  trois  produits  ma .  ma' y 
mb.mb\  menu!  étant  alors  égaux,  la  fonction  devient 

ma,ma'[^y  H-  ya  -h  aS), 

quantité  nulle  à  cause  de  l'identité  aS  -|-  oy  -+-  ya  =  o. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

Autrement,  Soient  e,y  les  points  doubles  de  Tinvolution.  Ces 
deux  points  divisant  harmoniquement  chacun  des  trois  segments 
aa\  bV  et  ce'  (211  ),  on  a  les  relations 

ma  ma!  -f-  mç,mf—i  ^ma.mO^ 
mb,mb' -h  me,mf  zn  2m€»m0, 

me , me  -h  me , mf  ^:  2 my . m 0     ( 70 ) . 

Multipliant  ces  équations  respectivement  par  Sy,  ya,  «6  et  les 
ajoutant  membre  à  membre,  en  observant  que  Ton  a,  comme  ci- 
dessus,  les  deux  équations 

6y  -♦-  ya  -f-  «6  =  O, 
/wa.êy  4-  I7i6.ya  4-  /wy.aé  3:^0, 

on  obtient 

ma . ma' . 6y  H-  mh . mV . y«  ■\-  me, me' .  «6  ==  o. 

c.  Q.    F.   D. 

Corollaire.  —  Si  les  deux  points  b,  b'  coïncident  avec  le  point 
double  e  et  les  deux  points  c,  t*  avec  le  second  point  double  f, 
l* équation  déifient 

2)  ma,ma' ,e/-h  me.foL -h  mf.ae=:0, 

C*est  la  relation  entre  deux  couples  de  points  a,  a'  et  e,J'en  rap- 
port harmonique,  qui  a  déjà  été  démontrée  différemment  (71). 

222.  Équàtiou  relative  au  point  central.  —  Si  dans  la  rela- 
lion  générale  (f  )  on  suppose  que  le  point  cf  soit  à  l'infini,  auquel 
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cas  le  point  c  sera  le  point  central  O,  l'équation  devient 
(3)  ma, ma' — mb»mb' -h  2a^,m0  =z  o. 

En  eflet,  divisant  Téquation  générale  par  Sy,  on  a 


f 


—  • 


,  fil  7*  'wc      _  • 

ma.ma' -^  mb.mb'  ^ — h  mc-^—  aS  =  o. 

oy  By 

Or 

2  /wc        2  \mc       me  J 

et,  le  point  d  étant  à  Finfini,  y  est  aussi  à  Tinfini,  et  Ton  a 

ya  ay  te  €c'  €y         i 

oy  oy  /wc'  me'  me        2 

Par  conséquent,  Téquation  générale  devient 

ma. ma' —  mb,mb'-+-  2a6.mO  =^  o. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Etant  pris  sur  une  droite  deux  segments  aa^  bb^  ainsi  que  leur 
point  central  O  déterminé  par  l'équation 

0a.0a'=0b.0b', 

et  leurs  points  milieux  a,  6,  on  a,  pour  un  point  quelconque  m 
de  la  droite,  la  relation 

ma, ma' —  mb,mb' -h-  aa6.mO  =  o. 

autrement.  Soient  e,  y*  les  deux  points  doubles;  leur  milieu 
est  le  point  central  O,  de  sorte  qu'on  a  les  deux  équations 

me.mf-h  ma.ma'^  2ma.m0, 
me,nif-h  mb»mb'=^m€,mO     (70), 

qui,  retranchées  Tune  de  Tautre  membre  à  membre,  donnent 

ma^ma' —  m6.m6'=  26a.mO. 

€•   Q.   F.   D. 
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CoaoLLAiiiE.  —  Si  le  point  m  coïncide  avec  le  point  a,  il  vient 


ah»ab' 


(4)  -^0-  =  =»»^' 

comme  on  l'a  déjà  trouvé  directement  (215). 

223.  CoHSTKucTiON  DU  poiKT  CENTRAL.  —  La  formule  (3)  peut 
ser>ir  pour  construire  le  point  central  d'une  involution  déterminée 
par  deux  segments  aal^  hh' \  et  la  construction  s'applique  au  cas 
où  les  deux  segments  sonl  imaginaires,  comme  il  pourrait  arriver 
s'ils  provenaient  des  intersections  d'une  droite  par  deux  cercles 
ou  deux  sections  coniques,  car  les  produits  ma. mol  et  mh.mV 
restent  réels,  ainsi  que  les  points  milieux  a,  6  des  deux  segments. 

Quand  les  points  a,  al  ou  hj  V  sont  réels,  on  peut  placer  le 
point  m  en  Tun  de  ces  points  et  se  servir  de  la  formule  (4)- 

§  VI.  —  Manières  d'exprimer  rinvolation  par  les  éléments  ou  les  équa- 
tions des  trois  couples  de  points. 

224.  L'équation  (i)  s'écrit 

ma, ma!  (/n6  —  /wy)  -f-  mb.mb'[my  —  ma)  -f-  me, me' [ma,  —  m6)  =  o. 

Supposons  que  les  trois  couples  a,  a';  b,  V  et  c,  d  (réels  ou 
imaginaires)  soient  représentés  respectivement  par  les  trois  équa- 
tions 

.r«-hAx  H-B  =o, 

x^  -h  h!jc  4-  B'  =  o, 

^»-+-A''^-HB''=zo     (91), 

de  sorte  que  Ton  ait 

m  oc  =::  — •  —  î     ma ,  ma  ':=^  is ,     •  •  •  « 

2 

la  condition   d'involution   s'exprimera   par  la  relation  suivante 
entre  les  six  coeiBcients  A,  B,  ...  : 

»  B(A'-A")-f-B'(A"-A)-f-B''(A--A')=o, 

225.  On  peut  substituer  à  cette  relation  unique  trois  équations 

Chaius.  —  Giom,  sup,  lO 
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renfermant  deux  coefficients  indéterminés,  savoir 

B  -f-v— AX  =o, 
B'-+-v  — A').  ==o, 

car  ces  équations  expriment  (97)  que  les  deux  points  de  chaque 
couple  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  deux  points  fixes 
déterminés  par  Téquation 

X*  -f-  n'kac  -4-  V  =:  o, 

lesquels  seront  les  points  doubles  de  Finvolution. 

Et,  du  reste,  en  éliminant  v  et  X  dans  les  trois  équations,  on 
trouve  Téquation  (a). 

226.  Si  les  équations  des  deux  premiers  couples  de  points  con- 
jugués sont 

x*-4- Ax  -H  B  =0, 

.r'4- A'j:-f-B'  =  o, 
celle  du  troisième  couple  sera  de  la  forme 

(a:*  -f-  Ad:  -f-  B)  -f-  X(jr*  -h  A! a:  -H  B'  )  =:  q, 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  de  .l'équation  du  troisième  couple 
seront 

A'=V^'     et     B'  =  ^-±^- 

En  effet,  en  éliminant  X,  on  retrouve  Téquation  (a). 

Autrement,  On  peut  démontrer  directement  que  les  trois  équa- 
tions représentent  trois  couples  de  points  en  involution.  Appe- 
lons a,  ci^  bj  V  et  c,  d  les  distances  de  ces  points  à  l'origine  com- 
mune ;  on  a 

x'-hAar  4-B  =r  (x— a)(.r  — a'), 
x»  +  A'x  +  B'  =  (x  —  ô)  ( x  —  h'], 

et  l'équation  du  troisième  couple  devient 

(x  —  a) (x -  a') -f.  X(a:  —  ^») (x  —  ^')  =  o 

ou 

(x  — ^)(x  — ^'j"" 
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Or,  c  et  c'  étant  les  racines  de  cette  équation,  on  a 


-->, 


i47 


ou,   en  représentant  maintenant  par  les  mêmes  lettres  a,  a',  . .  • 
les  points  dont  ces  lettres  expriment  les  distances  à  Torigine  com- 


mune. 


en .  ca        c  a  .c  a 


cb.cb'       cb,c'b' 

Cette  équation  prouve  que   les  trois  couples  de  points  sont  en 
involution.  Donc,  etc. 


§  vn.  —  Relations  où  entrent  les  points  milienz  des  trois  segments 

Ê    â  t  Ê      t 


aa\  bb\  ce'. 


I. 

227.   //  existe  entre  trois  couples  de  points  en  immolation  a,  a'; 
h,  y  et  c,  d  et  leurs  trois  points  milieux  «,  S,  y  les  relations 

ab.ab' 


ac ,  ac 

bc .  bc' 
ba,ba' 

ca ,  en' 
cb.cb' 


ag 

n'b.a'b' 

OLfj 

«7 

a'c.a'c' 
h'e .  //r' 

—      î 

«y 

6y 

y« 

b'a .  b'a' 
e*n,c*a* 

y« 

7^' 

c'b.e'b' 

yê 

Pour  démontrer  ces  équations,  la  première  par  exemple,  suppo- 
sons dans  l'équation  (i)  (221)  que  le  point  m  coïncide  avec  le 
point  a;  le  premier  terme  devient  nul  et  Téquation  se  réduit  à 

ab,ab' ,ya  4-  oc./îc'.aê  =:  o, 


ou,  parce  que  ya  =  —  «7, 


ab,ab' «6 

ac.ac'       oLy 


c.    Q.    F.    D. 


Ces  équations,  remarquables  par  leur  simplicité,  donnent  im- 
médiatement les  sept  équations  fondamentales  (a)  et  [b)  (IdO).  En 


10. 
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effet,  les  deux  premières^  par  exemple,  qui  ont  le  même  second 
membre,  donnent  la  première  des  équations  (a)  ;  et,  quant  aux 
équations  (i),  qu*on  fasse  le  produit  des  trois  équations  de  la  pre- 
mière colonne  multipliées  membre  à  membre,  on  a 


ab'  ,bc\ca' 

ac'  ,cb'  ,ba' 

ce  qui  est  Tune  des  équations  (&). 

II. 

228.   On  a  entre  trois  segments  en  inv^olution  aa',  bb',  ce'  et 
leurs  points  milieux  a,  6,  y  la  relation 

— ï 


aa  .6y  -h  ^b  .yec  -H  yc  .a6  -4-  a6.6y.ya  =:  o. 
En  effet,  prenons  l'équation  (i)  (221),  et  observons  que 


ma,ma=  ma  —  aa  , 


elle  devient 

î  %  2  / 2  2    .  -2  \ 

ma  .6y  4-  /w6  .ya  -h  my  .a6  —  \aa  ,€y  •+-  6b  .ya  -h  yc  .aoj  =z  o, 
OU,  d'après  la  lYote  relative  à  la  proposition  (220), 

2  2  2 

au  ,6y  -{-  6b  .ya  -h  yc  .a6  -f-  a6.6y.  ya  =:  o. 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaire  I.  —  Si  les  deux  points  c,  c'  coïncident  en  l'un  des 
points  doubles  e,  l'équation  devient 

^  s  2 

aa  .6^ -h  6^  ,ea  -h  a6,6e,€a  =^  o 
ou 


aa'        bb'        ,    , 

-jr-  =^^a6. 

ae         Ze 

Cette  relation  peut  servir  pour  déterminer  les  points  doubles  d'une 
involution  et  s'applique  au  cas  où  les  deux  segments  aa!j  blf  sont 
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imaginaires.  Dans  ce  dernier  cas,  les  deux  points  doubles  sont 
toujours  réels  (216). 

Corollaire  II.  —  5i  a,  6,  y  représentent  les  centres  des  moyennes 
harmoniques  d'un  même  point  n  par  rapport  aux  trois  segments  aa', 
bb'  et  cdj  on  aura  l'équation 

— t  — t  — s 

*  au      ty        ^b     yoL        yc     a6  a6.67.ya 

En  effet,  en  multipliant  par  >  on  peut  écrire  Téquation  de 

manière  qu'elle  ne  renferme  que  des  rapports  anharmoniques,  car 

le  premier  terme,  par  exemple,  s'écrit  —  ( —  '  ~è)  ( —  '— )• 

Il  en  résulte  que  l'équation  sera  vraie  pour  toute  position  du 
point /i  si  elle  l'est  JDOur  une  seule.  Or  l'équation  est  vraie  quand 
le  point  n  est  à  l'infini,  car  elle  se  réduit  à  la  précédente,  dans  la- 
quelle a,  6,  y  sont  les  milieux  des  trois  segments  aa',  hV  et  cd , 
Donc  l'équation  a  lieu  pour  toute  position  du  point  n, 

§  YIII.  —  Relations  diverses. 

I. 

229.  Dans  chacune  des  équations  où  entrent  les  points  mi- 
lieux a,  6,  y  des  trois  segments  aci^  hV y  cd^  on  peut  remplacer 
ces  points  par  ceux  de  l'involution*  a,  dy  . . . ,  au  moyen  des  ex- 
pressions 

ah' -ira*  h        _         bd  -4-  //c  ca'  -{-  do     ,  ^ . 

«Çi=i  ,       Çyrr: y       Va  = (5). 

2  1  2  ^     ' 

Les  formules  (227)  deviennent 

ab.ab'       ab'-\-a'b 

7  —  — ï 7~  > 

acac         ac -^  a  c 


Nous  aurons  à  faire  usage  de  ces  relations. 
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IL 

330.  L'Involution  de  six  points  étant  l'égalité  de  deux  rapports 
anharmoniques  y  on  peut  l'exprimer  par  des  équations  à  trois 
termes  (51).  On  trouve  que  ces  équations  sont  de  deux  formes 
différentes  représentées  par  les  deux  équations  suivantes,  qui  ex- 
priment l'égalité  des  rapports  anharmoniques  des  deux  séries  de 
quatre  points  a,  b^  Cy  al  et  ci,  h\  d ^  a  : 

,       ab.a'c       ab',a'c' 

aa  n= 1 « 

bc  b'd 

ah,a'c       na'  ,b'c' 
1 —  f  _ 

ac.a'b       ab'  ,a!d 

On  formera  toutes  les  autres  équations  semblables,  soit  en  rem- 
plaçant chaque  lettre  par  sa  conjuguée,  soit  en  remplaçant  deux 
lettres  conjuguées  par  deux  autres  lettres  conjuguées,  et  viceversd. 

m. 

231.  La  formule  à  trois  termes  où  entre  un  point  arbitraire  par 
laquelle  on  exprime  Tégalité  des  rapports  anharmoniques  de  deux 
séries  de  quatre  points  (52)  donne  aussi  des  relations  entre  six 
points  en  involution.  Prenons  l'équation 

—i-fOd.ma  -h -777  r/(ff . A7i6  -h -7-r  û0.l?l«^=  O, 
c  a  c  b  c  a 

et  supposons  que  les  points  d,  d'  coïncident  avec  les  deux  </  et  c 
respectivement;  l'équation  devient 

-z—:b</,ma!  -h  -r—da.mb' —  ab.mc=i  o. 
c  a  cb 

Elle  exprime  que  les  trois  couples  de  points  «,  a!\  4,  V  et  c,  d 
sont  en  involution. 

En  faisant  coïncider  les  points  rf,  d'avec  V elb  respectivement., 
on  a  cette  équation  différente  : 

-T-z  bb' ,ma' -\-  ——  b'a.mb' -h  -77  ab,mb  =  o. 
cW  db'  cb 
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Si  Ton  suppose  dans  ces  équations  le  point  m  à  Tinfini,  elles  de- 
viennent 

ca  CD 

ca    ..,        cb   ..  cb' 

-7-7  bb'  -h  -7T>  ^'«  -\--yrabz=io. 

ca  cb  cb 


IV. 
232.  Que  dans  Téquation 

«6  H-  67  -h  va  =  O     OU     -^  H ^  =  ' 

oa        «6 

on  remplace  les  deux  rapports  -- ,  -|  par  les   expressions  précé- 
dentes (227)  y  on  aura 

bcbc'        ac,nc'  ,        ac.ac'        bcbcf 

1» •^:z.  I         ou       ilO  r=  : —   — • 

ba.ba!        ab»ab*  ab*  ba! 

On  formera  des  expressions  semblables  de  ah\  bc,  . . .  par  la  per- 
mutation des  lettres. 


V. 

233.  Observation  générale,  —  On  peut  supposer,  dans  toutes 
les  formules  précédentes,  que  deux  points  conjugués,  tels  que  c 
et  dy  coïncident  et  forment  un  point  double,  et  de  môme  à  Tégard 
d'un  second  couple  de  points  conjugués.  On  obtiendra  diverses 
relations  qu'il  nous  suffit  d'indiquer  sans  les  reproduire  ici. 


(*)  On  peut  encore  déduire  cette  équation  de  Tidentité  entre  les  quatre  points  a, 
^,  c,  O,  savoir 

o^.cO-f-oc.O^H-  a0.3c  =  o, 

dans  laqueUe  il  suffit  de  remplacer  les  rapports  ^  »  ■—  par  leurs  Taleurs 
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§  IZ.  —  ReUliona  où  entrent  denz  points  arbitrairea. 
234.  Reprenons  l'équation  (i),  (231)  sous  la  forme 

ma. ma    67       mb.mb'  «y 
mc.mc^  fia       me. me'  «6 

Soit  n  le  point  situé  à  l'infini;  on  l'introduit  dans  l'équation  de  la 


manière  suivante 


\me  ■  nc/\mc'     ne'  J\Sa     nuj 

-^\„,c-„o)\mç'-„c-l\ae-neJ 


Tous  les  facteurs  étant  des  rapports  antamioniques,  on  en  conclut 
que  l'équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  position  du  point  n  à  dis- 
tance finie  ;  seulement  alors  le  point  a  n'est  plus  le  milieu  du  seg- 
ment ae^,  mais  bien  le  point  conjugué  harmonique  du  point  n  par 
rapport  aux  deux  points  a,  a*;  et  de  même  des  points  S  et  y. 
L'équation  peut  s'écrire 

ma.ma\  mh.mb'  .       mc.mé    . 

;  €y.aa-{ 7 — ï7  y».nÇ-i ^  «S. «y  =  0. 

na.na  no, au  ne. ne 

Cette  équation  exprime  donc  l'involution  de  six  points  au  moyen 
de  deux  points  arbitraires  m  et  n. 

ConoLLAiBE.  —  Si  le  point  m  coïncide  avec  a,  on  a  l'équation 
suivante,  qui  exprime  l'involution  au  moyen  d'un  seul  point  ar- 
bitraire : 

ab.ab'  _  ac.ac  «S  _  nS 

nb.nb'  '  ne. ni/        «y  "  n-j 

ux  équations  une  expression  plus  simple  en  y  înlro- 
nts  milieux  des  trois  segments  aa',££',  ce*.  Soient  et), 
)is  points;  on  aura 

„..™,  =  ,..,.',     ...     (74), 
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et  il  \îent 

ma. ma  —=-  -h  mb,mb'  -^  -H  me, me'  —  =  o, 
/lai  /Z0|  /lyi 

el 

ab,ab'        a€  nS^ 
ae,ad        ay  /lyj 

235.  Si  dans  les  équations  précédentes  on  suppose  le  point  m 
à  rinfiniy  elles  deviennent 

€y*/ia  yoe./iê        «ê./iy 

na,na'        nb.nb'       ne.  ne' 

6y  ya         a€ 

'      '      '      H =0. 


nai        /i6|       /lyi 
Ce  sont  de  nouvelles  équations  avec  un  seul  point  arbitraire. 

236.  Si  dans  l'équation  générale  (234)  on  suppose  le  point  c 
à  rinfini,  le  point  c  devient  le  point  central  O,  et  on  a  Téquation 

ma, ma'  mb,mb'  ^       mO    _ 

r  Çy./ia  H ; —  ya./i6H 7rao.«7  =^  o; 

na,na  nb.nb  nO 

a,  6  sont  les  conjugués  harmoniques  du  point  n  par  rapport  aux 
deux  segments  a{^,  hV ^  et  le  point  y  est  situé  de  manière  que  le 
point  O  se  trouve  le  milieu  du  segment  ny, 

G)ROLi.AiRE.  —  Faisant  coïncider  le  point  m  av^ec  a,  et  obser- 
vant que  ny  =  anO,  on  a 

ab,ab'  riO  a6 

■  z=.  1  —  —  •       * 

nb.nb  nt  ay 

237.  II  est  à  remarquer  que  toutes  ces  équations  à  un  ou  à  deux 
points  arbitraires  s'appliquent  d'elles-mêmes  aux  cas  où  les  points 
en  involution  sont  imaginaires,  parce  que  les  deux  points  de 
chaque  couple  sont  représentés  dans  les  unes  et  peuvent  être  rem- 
placés dans  les  autres  par  des  éléments  réels  (100). 
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§  X.  —  Étant  donnés  denx  segments  aa\  hV  et  le  miliea  7  d'un 

troisième,  déterminer  celni-d. 

238.  Par  un  point  g  pris  arbitrairement,  on  fera  passer  deux 
cercles  qui  aient  pour  cordes  respectives  les  deux  segments  ad^ 
hV\  ils  se  rencontreront  en  un  second  point  ^.  Par  les  deux 
points  g^  ^  on  mènera  un  cercle  qui  ait  son  centre  sur  la  perpen- 
diculaire à  la  droite  ah  élevée  par  le  point  y;  ce  cercle  déterminera, 
par  ses  intersections  avec  la  droite  ah^  les  deux  points  cherchés  c, 
d  (207).  S'il  ne  rencontre  pas  cette  droite,  ces  points  seront  i/iw- 
ginaires. 

Quand  les  deux  segments  aa',  hV  empiètent  Tun  sur  Fautre,  la 
construction  se  simplifie,  car  il  suffît  de  décrire  deux  circonfé- 
rences sur  ces  segments  comme  diamètres  et  de  mener  par  leurs 
points  de  rencontre  un  cercle  qui  ait  pour  centre  le  point  y  ;  ce 
cercle  détermine  sur  la  droite  ah  les  deux  points  cherchés  c,  </, 
lesquels,  dans  ce  cas,  sont  toujours  réels. 

239.  Expressions  du  segmekt  yc.  —  1"  Soit  O  le  point  central 
de  rinvolution;  le  segment  yc  se  déterminera  par  Téquation 

yc  =07  — Oa.Oû', 

qui  dérive  de  Oa.Oa'=  Oc. Oc'. 

Quand  les  deux  segments  aal^  hV  empiètent  l'un  sur  l'autre,  le 
produit  Oa.Oaf  est  négatif  et  le  segment  yc  se  trouve  toujours 
réel. 

Mais,  quand  les  deux  segments  a//,  hh'  n'empiètent  pas  l'un  sur 
l'autre,  le  produit  Oa.Oaf  est  positif,  et  alors  yc  est  réel  ou  ima- 
ginaire, selon  que  l'on  a 

Ôv'>     ou     <0/i.Oa'. 
Or,  e  ety*étant  les  points  doubles  de  l'involution,  on  a 

On  peut  donc  dire  que  le  segment  yc  est  réel  ou  imaginaire,  selon 
que  Oy  est  >•  ou  <^  Oe,   c'est-à-dire  selon  que  le  point  milieu  y 
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est  situé  au  delà  du  segment  ^ou  sur  ce  segment,  entre  les  deux 
points  doubles  e,  f.  En  effet,  les  deux  points  cherchés  e,  d  devant 
être  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  doubles  ^, 
fy  leur  point  milieu  y  doit  être  extérieur  au  segment  e/*  (61). 

Cette  construction  s'applique  d'elle-même  au  cas  où  les  deux 
segments  aal  et  hlf  sont  imaginaires. 

2®  Soit  /  le  point  qui  forme  une  involution  avec  7  et  les  deux 
couples  Uy  a!  et  b  V  \  on  aura 

— 1 

yc  =  77'.  7  O. 

En  effet,  on  a  Oy.07'  =  0^i.O«';  donc  l'expression  précédente 

— 2 
de  yc    devient 

yc    =0y    —  Oy.Oy  =  07(07  — O7')— 77'. 7O. 

3**  L'équation  (i),  (221)  fait  connaître  le  rectangle  me. me'  qui, 
avec  le  point  y,  suffît  pour  déterminer  les  deux  points  c,  c'.  On 
simplifie  la  solution  en  prenant  pour  le  point  m  le  point  y  lui- 
même;  Téquation  devient 

yc  ,  aê  ^  y  a .  y  a\^y  -h  y  b  ,y  b*  ,yK, 

4**  On  peut  se  servir  de  l'équation 

— 2  — 1  — s 

exa  .67-1-66  .7a -h  7c  .aS-i- a6.67.7a=  O      (228), 

dans  laquelle  tous  les  segments  sont  connus,  excepté  yc  ,  que  l'é- 
quation fait  connaître. 

Cette  équation  s'applique  d'elle-même,  ainsi  que  les  précédentes, 
au  cas  où  les  deux  couples  de  points  a,  a'  et  i,  b'  sont  imaginaires. 

240.  Si  l'on  suppose  le  point  b'  à  l'infini,  la  question  devient 
celle-ci  : 

•  Etant  donnés  deux  points  conjugués  a,  a'  d'une  involution,  le 
point  central  O  et  le  milieu  7  de  deux  autres  points  conjugués, 
on  demande  de  déterminer  ces  points. 

On  décrira  un  cercle  quelconque  passant  par  les  deux  points  a. 
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âj  et  Ton  mènera  par  le  point  O  une  droite  quelconque  rencontrant 
ce  cercle  en  deux  points  gy  ^\  puis  on  fera  passer  par  ces  deux 
points  un  cercle  qui  ait  son  centre  sur  la  perpendiculaire  à  la 
droite  ad  menée  par  le  point  y.  Ce  cercle  déterminera  sur  ad  les 
deux  points  cherchés  c,  d  (206),  lesquels  peuvent  être  imagi- 
naires. 

Quand  le  point  O  est  situé  entre  les  deux  a,  a',  la  construction 
se  simplifie.  On  décrira  une  circonférence  de  cercle  sur  le  seg- 
ment ad  comme  diamètre;  on  élèvera  par  le  point  O  la  perpen- 
diculaire à  la  droite  Oa,  et  par  les  points  de  rencontre  de  cette 
perpendiculaire  et  de  la  circonférence  on  fera  passer  un  cercle 
ayant  son  centre  en  y;  il  déterminera  sur  la  droite  aâ/ les  deux 
points  cherchés. 

241.  Observation,  —  Nous  verrons  que  la  plupart  des  relations 
concernant  six  points  en  involution,  démontrées  dans  ce  Chapitre, 
se  peuvent  appliquer  à  un  système  de  trois  couples  de  points  non 
en  ligne  droite,  savoir,  aux  quatre  sommets  et  aux  deux  points  de 
concours  des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  ;  ce  qui  donnera  lieu 
à  de  nombreuses  propriétés  du  quadrilatère.  Mais  la  théorie  de 
rinvolution  aura  beaucoup  d'autres  usages  qui  justifieront  Texten- 
sion  que  nous  avons  cru  devoir  lui  donner  ici. 
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DIVISIONS  HOHOGRAPHIQCES  EN   INVOLUTION. 


2i!2.  Étant  donnés  deux  couples  de  points  a,  a!  et  by  V  sur  une 
•Irolle,  on  peut  déterminer  une  infinité  de  couples  c,  c';  rf,  rf',  .••> 
formant,  chacun,  une  involution  avec  les  deux  couples  a,  a!  et  £, 
h\  Alors  : 

!•  Les  deux  séries  a,  b,  c,  d,  e,  ...  et  a',  b',  c',  d',  e',  . .  .forment 
deux  divisions  homograpJiiques. 

a*  Ces  deux  divisions  homographiques  ont  cela  de  particulier 
fjue,  si  l'on  regarde  un  point  quelconque  e'  de  la  seconde  comme 
appartenant  à  la  première,  son  homologue  dans  la  seconde  sera 
le  point  e. 

En  effet,  soit  O  le  point  central  de  Tinvolution  déterminée  par 
les  deux  couples  a,  a';  b^  Uy  et  soit  e,  é  un  autre  couple.  On  a 

0«.0fl'  =  0c.0c'     (203). 

Celle  relation  détermine  le  point  d  quand  e  est  donné  ;  et,  si  le 
pointe^  est  regardé  comme  appartenant  à  la  première  division,  son 
iiomologue  dans  la  deuxième  coïncide  avec  le  point  e. 

Ces  deux  divisions  sont  celles  que  nous  avons  considérées  comme 
cas  particulier  des  divisions  homographiques  (180).  Nous  avons 
dit  alors  que  nous  les  appellerions  divisions  en  immolation  ;  on  en 
voit  ici  la  raison. 

243.  Pour  que  deux  divisions  homographiques  formées  sur  une 
même  droite  soient  en  involution,  il  suffît  qu'un  seul  point  quel- 
conque de  cette  droite,  considéré  comme  appartenant  successive- 
ment aux  deux  divisions,  ait  le  même  point  homologue  dans  les 
deux  cas. 
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C'est-à-dire  que,  quand  cela  aura  lieu  pour  un  point,  tous  les 
autres  points  jouiront  de  la  même  propriété. 

Cette  propriété  importante  a  été  démontrée  dans  la  théorie  géné- 
rale des  divisions  homographiques  (180);  en  voici  une  seconde 
démonstration,  fondée  sur  la  seule  notion  de  l'involution. 

Soient  a,  J,  c  trois  points  de  la  première  division  et  a',  fc',  (f 
leurs  correspondants  dans  la  seconde  division  ;  nous  supposons  que 
le  point  c,  étant  considéré  comme  appartenant  à  la  seconde  division, 
ait  pour  homologue  dans  la  première  le  point  (/:  il  s'agit  de  prouver 
qu'il  en  sera  de  même  du  point  a,  c'est-à-dire  que,  si  on  le  considère 
comme  appartenant  à  la  seconde  division,  son  homologue  dans  la 
première  sera  le  point  a!. 

Or,  les  quatre  points  a,  i,  c,  c'  de  la  première  division  ayant 
par  hypothèse,  pour  correspondants,  dans  la  seconde  division,  les 
quatre  a\  h\  c  et  c,  les  rapports  anharmoniques  de  ces  deux  séries 
de  quatre  points  sont  égaux,  et,  par  conséquent,  les  trois  couples 
de  points  conjugués  a,  a';  b,  V  et  c,  c'  sont  en  involution  (188). 
Donc  les  deux  séries  de  quatre  points  «,  a',  J,  c  et  a',  a,  h\  d  ont 
leurs  rapports  anharmoniques  égaux  (189).  Donc  le  point  a,  quand 
on  le  considère  comme  appartenant  à  la  seconde  division,  a  pour 
homologue  dans  la  première  le  point  d.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

244.  Deux  droites  divisées  liomo graphiquement  peuvent  tou- 
jours être  placées  l'une  sur  l'autre,  de  manière  que  les  deux  di- 
visions soient  en  involution. 

En  effet,  soient  a,  al  deux  points  homologues  des  deux  divisions; 
nous  avons  vu  qu'on  pourra  déterminer  deux  autres  points  homo- 
logues bj  y  tels,  que  les  segments  ai,  dV  soient  égaux  (133). 
Qu'on  place  la  seconde  droite  sur  la  première  en  faisant  coïncider 
le  point  b'  avec  a,  et  d  avec  b.  Alors  le  point  a,  considéré  comme 
appartenant  à  la  première  division,  aura  pour  homologue  dans  la 
seconde  le  point  d ^  et,  considéré  comme  appartenant  à  la  seconde 
division,  aura  pour  homologue  dans  la  première  le  même  pointa; 
et,  par  conséquent,  il  en  sera  de  même  pour  tout  autre  point  (243), 
c'est-à-dire  que  les  deux  divisions  seront  en  involution, 

c.    Q.    F.   D. 

245.  Il  résulte  de  là  que  deux  divisions  homographiques  en  in- 


DIVISIONS  HOMOGRAPHIQUES  EN  INVOLUTION.  l5g 

solution  ont  toute  la  généralité  de  deux  divisions  homographiques 
quelconques,  et  que  les  relations  qui  ont  lieu  entre  trois  systèmes 
de  deux  points  conjugués  sont  dues  seulement  à  la  manière  parti- 
culière dont  les  deux  droites  sur  lesquelles  on  peut  concevoir  les 
deux  divisions  formées  se  trouvent  placées  Tune  sur  l'autre. 

246.  Manières  d'exprimer  deux  divisions  en  involution.  — 
Chacune  des  relations  entre  six  points  en  involution  a,  a';  b,  V 
et  c,  c'  exprimera  deux  divisions  homographiques  en  involution,  si 
l'on  y  regarde  les  quatre  points  a,  d  et  i,  V  comme  fixes,  et  les 
deux  c,  d  comme  variables  et  appartenant  respectivement  aux  deux 
divisions. 

Par  exemple,  l'équation 

(x«-+- Ax-h  B) -+- >(x«-+- A'xH- B')  =  o, 

daus  laquelle  A,  B,  Â',  B'  sont  des  coefficients  constants  et  \  une 
variable,  représente  des  couples  de  points  en  involution  (226). 

Nous  verrons  plus  loin  quelle  relation  intime  existe  entre  ces 
couples  de  points  et  les  valeurs  de  la  variable  X  auxquelles  ils  cor- 
respondent. 

S47.  On  peut  aussi  se  servir  des  différentes  formules  par  les- 
quelles nous  avons  exprimé  deux  divisions  homographiques  quel- 
conques, en  y  donnant  aux  coefficients  constants  des  valeurs  telles, 
que  les  deux  divisions  soient  en  involution.  A  cet  effet,  il  suffira 
d'exprimer,  par  une  relation  de  condition  entre  les  coefficients  de 
Téquation  générale,  qu'un  même  point,  qu'on  pourra  prendre  arbi- 
trairement, a  le  même  conjugué,  étant  considéré  comme  apparte- 
nant à  Tune  ou  à  l'autre  division.  Par  exemple,  si  c'est  le  point 
situé  à  l'infini  que  l'on  prend,  on  exprimera  que  les  deux  points 
que  nous  avons  appelés  I  et  J^  sont  coïncidents. 

Appliquons  ces  considérations  à  l'équation  générale 

am .  y  m!  -h  \ .  am  -f-  a .  h*  m'  4-  v  =  o. 

Le  point  1  de  la  première  division,  qui  correspond  à  l'infini  de  la 
seconde,  est  déterminé  par  al  =  —  /i,  et  le  point  J'  de  la  seconde 
division,  correspondant  à  l'infini  de  la  première,  parf  J'  =  —  X. 
La  condition  pour  que  ces  deux  points  coïncident  s'exprime  par 
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réquation 

al  =  aJ'     ou     al—b'r=iab\ 

On  aura  donc 

\  —  p  =  ab'. 

Telle  est  la  condition  pour  que  les  deux  divisions  soient  en  invo- 
lution. 

248.  Siy  dans  l'équation  qui  exprime  les  divisions  homogra- 
phiqueSy  les  deux  points  variables  m,  m'  sont  rapportés  à  la  même 
ou  aux  mêmes  origines,  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  les  deux  divi- 
sions soient  en  involution,  que  l'équation  soit  symétrique  par  rap- 
port à  ces  deux  points,  parce  qu'alors  on  pourra  les  changer 
l'un  dans  l'autre,  ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  de  l'invo- 
lution. 

C'est  ainsi  qu'on  voit  immédiatement  que  chacune  des  équations 


em  em! 


fm  fm! 

Om.Om  =ivy 


am.am 


a  m .  a  m 


am .  am'  H-  \ .  {am  -H  am* )  +  v  =  o 

exprime  deux  divisions  homographiques  en  involution, 

L'équation 

em.fm'       ef 


—  > 


mm  2 


quoiqu'elle  ne  soit  pas  explicitement  symétrique  par  rapport  aux 
deux  points  m,  m',  exprime  encore  que  ces  points  forment  deux 
divisions  en  involution,  car  elle  exprime  que  ces  points  sont  con- 
jugués harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  e^fj  lesquels  sont 
les  points  doubles  de  l'involution. 

249.  Cas  particulier  ou  l'un  des  points  doubles  est  a  l'ik- 
FiNi. —  Nous  avons  vu  (131)  que,  quand  deux  divisions  homogra- 
phiques ont  un  point  double  à  l'infini,  elles  s'expriment  par  l'équa- 
tion 

am  -h  \ ,  b'm*  =  y. 
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On  peut  écrire 

et,  soas  cette  forme,  on  voit  que  les  deux  divisions  seront  en  invo- 
lation  si  X  est  égal  à  i  ;  car  on  pourra  changer  m  en  m!  et  récipro- 
quement;  et  Téquation  ne  changera  pas. 
Ainsi  Téquation 

am  -+-  b'm'  =  v 

exprime  deux  divisions  en  involution  qui  ont  un  point  double 
situé  à  l'infini. 

L'autre  point  double  y  est  le  milieu  de  chaque  segment  compris 
entre  deux  points  conjugués,  puisque  les  deux  points  doubles 
divisent  harmoniquement  ces  segments. 


WO* 


(Ibaslkb.  —  Géom,  sup,  1  i 
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CHAPITRE  XI. 

FAISCEAUX    EN    INYOLUTION. 


§  I.  —  Faisceau  de  six  droites  en  involution. 

250.  Définition.  —  Nous  dirons  que  six  droites  issues  d'un 
même  point  et  conjuguées  deux  à  deux  sont  en  involution,  ou 
forment  un  faisceau  en  involution,  quand  quatre  droites,  prises 
dans  les  trois  couples,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  quatre  droites  conjuguées. 

Il  est  évident  que  ce  faisceau  de  six  droites  jouit  de  la  propriété 
de  rencontrer  toute  transversale  en  six  points  en  immolation;  et 
que  toutes  les  relations  concernant  ces  points  et  dans  lesquelles 
n'entrent  que  des  rapports  anharmoniques  s'appliquent  d'elles- 
mêmes  aux  six  droites. 

De  cette  remarque,  aussi  bien  que  de  la  définition  même  du 
faisceau  en  immolation,  on  conclut  immédiatement,  d'après  les  ex- 
pressions de  l'involution  de  six  points  (190),  que  les  six  droites 
ont  entre  les  sinus  de  leurs  angles  les  relations  à  huit  et  à  six  fac- 
teurs telles  que 

sinfA,  B]  sinfA.BM  _  sinfA^Bl  smfA\BM 
sin{A,C)  siQ(A,C')  ""  sln(A',  C)  sin(A',C')' 

sin(A,  B)  8in(B',  C)  8in(C',  A')  =  — sin(A',  B')  8in(B,  C'}  sin(C,  A); 

et  que  chacune  de  ces  équations,  qui  sont  au  nombre  de  sept,  com- 
porte les  autres  et  suffit  pour  définir  l'involution  des  six  droites. 

251 .  Aux  deux  points  doubles  considérés  dans  l'involution  d'un 
.système  de  points  correspondent  ici  deux  rayons  doubles,  lesquels 

peuvent  être  imaginaires.  Ces  deux  rayons  jouissent  de  la  propriété 
de  former  un  faisceau  harmonique  avec  deux  rayons  conjugués 
quelconques. 
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Mais  il  n'existe  pas  de  rayon  correspondant  au  point  central  de 
rinvolution  de  six  points,  et  Ton  en  conçoit  bien  la  raison ,  car  ce 
qui  distingue  le  point  central,  c'est  que  son  conjugué  est  situé  à 
rinfîni  et  disparait  de  Féquation;  et  à  ces  deux  points  corres- 
pondent, dans  un  faisceau,  deux  rayons  conjugués  qui  n'ont  rien 
de  distinctif  et  dont  aucun  ne  peut  disparaître  de  l'équation. 

Toutefois  il  existe  toujours  deux  droites  rectangulaires  telles, 
que,  en  désignant  l'une  d'elles  par  O,  l'on  a 

lang(0,  A)  tang  (0,  A'  )  z=  tang  (0,B  )  tang  (0,  B'  )  =  tang  (O,  C)  tang  (O,  C) , 

équations  analogues  à  celles  du  point  central.  Ces  équations  se- 
ront démontrées  plus  loin  (259,  3^). 

252.  L'équation  dans  laquelle  entre  un  point  arbitraire  m  (221  ) 
ne  se  compose  pas  de  rapports  anharmoniques,  de  sorte  qu'elle 
n'a  pas  lieu  entre  les  sinus  des  angles  d'un  faisceau  en  involution. 
Mais  l'équation  qui  contient  deux  points  arbitraires  m  et  n  (234) 
s'applique  aux  sinus  des  angles  de  six  droites  en  involution» 

Ainsi  l'on  aura  l'équation 

sin^M.A^sînrM.AM  .    ,„     ,  .    ,^     ,      sinfM.BlsinriVf.B')  .    ,„  ^,  .    ,      , 

sin(N,A)sin(N,A')       ^    '    '       ^     "      sm(M,B)sin{N,B')       ^       '       ^'    ' 

sin  m,  CUinfM.CM   .   ,^     ,    ,    ,     ^, 
■^  sin(N,C)sin(N,C)  ^^^^^'^^  ''""^'^^^  =  ""' 

Les  deux  rayons  M,  N  sont  pris  arbitrairement  ;  a  est  le  rayon 
conjugué  harmonique  du  rayon  N  par  rapport  aux  deux  A  et  A'; 
et  ainsi  des  deux  autres  ë,  y. 
Si  l'on  prend  les  deux  rayons  M,  N  rectangulaires,  il  viendra 

sin  l^.y)  sinfN.a)  sinfy.al  sinfN.Sl 


ou  bien 


tang(N,A)tang{N,A')       tang(N,B)  tang(N,B') 

sin  fa,  6)  sinf  N,y) 
■*'tang(N,C)tang(N,C') 


=  0 


tang(M,A)  tang(M,  A')  sin(€,7)  cos(M,a) 

tang(M,B)tang(M,B')sin(7,a)cos(M,e) 

tang(M,C)tang(M,C'j8in(a,e)cos(M,7)=o. 

II. 
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253.  Dans  un  faisceau  de  six  droites  en  involution,  quand 
deux  droites  sont  perpendiculaires  à  leurs  conjuguées  respectif 
uement,  les  deux  autres  droites  conjuguées  sont  aussi  à  angle 
droit. 

En  effet,  une  transversale  coupera  les  six  droites  en  des  points  a, 
a',  i,  b\  c,  d  en  involution,  et  les  circonférences  décrites  sur  les 
deux  segments  ad^  hV  comme  diamètres  passeront  par  le  sommet 
du  faisceau,  puisque  les  deux  rayons  OA,  OA^  sont  supposés  rec- 
tangulaires, ainsi  que  les  deux  OB,  0B^  Donc  la  circonférence 
décrite  sur  le  troisième  segment  cd  passe  aussi  parle  point  O  (208), 
et,  par  suite,  les  deux  rayons  OC,  OC  sont  rectangulaires. 

Autrement.  On  démontre  la  proposition  directement  au  moyen 
des  équations  d^involution,  lesquelles  se  vérifient  immédiatement 
pour  trois  systèmes  de  deux  droites  rectangulaires. 

Ainsi  Ton  peut  dire  que  :  Quand  trois  angles  droits  ont  le  même 
sommet,  leurs  six  côtés  forment  un  faisceau  en  involution. 

354.  Dans  un  faisceau  en  involution  :  Si  les  angles  que  deux 
rayons  font  aifec  leurs  conjugués  respectivement  ont  la  même 
bissectrice,  cette  droite  est  aussi  la  bissectrice  de  l'angle  formé 
par  les  deux  autres  rayons  conjugués» 

Les  deux  angles  AOA^,  BOB'  ont  la  même  bissectrice  ;  il  faut 
prouver  que  l'angle  COC  admet  aussi  pour  bissectrice  cette  droite. 
En  effet,  cette  droite  et  sa  perpendiculaire  divisent  harmonique- 
ment  à  la  fois  les  deux  angles  AOA',  BOB'  (84)  ;  par  conséquent, 
elles  sont  les  rayons  doubles  de  Tinvolution  (251),  et,  par  suite, 
elles  divisent  harmoniquement  le  troisième  angle  COC;  et,  puis- 
qu'elles sont  rectangulaires,  elles  sont  les  bissectrices  de  cet  angle 
et  de  son  supplément.  Donc,  etc. 

§  n.  —  Paiflceaux  homographiques  en  involution. 

255.  Si  d'un  point  on  mène  des  droites  aux  points  de  deux  divi- 
sions homographiques  en  involution,  elles  formeront  deux  fais- 
ceaux homographiques  que  nous  9iç^è)leTons  faisceaux  en  involu- 
tion. Leur  propriété  est  évidemment  qu'une  droite,  considérée 
successivement  comme  rayon  des  deux  faisceaux,  a,  dans  les  deux 
cas,  le  même  rayon  conjugué. 
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Par  exemple,  si  des  droites  forment  un  premier  faisceau  et  qu^on 
leur  mène  par  leur  point  de  concours  des  perpendiculaires,  celles- 
ci  formeront  un  second  faisceau  en  involution  avec  le  premier,  car 
une  droite,  considérée  comme  appartenant  au  premier  faisceau, 
aura  pour  conjuguée  dans  le  second  la  droite  perpendiculaire, 
et,  considérée  comme  appartenant  au  second  faisceau,  elle  aura 
encore  pour  conjuguée  dans  le  premier  la  même  droite  perpen- 
diculaire ;  ce  qui  est  la  propriété  caractéristique  des  faisceaux  en 
învolution. 

256.  DaTis  deux  faisceaux  en  involution,  il  existe  toujours  un 
système  de  deux  rayons  conjugués  rectangulaires,  et  il  n  en  existe 
qu'un. 

En  effet,  qu'on  mène  une  transversale  qui  rencontrera  les 
rayons  des  deux  faisceaux  en  des  points  conjugués  deux  à  deux, 
a,  a';  4,  i';  c^  c',  ....  Les  circonférences  décrites  sur  les  seg- 
ments aa!^  hh\  . . .  comme  diamètres  passeront  toutes  par  deux 
mêmes  points,  réels  ou  imaginaires  (208);  or,  parle  centre  du 
faisceau,  on  pourra  toujours  mener  une  circonférence  passant  par 
ces  deux  points,  laquelle  déterminera  sur  la  transversale  deux 
points  conjugués  ;  et  les  rayons  menés  à  ces  deux  points  seront, 
dans  les  deux  faisceaux  en  involution,  deux  rayons  conjugués. 
Mais  ils  sont  à  angle  droit  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

257.  Il  résulte  de  là  que  :  Si  dans  deux  faisceaux  en  involution 
deux  rayons  de  l'un  sont  perpendiculaires  respectivfement  à  leurs 
conjugués,  il  en  est  de  même  de  tous  les  autres  rayons. 

n  est  évident  que,  dans  ce  cas  particulier  de  deux  faisceaux  en 
învolution,  les  rayons  doubles  sont  imaginaires. 

258.  Dans  deux  faisceaux  homo graphiques  en  invfolution,  il 
existe  toujours  deux  rayons  homologues  également  inclinés  sur 
un  rayon  donné,  et  il  n'en  existe  que  deux. 

En  effet,  une  droite  transversale,  perpendiculaire  au  rayon  donné, 
rencontre  les  rayons  homologues  des  deux  faisceaux  en  des  points 
a,  a'\  b,  h',  • . . ,  qui  forment  deux  divisions  en  involution,  et  le 
rayon  donné  en   un  point  y.    Or  il  existe  un  système  de  deux 
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points  conjugués  c,  d,  et  un  seul,  dont  ce  point  y  est  le  milieu,  et 
il  est  clair  que  les  rayons  des  deux  faisceaux  aboutissant  à  ces 
deux  points  Cy  d  satisfont  à  la  condition  d'être  également  inclinés 
sur  le  rayon  donné.  Donc,  etc. 

Remarque*  —  Nous  venons  de  dire  qu'un  point  y  n*est  le  milieu 
que  d'un  seul  segment  cd  formé  par  deux  points  conjugués  ;  toute- 
fois, dans  un  cas  particulier  de  l'inyolution,  ce  point  peut  être  le 
milieu  de  tous  les  segments  (201  ).  Alors  la  droite  proposée  sera 
la  bissectrice  de  tous  les  angles  formés  par  deux  rayons  conjugués. 
C'est  un  cas  particulier  des  faisceaux  en  involution. 

§  m.  —  Manières  d'exprimer  que  deux  iaisceanz  homographiqueB 

sont  en  involation. 

259.  Le  caractère  des  faisceaux  homographiques  en  involution, 
c'est  que  chaque  rayon,  considéré  comme  appartenant  à  l'un  ou  à 
l'autre  des  deux  faisceaux,  a  toujours  le  même  conjugué  (255). 
Pour  que  deux  faisceaux  soient  en  involution,  il  suffit  que  cette 
condition  ait  lieu  pour  un  rayon  donné  quelconque,  car  alors  elle 
aura  lieu  pour  tous  les  autres.  Cela  résulte  évidemment  de  la  pro- 
position analogue  relative  aux  divisions  homographiques  en  invo- 
lution (243);  et  d*ailleurs  la  démonstration  de  cette  proposition 
s'applique  d'elle-même  au  cas  actuel. 

Si  les  deux  rayons  variables  entrent  d'une  manière  symétrique 
dans  l'équation  qui  détermine  l'homographie  des  deux  faisceaux, 
la  condition  d'involution  est  évidemment  satisfaite,  de  même  que 
dans  les  divisions  homographiques  (248).  D'après  cela,  on  recon- 
naît que  chacune  des  équations  suivantes  exprime  que  les  deux 
rayons  variables  M,  M^  forment  deux  faisceaux  en  involution  : 

o  sin(E,M)_       sin(E,M^)^ 

'  8m(F,M)""       8in(F,M')' 

E  et  F  sont  les  deux  rayons  doubles  de  l'involution. 

sinfA,  M)sin(A,  M^)_ 
^  sin(A',M)sin(A',M')~    ' 

A  et  A'  sont  deux  rayons  conjugués  quelconques. 
3«  tang(0,M)taDg(0,M')=5i; 
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O  est  l'un  des  deux  rayons  conjugués  rectangulaires  qui  existent 
toujours  dans  deux  faisceaux  en  involution  (256). 

Cette  équation  provient  de  la  précédente,  dans  laquelle  on  sup- 
pose que  Â  et  A'  sont  ces  deux  rayons  conjugués  rectangulaires. 

On  conclut  de  là  cette  propriété  importante  d'un  faisceau  de 
six  droites  en  involution,  savoir  que,  A,  A';  B,  B'  et  C,  G'  étant 
ces  six  droites  conjuguées  deux  à  deux,  il  existe  deux  rayons  O 
dont  chacun  donne  lieu  aux  équations 

Uiig(O,A)lang(0,A')  =  tang(0,B)tang(0,B')  =  tang(0,C)tang(0.C'), 

comme  nous  Tavons  annoncé  précédemment  (251  ). 
4°  Enfin  on  a  Téquation 

tang(A,M)  tang(A,M')  -f- X[tang(A,M)  -f- tang(A,M')] -h  v  =  o, 

dans  laquelle  A  est  une  droite  quelconque. 

âOO.  D'après  la  condition  d'involution  de  deux  faisceaux  ho- 
mographiques  (259),  on  conclut,  en  vertu  du  théorème  (153), 
que  :  Deux  faisceaux  homo graphiques  quelconques  peuvent  tou^ 
jours  être  placés  de  manière  à  former  deux  faisceaux  en  im^o- 
lotion,  propriété  analogue  à  celle  de  deux  divisions  homogra- 
phiques  (244), 

Et  il  résulte  de  là,  d'après  la  proposition  (256),  que  ;  Quand 
deux  faisceaux  sont  homographiques,  il  existe  toujours  dans 
l'un  deux  rayons  rectangulaires  dont  les  homologues,  dans 
l'autre,  sont  aussi  rectangulaires,  et  il  n'existe  quun  tel  système 
de  deux  rayons. 
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CHAPITRE  XII. 

DBS   DEUX   POINTS  QUI   DIYISBRT   HARMONIQUBHBIIT   DBUX  SEGHBIITS  DOllHfiS. 


261.  La  construction  des  deux  points  e^f^  conjugués  harmo- 
niques à  la  fois  par  rapport  à  deux  couples  de  points  a,  J  et  h^  h\ 
et  celle  de  leur  point  milieu  ont  été  données  précédemment 
(214-218).  Les  propriétés  de  ces  points  se  trouvent  aussi,  comme 
cas  particuliers,  parmi  celles  de  Tinvolution.  Toutefois ,  comme 
nous  aurons  souvent  à  considérer,  principalement  dans  la  théorie 
des  sections  coniques,  un  pareil  système  de  trois  couples  de  points, 
réels  ou  imaginaires,  nous  allons  reproduire  et  grouper  ici  les  di- 
verses formules  qui  s'y  rapportent. 

L 

262.  Relations  entre  le  point  milieu  O  des  deux  points  e^  (et 
lès  quatre  points  a,  a'  et  b,  b'  : 

Oa.Oa'=0^.0^', 

Ou  __  alf        Oa  __  ab 
Ô~b~~b^''     Ob'~V^^ 

ab.ab'  _  aO         ba.ba'  _  bO 
a'b.a'b'~'^^      b^b^'~VÔ^ 

^       ab.ab'        ,^       ba.ba' 
aO=  — ,      ^0= ^— , 

ab.ab'-ha'b.a'b'  ba.ba' ^  b'a,bW 

ma. ma'  —  mb^mb* -\-  2oc6./nO  =  o. 

Cette  dernière  relation,  où.  m  est  un  point  arbitraire,  pourra  servir 
pour  déterminer  le  point  O  quand  les  deux  couples  de  points  a,  J 
et  by  U  seront  imaginaires. 
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n. 

363.  Expressions  du  segment  Oe  ; 
0<r  =  d:Vo«.Oa', 


0*  =  =hV^O«'- 


_  ^ab.ab'  .a'b.a'b' 


2  «6 
Cette  dernière  expression  donne 


,       ylab.ab'.a'b 


m. 

S64.  Relations  entre  un  des  deux  points  e,  f  et  les  quatre 
a,  a',b,V: 

ab.ab'  ae  ha. ha'         be 

i^b.a'b'       ^'         b'a.b'i^~  ^* 

ea.eb'  _^       ab'        ea.eb  «6 

ta' .eb  a'b       ea' .eb'  a'h' 

a.a  .fie +  66  .ea-f-  a&.Se.ea^o, 


ae         bc        ^ 
aa'       ab       ab'       tb'       ba       ba' 
a'e       be       b'e       b'e       ae       a'e  ' 

ces  deux  dernières  équations  dérivent  de  la  première  des  équa- 
tions (230),  dans  laquelle  on  suppose  que  les  deux  points  c,  (/  se 
confondent  avec  le  point  double  e. 

_  {ijab.ab'±yji^b.a'b)*  ( ^ba . ba' zp \jb'a . b'a' )* 


.     te=- 

4«s  46. 


\^ab' .a'b"^  ^ab.a'b') 


r  » 
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IV. 

265.  Relations  entre  les  deux  points  e,  î et  les  quatre  a,  a',  b,  b'. 

Les  deux  points  e,  y  forment  une  involutîon.  avec  les  deux 
couples  a,  V  et  a',  i  (213)  ;  et  pareillement  avec  les  deux  couples 
a,  b  et  a',  b'. 

De  là  résultent  de  nombreuses  relations  d^nvolution  entre  les 
six  points,  que  Ton  formera  sans  difficulté. 

Démontrons  celle-ci  : 

ae,qf  ab,  ab' 


a'e.a'f        \  a'b.a'b' 
On  a 

ab,ah'         ae        ,^^,  , 

"7T— 7-.  ==:37         264. 

a  e 

«-■  .     ae  af      ,  ae  ae,af 

Mais  —-  = 7-Ô   donc  z=n  = ; — 7-^»  et,  par  conséquent , 

àe  a\f  ^/^-  a!e,a'J  '^  ^ 

ab,ab'  ae.a/ 

V. 

266.  Relations  oii  entrent  un  ou  deux  points  arbitraires. 

— î 

ma . ma! . ^e  -+■  mb . mb' . ca  -h  /wtf . «6  =:  o, 

a,  6  étant  les  milieux  des  deux  segments  aa!^  blf . 

— 1 

ma. ma!  mb,mb'  me       ^ 

T-eje./iaiH — 7 — rr^*!'"^!  +  inr  «1  ^1  •  "^  =  ^» 

na.na  nb.nb'  ' 

ne 

ai,  61  étant  les  points  conjugués  harmoniques  du  point  n  par  rap- 
port aux  deux  segments  a^i^  bV. 

Si  le  point  m  est  pris  à  l'infini,  il  vient 

1 \ ■=.  O, 

na.na'        nb,nb'         ne 
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Cette  équation  et  la  précédente  se  mettent  sous  la  forme 

ma, ma'  mb.mb'  me 

oj  tf  H —  tf  «1 H «1 61  =  o, 

/la  /i6  ne 

6]e       ea^       ^\^\ 


not,    '    n^    '     ne 

«1,  6|  sont  les  conjugués  harmoniques  du  point  n  par  rapport 
aux  deux  segments  act^  bb\  et  Uy  ë  les  milieux  de  ces  deux  seg- 
ments. 
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CHAPITRE  XIII. 


PROPOSITIONS   RBLÀTIYBS  ▲  DBUZ  DIVISIONS  HOHOGRIPHIQUBS 
FORMÉES  SUR  UNS  MÈMB  DROITE,  ET   ▲  L^IHTOLUTION. 


§  I.  —  Divisions  homographiqnes  sur  une  même  droite.  Gonstmction 
des  deux  points  doubles  et  de  leur  point  milieu. 


I. 

267.  Soient  a,  b,  c,  . . .  et  a',  b',  </, . . .  les  points  respective- 
ment  homologues  de  deux  divisions  homographiques  formées  sur 
une  même  droite;  les  deux  points  doubles  seront  en  invoUuion 
ai/ec  chaque  système  de  deux  couples  de  points  tels  que  a,  b' 
et  s!  y  b. 

En  effet,  soient  eyfles  deux  points  doubles  des  deux  divisions; 
les  quatre  points  a^  by  e^fde  la  première  division  ont  leur  rap- 
port anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  correspon- 
dants c/y  b\  e,y  de  la  seconde  division.  On  peut  changer  Tordre 
de  ceux-ci  et  dire  que  les  quatre  points  a,  b^  eyf  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  Uy  aty  f^  Cy  ce  qui 
prouve  que  les  trois  segments  aV y  ciby  e/*sont  en  involution  (188). 
Donc,  etc. 

Autrement.  Les  points  doubles  des  deux  divisions  se  déter- 
minent par  Téquation 

— î 

ae  — T.aO.ae-^al.aa!  z=zo     (158). 

Par  conséquent,  on  a 

On  a  pareillement,  à  Tégard  d'une  origine  b\  prise  dans  la 
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seconde  division , 

Donc 

ae.af         al,aa' 
b'e.b'f^  b'V.b'b* 

Mais  les  quatre  points  a,  i,  I,  oo  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  a!^  V^  oo^  J^;  ce  qui  donne  la  proportion 

ae.af         ab,aa' 
b'e.b'f  b'b.b'a'' 

et  cette  équation  prouve  que  les  trois  couples  a,  V\  a' y  b  et  e^f 
sont  en  involution. 

Autrement.  Que  l'on  suppose  dans  Téquation  (4)»  n^  145, 
que  le  point  a  coïncide  avec  b*,  et  le  point  d'  avec  c;  de  sorte 
que  i  et  c  de  la  première  division  restent  arbitraires;  Téquation 
devient 

b'm.b'm'  b'b.c'b' 

-h  •  •  •  H ;: j—  =  O, 

cm .  cm  co .  ce 

et  les  points  doubles  se  déterminent  par  l'équation  du  second  degré 

Ye  b'b.b'c' 


On  a  donc 


""*    '  cb,cc' 

ce 


b'e,yf  _  b'b.Vd 
ce,cf  cb,cc' 


équation  qui  prouve  que  les  trois  couples  V^  c;  b,  cf  et  e^/  sont 
en  involution.  Donc,  etc. 

268.  On  conclut  du  théorème  précédent  ces  deux-ci  : 

I®  Les  cercles  décrits  sur  les  trois  segments  ab',  ba',  ef  comme 
diamètres  passent  par  deux  mêmes  points  (208). 

2^  Les  trois  cercles  menés  par  un  même  point  et  ayant  pour 
cordes  respectives  les  trois  segments  aV,  ba',  ef  passent  par  un 
second  point  commun  (207). 
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II.  —  Construction  du  point  milieu  des  deux  points  doubles  de  deux  divi- 
sions homographiques  dont  on  connaît  trois  couples  de  points  correspond 
fiants» 

269.  Soient  a,  a!\  b^  V  et  c,  d  \es  trois  couples  de  points  cor- 
respondants des  deux  divisions,  et  e,  f  leurs  points  doubles  qu'il 
s'agit  de  déterminer. 

Les  quatre  points  a,  b^  c,  e  de  la  première  division  ont  leur  rap- 
port anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  a\  V y  c\  e  de  la 
seconde  division,  de  sorte  que  Ton  a 

ea     ca       ea*     daf  ea,eh'       ca     c'a' 


ou 


eb  '  cb       eb'  *  c'b'  eb.ea'       cb  *  &b' 

Or  nous  venons  de  voir  que  les  trois  segments  ab'^  alb  et  ef  sont 
en  involution;  il  s'ensuit  qu'en  appelant  «1,  64  et  O  leurs  milieux, 
on  a 

ea' ,eb       Ooi      *         ' 
et  par  conséquent 

Oa^  ca  ^  c'a' 

Cette  expression  du  rapport  ^rr^faitconnaître la positiondupointO, 

qui  est  le  point  cherché. 

ca     c  a 

On  ramène  l'expression  —r  :  — ^  à  un  simple  rapport  de  deux 

lignes,  au  moyen  du  théorème  dePtolémée  sur  les  segments  qu'une 
transversale  fait  sur  les  deux  côtés  d'un  triangle  (Chap.  XIK,  §1). 

m.  —  Construction  des  deux  points  doubles  quand  on  connaù  leur 

point  milieu, 

270.  Après  avoir  déterminé  le  point  milieu  O  des  deux  points 
doubles  e^f,  on  peut  déterminer  leur  distance  à  ce  point  par 
l'équation  suivante,  d'après  le  théorème  (221)  appliqué  aux  trois 
segments  en  involution  ai',  alb  et  e/) 

Ofl.Oi'.eiO-hOè.Oa'.0«i  — aê'.«je,  =  o, 
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d'où,  en  faisant  jr^  =  i, 


—2       Oa.Ob-^-k.Ob.Oa' 
Oe  =: ^^ • 

A  —  I 

IV.  —  Construction  des  deux  points  doubles,  sans  connattre  leur 

point  milieu* 

27i.  Le  théorème  (267)  donne  lieu  à  une  construction  très- 
simple  des  deux  points  doubles. 

Par  un  point  g  pris  arbitrairement,  on  fera  passer  deux  circon- 
férences de  cercle  qui  aient  pour  cordes,  respectivement,  les 
deux  segments  aUy  alb\  ces  circonférences  se  couperont  en  un 
point  g'.  Par  le  même  point  gy  on  fera  passer  deux  autres  circon- 
férences ayant  pour  cordes,  respectivement,  les  deux  segments  ad^ 
Jcy  lesquelles  se  couperont  en  un  autre  point  gl'. 

La  circonférence  de  cercle  menée  par  les  trois  points  gj  g',  g^ 
déterminera  sur  la  droite  ab  les  deux  points  doubles  cherchés  ;  car 
ces  deux  points  seront  en  involution,  d'une  part  avec  les  deux 
couples  a,  bf  et  d^  i,  et  d'autre  part  avec  les  deux  couples  a,  c' 
eltf',  c(207). 

Cette  construction  se  prête  à  tous  les  cas  que  peuvent  présenter 
les  trois  couples  de  points  a,  a'\  by  V  et  c,  d.  Elle  se  simplifie  si 
deux  de  ces  points,  tels  que  b  et  d,  sont  à  l'infini  (^). 

^autrement.  On  décrira  des  circonférences  sur  les  quatre  seg- 
oients  abfy  bel  y  ad  et  cet  y  comme  diamètres,  et,  par  les  points  d'in- 
tersection des  deux  premières  et  les  points  d'intersection  des  deux 
autres,  on  fera  passer  une  circonférence  de  cercle,  laquelle  dé- 
terminera sur  la  droite  abc  les  deux  points  cherchés  (268). 

Cette  seconde  construction  se  prête,  comme  la  précédente,  à 
tous  les  cas  que  peut  présenter  la  question,  relativement  aux  po- 
sitions des  trois  couples  de  points  a,  ci\by  V  et  c,  d. 

272.  Supposons  que  le  point  b  soit  à  l'infini,  ainsi  que  le  point 
éy  et  désignons  par  J'  et  1  leurs  homologues  V  et  c  dans  la  seconde 
et  la  première  division,  respectivement;  de  sorte  que  les  deux 


[*)  Si  le  point  f>y  par  exemple,  est  à  Tinfini,  la  circonférence  qui  doit  passer  par 
1m  trois  points  g^  a\  b  derient  une  ligne  droite,  saToir  ga!» 
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divisions  homographiques  seront  exprimées  par  Féquation 

I/n.J'///'=Ifl.JV     (126). 

La  circonférence  décrite  sur  le  segment  infini  db^  comme  diamètre, 
sera  la  droite  menée  par  d  perpendiculairement  à  la  ligne  ah  ;  et 
de  même  de  la  circonférence  ayant  pour  diamètre  le  segment  in- 
fini ax!.  De  là  résulte  cette  construction  : 

Sur  d\  comme  diamètre  [Jig*  3i),  on  décrira  une  circonférence 
de  cercle,  et  Ton  élèvera  par  le  point  a  une  perpendiculaire  qui  la 
rencontrera  en  un  point  a;  puis,  sur  aV  comme  diamètre,  on  dé- 
crira une  seconde  circonférence  de  cercle,  et  l'on  élèvera  la  per- 
pendiculaire dd  qui  la  rencontrera  en  d ,  Par  les  deux  points  a, 
d  on  fera  passer  une  circonférence  qui  ait  son  centre  sur  la 
droite  ad\  elle  marquera  sur  cette  droite  les  deux  points  cherchés. 

Le  centre  de  cette  circonférence,  étant  le  milieu  de  ces  deux 
points,  est  connu  a  priori;  c'est  le  milieu  du  segment  U'  (158): 
il  suffira  donc  de  construire  un  seul  des  deux  points  a,  d  pour 
déterminer  la  circonférence. 

Si  l'on  prend  pour  le  point  a  le  milieu  même  du  segment  U', 

le  rayon  de  la  circonférence  sera  ad  =  ^ad .aV.  Ainsi  cette  ex- 
pression, à  laquelle  nous  sommes  parvenu  par  une  autre  voie  (161  ), 
résulte  ici  de  la  construction  générale. 

273.  Cas  ou  l'un  des  points  doubles  est  donné.  —  Si  l'un  des 
points  doubles,  e,  est  donné,  les  deux  couples  de  points  homologues 
a,  d  et  i,  V  suffiront  pour  déterminer  le  second  point  double/. 
Sur  les  deux  segments  ab'y  db^  comme  diamètres,  on  décrira  deux 
circonférences  ;  et  par  leurs  points  d'intersection  et  le  point  e  on 
en  fera  passer  une  troisième,  qui  déterminera  le  point/*  (268). 

Autrement.  Que  l'on  prenne  deux  points  fixes  quelconques  P, 


P'  en  ligne  droite  avec  le  point  double  donné  e,  et  qu'on  mène 
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les  deux  droites  Pa,  P'a'qui  se  coupent  en  a,  et  les  deux  droites 
Pi,  VU  qui  se  coupent  en  S  :  la  droite  «6  rencontre  la  droite  ab 
au  point  double  cherché/*. 

V. 

274.  Quand  deux  divisions  homographiques  sont  formées  sur 
une  même  droite,  chaque  point  a  de  cette  droite,  considéré  comme 
appartenant  à  la  première  dii^ision,  a  son  homologue  a'  dans  la 
seconde,  et,  considéré  comme  appartenant  à  la  seconde  division, 
a  son  homologue  A  dans  la  première. 

Les  deux  points  2!  et  A.form,ent  deux  divisions  homographiques  ; 
et  ces  deux  divisions  ont  les  mêmes  points  doubles  que  les  deux 
divisions  proposées. 

En  effet  :  i^  les  deux  divisions  formées  par  le  point  c^  et  le 
point  A  sont  homographiques  entre  elles,  comme  étant  homogra- 
phiques à  une  troisième  formée  par  le  point  a  (106).  2^  Si  le  pointa 
est  un  point  double  des  deux  divisions  proposées,  les  deux  points  a' 
et  A  coïncident  l'un  et  l'autre  avec  ce  point,  et  par  conséquent 
coïncident  entre  eux.  Donc  ce  point  est  un  point  double  des  deux 
divisions  formées  par  les  deux  points  variables  a'  et  A.  Ce  qu'il 
fallait  prouver. 

275.  Quand  deux  divisions  homographiques  sont  formées  sur 
une  même  droite,  si  l'on  prend  les  homologues  a'  et  A  d'un  point  a 
de  cette  droite,  comme  dans  la  proposition  précédente,  le  con^ 
jugué  harmonique  du  point  a  par  rapport  aux  deux  A  et  d!  sera 
le  même  que  par  rapport  aux  deux  points  doubles  des  divisions 
homographiques. 

En  effet,  les  deux  divisions  homographiques  s'expriment  par 
Téquation 

am»am*  —  aJ' ,am  —  al.a/n'-t-  al.aa!  =zo     (158) 
ou 

ar.aA  =  o     (139). 


Pour  déterminer  les  deux  points  doubles  e,f  il  faut  faire  coïncider 

Cbasles. —  Géom,  sup,  12 


178  TR4ITE  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.   —  CHAPITRE  XIII. 

ni  avec  m  ;  Téquation  devient,  en  écrivant  e  à  la  place  de  m, 

ae  — (aj'-h  «I)fle -h  al.na' =  o 
ou 

-^aV Mk=L  o. 

On  a  donc 

ae -l-a/':=fll  + aj',     et     ae.afz=.a\.aa!=iaV,ak\ 
d'où 


ae       af       aa'        nK 

Soit  a  le  point  conjugué  harmonique  du  point  a  par  rapport  aux 
deux  cij  A,  on  aura 

""'         '         '       (65). 


a  a       aa!       a  A 
Donc 

2   I  I 

a  a        ae        af 

Ce  qui  prouve  que  le  point  a  est  le  conjugué  harmonique  du  point  a 
par  rapport  aux  deux  points  doubles  e^f.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

276.  Corollaire  I.  —  Puisque  le  point  a  et  son  conjugué  har- 
monique a  par  rapport  à  ses  deux  homologues  a'  et  A  divisent 
harmoniquement  le  segment  fixe  ef^  il  s'ensuit  que  ces  deux 
points  a  et  a  foiment  deux  dwisions  homographiques  en  ins^olu- 
tio/i(248). 

277.  Corollaire  II.  —  Etant  données  deux  dwisions  homo- 
graphiques sur  une  droite,  on  demande  de  déterminer  le  conjugué 
harmonique  d'un  point  par  rapport  aux  deux  points  doubles 
inconnus  des  deux  divisions. 

Soit  a  le  point  donné  ;  on  déterminera  ses  deux  homologues  a' 
et  A,  puis  son  conjugué  harmonique  a  'par  rapport  à  ces  deux 
points;  a  sera  le  point  cherché. 

Cette  question  aura  quelques  applications,  par  exemple  pour 
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trouver  la  polaire  d'un  point  par  rapport  à  une  conique  dont  cinq 
points  seulement  sont  connus. 

278.  Corollaire  III •  —  JVoui/clle  construction  des  points 
doubles  de  deux  diy^isions  homo graphiques. 

On  prendra  un  point  a  et  le  point  a  qui  lui  correspond  comme 
ci-dessus  ;  et  de  même  un  point  b  et  le  point  correspondant  6.  On 
cherchera  les  deux  points  e,  y*qui  divisent  harmoniquement  les 
deux  segments  aa^  bS  (261);  ce  seront  les  deux  points  doubles 
cherchés. 

§  II.  —  Propositions  relatives  à  Finvolation. 

I. 

279.  Etant  donnés  sur  une  droite  deux  couples  de  segments  aa', 
bb'  et  AA',  BB',  on  demande  de  déterminer  un  segment  ce'  qui 
soit  en  im^olution  tout  à  la  fois  avec  les  deux  premiers  segments  aa', 
bb'  et  avec  les  deux  autres  AA',  BB'. 

Que  sur  les  quatre  segments  aa!^  bb\  AA'  et'BB',  comme  dia- 
mètres, on  décrive  des  circonférences  de  cercle,  la  circonférence 
qui  passera  par  les  points  d^intersection  des  deux  premières  et  les 
points  dMntersection  des  deux  autres  déterminera  le  segment  cher 
ché  ccf  (208).  Si  la  circonférence  n'est  pas  constructible,  le  seg- 
ment sera  imaginaire. 

Autrement,  Que  par  un  point  g  pris  arbitrairement  on  mène 
deux  circonférences,  passant,  la  première  par  les  deux  points  a 
et  a',  et  la  seconde  par  les  deux  i  et  i';  elles  se  couperont  en  un 
point  ^. 

Que  par  le  même  point  g  on  mène  pareillement  deux  circonfé- 
rences, passant,  la  première  par  les  deux  points  A  et  A',  et  la  se- 
conde par  les  deux  B  et  B',  lesquelles  se  couperont  en  un  autre 
point  g^'. 

La  circonférence  menée  par  les  trois  points  gy  g^,  g"'  détermi- 
nera sur  la  droite  aa!  le  segment  cherché,  réel  ou  imaginaire. 

Autrement,  Soient  y  le  point  milieu  du  segment  cherché  cd  \0\e 
point  central  de  l'involution  déterminée  par  les  deux  segments  aa'j 

12. 
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bV\  12  le  point  central  de  Tinvolution  déterminée  par  les  deux  seg- 
ments AA',  BB',  et  tù  le  point  milieu  des  deux  O,  12;  on  aura  la 

relation 

a«7.0a  =  0a.0/ï'  — ûA.ûA', 

qui  fait  connaître  la  position  du  point  /. 
En  eflet,  on  a 

0a,0a'z=z0c.0c'     et     ûA.ûA' =  Hcûc'. 

De  sorte  que  Téquation  revient  à  celle-ci, 

2w7.0n=:  Oc. Oc'  —  nc.ûc'; 

ce  qui  est  une  identité  entre  deux  couples  de  points  quelconques 
Cj  d  et  O,  12,  et  leurs  points  milieux  y  et  co,  laquelle  se  démontre 

aisément;  car  il  suffit  d'y  remplacer  Oc. Oc' par  (Oy  — yc)  et 

AcHc^  par  (lîy  — "ic). 

Le  point  y,  milieu  du  segment  chetché  cd^  étant  ainsi  déterminé, 
on  connaîtra  ce  segment  lui-même  par  Tune  des  relations 

— s       — s 

yc  =07  — Oa.Ofl', 

— 2       — \ 

yc  =  ûy    — ûA.nA'. 

Ce  segment  sera  toujours  réel  si  les  deux  aal^  hV  empiètent  l'un 
sur  l'autre,  parce  qu'alors  le  produit  Oa .  O  a'  est  négatif  (  197  )  ;  et 
de  même,  si  les  deux  segments  AA',  BB'  empiètent  l'un  sur  l'autre. 
Mais  il  pourra  être  imaginaire  dans  le  cas  où  ni  les  deux  seg- 
ments ad ^  hV  ni  les  deux  AA',  BB'  n'empiètent  l'un  sur  l'autre. 

Observation,  —  Ce  problème  aura  plusieurs  applications,  parti- 
culièrement aux  deux  questions  suivantes  : 

Etant  donnés  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  d'une  sec- 
tion conique,  déterminer  les  axes  principaux  de  la  courbe. 

Etant  donnés  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  d'une  co- 
nique, et  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  d'une  autre  co- 
nique, déterminer  le  système  de  diamètres  conjugués  communs, 
en  direction,  aux  deux  courbes. 

280.  Cas  particuliers.  —  Chacun  des  quatre  segments  aa'y  . . . 
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peut  être  nul.  S'ils  sont  nuls  tous  les  quatre  à  la  fois,  la  question 
devient  celle-ci  :  Trouver  les  deux  points  qui  divisent  harmonique^ 
ment  deux  segments  ab,  AB. 


IL 

281 .  Etant  données  deux  droites  divisées  homo graphiquement, 
les  rayons  menés  d'un  point  fixe  aux  points  de  division  forment 
deux  faisceaux  homographiques  ;  et  si  l'on  demande  que  ces  deux 
faisceaux  soient  en  im^olution,  leur  sommet  dey^ra  être  placé  sur 
la  droite  qui  joint  les  points  des  deux  divisions  dont  les  homo- 
logues coïncident  au  point  de  rencontre  de  ces  droites. 

En  effet,  soient  S  ce  point  de  rencontre,  et  a  et  V  sur  les  deux 
droites,  respectivement,  les  deux  points  en  question,  de  sorte 
que  a  corresponde,  sur  la  première,  au  point  S  de  la  seconde,  et  V^ 
sur  la  seconde,  au  point  S  de  la  première.  Le  sommet  O  des  deux 
faisceaux  étant  pris  sur  la  droite  ab',  cette  droite,  considérée  comme 
rayon,  soit  du  premier  faisceau,  soit  du  second,  aura  toujours  pour 
homologue  la  même  droite  OS.  Ce  qui  prouve  (255)  que  les  deux 
faisceaux  sont  en  involution. 

282.  Etant  donnés  deux  faisceaux  homographiques  dont  les 
centres  ne  sont  pas  coïncidents,  on  peut  les  couper  par  une  droite, 
de  manière  à  avoir  sur  cette  droite  deux  divisions  en  involution. 

Une  infinité  de  droites  satisfont  à  la  question;  elles  passent 
toutes  par  un  certain  point  déterminé. 

Soient  O  et  Cy  les  centres  des  deux  faisceaux  et  A  le  point  de 
rencontre  des  rayons  qui,  dans  le  premier  et  le  second  faisceau, 
respectivement,  sont  les  homologues  des  deux  qui  coïncident  sui- 
vant la  droite  OCy.  Toute  transversale  menée  par  ce  point  ft  satis- 
fera à  la  question  ;  c'est-à-dire  qu'elle  rencontrera  les  deux  faisceaux 
en  deux  séries  de  points  qui  formeront  deux  divisions  homogra- 
phiques en  involution.  En  effet,  cette  transversale  rencontre  la 
droite  00'  en  un  point  qui,  considéré  comme  appartenant  soit  à 
la  première  série,  soit  à  la  seconde,  aura  toujours  pour  homologue 
le  même  point  0.  Donc,  etc. 
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III. 

283.  Quand  trois  couples  de  points  a,  a';  b,  b'  ef  c,  c'  sont  en 
inifolution,  si  l'on  prend  les  points  a,  6  conjugués  harmoniques  du 
point  c  par  rapport  aux  deux  segments  aa',  bb'  respectiv^ement; 
puis  les  points  ai,  6|  conjugués  harmoniques  des  deux  a,  6,  res- 
pectivement, par  rapport  aux  deux  segments  hhf  et  aa',  le  con-- 
jugué  harmonique  du  point  c  par  rapport  aux  deux  a^  €|  sera 
le  point  c'. 


i 


En  efTet,  exprimons  que  les  deux  points  a,  ai  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  i,  b',  au  moyen  de  l'équation 
où  entrent  deux  points  arbitraires  (78),  et  prenons  pour  ces 
points  les  deux  cf  eic,  on  aura 


dh,c'h'       cft.c'oL^  c'6  c'fù 


(ù  étant  le  conjugué  harmonique  du  point  c  par  rapport  aux  deux 
a,  «1.  Or  cette  relation  harmonique  entre  les  deux  couples  c,  ci>  et 
a,  ai  s'exprime  par  l'équation 

a.c'ft)        c'a        c'a*      ,^^. 
= 1 (67). 

COi  COL  COLi 

On  a  donc 


c'b ,  c  b 


nj 


r-t- 


cb,cb'         c 


cet»cai         c6  \ca         cki  J 


Pareillement,  la  relation  harmonique  des  deux  couples  6,  Ç^  et 
a,  af  s'exprime  par  l'équation 


c'a .  c'a'       c 


ca .  ca 


r-t- 


p6.c6i         col  \  c6         c6i  / 


Retranchant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  et  observant 
que,  puisque  c'  est  le  conjugué  harmonique  du  point  c  par  rapport 

c' S  c' a 

aux  deux  a^  6|,  on  a— ^^  = -j  tous  les  termes,  moins  deux, 

C0|  COii 
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disparaissent,  et  il  reste 

ca  •  ca'         cb .  cb' 
ce  qui  est  une  des  équations  d^involution  (190).  Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Si  le  point  c  est  à  l'infini,  son  conjugué  d  coïn- 
cidera a%fec  le  milieu  du  segment  ^i  60  ^^  sera  le  point  central  de 
VinvoliUion  déterminée  par  les  deux  segments  aa',  bb'. 

584.  Dans  ce  théorème  et  son  corollaire  les  deux  couples  de 
points  aj  ci  et  bj  If  peuvent  être  imaginaires,  puisque  Ton  ne  con- 
sidère, par  rapport  à  eux,  que  des  relations  harmoniques.  11  s'en- 
suit que  les  deux  propositions  peuvent  servir  à  construire  le  point 
central  et  le  conjugué  d'un  point  donné,  dans  une  involution  déter- 
minée par  deux  couples  de  points  imaginaires.  Ces  questions 
auront  une  application  utile  dans  la  théorie  des  coniques. 

IV. 

585.  JEtant  donnés  deux  couples  de  points  a,  a'  et  b,  b'  sur  une 
même  droite,  et  étant  pris  le  point  c  conjugué  harmonique  du 
point  b  par  rapport  aux  deux  a,  a',  et  le  point  c'  conjugué  har- 
monique de  h'  par  rapport  aux  deux  mêmes  a,  a',  les  trois  seg- 
ments aa',  bb'  et  cd  sont  en  involution. 

En  effet,  on  a,  par  hypothèse. 


« 
ac  a'c  ac*  a'c' 


ab  a'b  ab'  a'b 


et,  en  multipliant  membre  à  membre. 


acac*         a'c.ac' 


ab.ab'        a'b.  a'b' 


équation  qui  exprime  que  les  trois  segments  acij  hV  et  cd  sont 
en  involution  (190).  c.  q.  f.  p. 

On  peut  encore  dire  que  :  Quand  trois  couples  de  points  a,  a'; 
h,V  et  c,  d  sont  en  involution,  si  les  deux  points  h  et  c  sont  con- 
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jugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  a,  a^  les  deux  h'  et  c' 
seront  aussi  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
mêmes  a,  a'. 

V. 

286.  Quand  deux  couples  de  points  a,  J  ethj  h'  sont  en  rap- 
port harmonique,  si  l'on  prend  sur  la  même  droite  un  point  arbi- 
traire n  et  ses  conjugués  harmoniques  c  et  c'  par  rapport  aux  deux 
segments  aa'  ethh'y  respecti%fement,  les  trois  couples  de  points  di,  a'; 
b,  b'  etc,  d  seront  en  inv^olution. 

En  eflTety  les  deux  points  a,  a' divisent  harmoniquement  chacun  des 
deux  segments  bb'  et  cn\  par  conséquent  ces  points  sont  les  points 
doubles  de  Pinvolution  déterminée  par  les  deux  segments  (211). 
Il  s'ensuit  que  les  trois  segments  aa!y  bnet  Vc  sont  en  involution  (213) 
et  que  Ton  a 

^  =  ^     (190). 

na,na         nb\nc 

Pareillement  les  trois  segments  oa^,  Un  et  bc  sont  en  involution, 
et  Ton  a 

y  a, h' a'        h'b.h'c 

na.na!  nb,nc 

Divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  a 

ba.ba'  bc      b'c  bc    nb 

V^b'a'  "~  i^'  *  ^  ^~  Vc  n^' 

Or,  cf  étant  le  conjugué  harmonique  du  point  n  par  rapport  aux 
deux  points  b^  b\  on  a 

nb^__  ^ 
^'""       7b'' 

L'équation  devient  donc 

ba .  baf  bc .  bc' 

y^Tb'a' "^  ¥c7^' 

ce  qui  prouve  que  les  trois  couples  a,  a!\  b,  b'  et  c,  </  sont  en  in- 
volution. 
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Corollaire  I.  —  Si  le  point  n  est- le  milieu  du  segment  aa',  son 
conjugué  harmonique  c  sera  à  l'infini;  et  par  conséquent  le 
point  d  sera  le  point  central  de  l'inv^olution  déterminée  par  les 
deux  segments  aa',  bb^  On  conclut  de  là  que  : 

Quand  deux  couples  de  points  a,  a'  et  b,  b^  sont  en  rapport 
harmonique, 

1®  Le  point  conjugué  harmonique  du  milieu  du  segment  aa' 
par  rapport  aux  deux  points  b,  b'  coïncide  avec  le  conjugué 
harmonique  du  milieu  du  segment  bb'  par  rapport  aux  deux 
points  a,  a'; 

a"  Ce  point  est  le  point  central  de  l'involution  déterminée  par 
les  deux  couples  a,  a';  b,  b'. 

C'est-à-dire  que,  ce  point  étant  représenté  par  O,  on  a 

Oa.Oa=iOb,OV. 

Corollaire  II.  —  Si  le  point  n  est  à  Tinfini,  ses  conjurés 
harmoniques  c,  c'  par  rapport  aux  deux  segments  aa'^  hV  sont 
les  milieux  a,  S  de  ces  segments.  Donc  : 

Quand  deux  couples  de  points  a,  2!  et  h  y  b'  sont  en  rapport  har- 
monique,  leurs  milieux  respectifs  ct^  6  forment  un  troisième 
couple  en  involution  avec  les  deux  premiers. 

Corollaire  III.  —  Il  résulte  de  là  que  :  Les  trois  demi-circon- 
férences décrites  sur  les  segments  aa',  bb'  et  aS  comme  diamètres 
passent  par  un  même  point  (208).  Les  droites  menées  de  ce  point 
aux  deux  a,  6  sont  à  angle  droit  ;  or  ces  droites  sont  les  rayons 
des  deux  premières  circonférences  ;  on  en  conclut  donc  que  : 

Quand  deux  segments  aa',  bb'  sont  en  rapport  harmonique, 
les  circonférences  décrites  sur  ces  deux  segments  comme  dia- 
mètres se  coupent  à  angle  droit. 

287.  Trois  droites  issues  d'un  même  point  font,  deux  à  deux, 
trois  angles  :  si  l'on  considère  les  bissectrices  de  ces  angles  et 
celles  de  leurs  suppléments,  les  trois  droites  formeront  une  invo- 
Uaion  soit  avec  les  bissectrices  des  trois  suppléments,  soit  avec  les 
bissectrices  de  deux  angles  et  la  bissectrice  du  supplément  du 
troisième  angle. 
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En  effet,  soient  A,  B,  C  les  trois  droites,  A',  Bf,  O  les  bissec- 
trices des  trois  angles  (B,  C),  (C,  A),  (A,  B),  et  A'',  B'',  C  les 
bissectrices  des  suppléments  de  ces  angles.  On  a 

8in(A\C)  _  __         8in(B\A]  _  _         sinfCSB)  _  __ 
sin(A',B)~       ''      sin(B',C)"~       ''     8in{C',A)  '' 

?ÎÎL(:^)  _  8in(B^A)  ___  sin(C^B)  __ 

sin(A",B)  ■"  '*  5in(B",C)  ""  '*  sinjC'.A)  ""  '' 

et,  par  conséquent, 

sin(A,B^).sin(B,C^].sin(aA^]_      ■ 
sin(A'',B).sm(b",C].sin(C",Aj""       '* 
et 

sin(A,B^).sin(B,CO.sin(C,V)_ 
8m(A',BJ.sinlB',CJ.sin[C",A)  ~"       '' 

équations  qui  prouvent  les  deux  involutions  en  question  (250). 
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DEUXIEME  SECTION. 

PROPRIÉTÉS  DES  FIGURES  REGTILIGNES.  —  APPLICATION 
DES  THÉORIES  PRÉCÉDENTES. 


CHAPITRE  XIV. 


PKOBLÈVB  SB  LA   SECTION   DtTBRHINÉB. 


I. 

288.  Le  problème  de  la  Section  déterminée,  ainsi  appelé  par 
Apollonius,  est  le  suivant  : 

Etant  donnés  quatre  points  en  ligne  droite,  on  demande  de 
déterminer  sur  cette  droite  un  cinquième  point  tel,  que  le  produit 
de  ses  distances  à  deux  des  quatre  points  donnés  soit  au  produit 
de  ses  distances  aux  deux  autres  dans  une  raison  donnée. 

Soient  a,  dy  h  e\,V  les  quatre  points  donnés,  \  la  raison;  il 
s^agit  de  déterminer  un  point  m  tel  que  l'on  ait 


o.m.  Cl  Tïi 


bm .  b'm 


=z'X. 


Cette  question  en  comporte  trois  autres  comme  cas  particuliers , 
car  on  peut  supposer  que  Tun  des  quatre  points  soit  à  Tinfini,  ou 
que  deux  points  conjugués  a^  ci  on  b y  V  coïncident  en  un  seul. 
Les  trois  cas  qui  résultent  de  ces  hypothèses  s'expriment  par  les 
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équations 

am ,a  m              ... 

bm      -  ^     n. 

S 

am 
bntmb'/n 

— t 

nm 

bm 

289.  Ce  problème  de  la  Section  déterminée  îdÀsoil  partie  des  ma- 
tières que  les  anciens  comprenaient  sous  le  titre  A^ Analyse  géomé- 
trique. Apollonius  Tavait  traité  dans  un  Ouvrage  en  deux  Livres, 
qui  contenait  quatre-vingt-trois  propositions.  Cet  Ouvrage  ne  nous 
est  pas  parvenu  ;  toutefois  des  lemme^  qui  s'y  rapportent,  insérés 
par  Pappus  dans  le  septième  Livre  de  ses  Collections  mathéma- 
tiques, ont  permis  à  plusieurs  géomètres,  dans  les  deux  derniers 
siècles,  de  le  rétablir  dans  le  style  ancien.  Si  tous  ne  Font  pas  fait 
avec  la  prolixité  d*Apollonius  et  de  R.  Simson,  qui  passe  pour 
avoir  bien  rétabli  la  marche  et  la  méthode  de  l'auteur  grec,  tous 
cependant  ne  Tout  résolu  qu'à  l'aide  de  diverses  propositions  qui 
font  dépendre  la  question  générale  de  ses  cas  particuliers.  Et  c'est 
encore  ainsi  qu'a  procédé,  dans  ces  derniers  temps,  J.  Leslie,  dans 
son  Analyse  géométrique.  De  sorte  qu'il  n'existe  pas,  en  Géomé- 
trie, de  solution  immédiate  de  la  question.  Je  dis  en  Géométrie, 
car,  par  la  voie  analytique,  en  rapportant  tous  les  points  à  une 
origine  commune,  on  a  sur-le-champ  une  équation  du  second 
degré  dont  les  racines  résolvent  la  question  d'une  manière  gé- 
nérale. 


(*)  Pour  considérer  l'équation  — ^ =£  jl  comme  un  cas  particulier  de  celle  r&- 

lative  à  quatre  points,   .    ',     =  A,  on  peut,  dans  celle-ci,  remplacer  la  raison  X  par 

le  rapport  de  deux  segments  tels  que  bky  b'k'^  k  et  A'  étant  deux  points  pris  sur  la 
même  droite  que  les  quatre  a,  a',  b,  b^;  alors  l'équation  est 

am.a'm bk  am.n'm . .  ^'''» 

bm.b'm~'VP     ®"         bm       "       VJ'^ 

et,  si  l'on  suppose  le  point  b'  à  rinfini,  elle  devient 

=  W  =  A. 


am .  a' m 


bm 
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Comme  la  plupart  des  problèmes  de  Géométrie  qui  admettent 
deux  solutions,  celui-ci  a  des  cas  d'impossibilité  y  ce  qui  conduit  à 
une  question  de  limite  ou  de  maximum,  savoir,  de  trouver  le 

point  m  qia  rend  le  rapport   r — tj-^  maximum  ou  minimum. 

Cette  question  n^a  pas  échappé  à  Apollonius,  qui  excellait  dan^ce 
genre  de  problèmes  ardus,  et  Fermât  Ta  prise,  à  raison  de  sa  dif- 
ficulté, comme  exemple  de  sa  méthode  de  maximis  et  mînimis. 

Les  théories  précédentes  procurent  deux  solutions  immédiates 
et  extrêmement  simples  de  ce  problème  de  la  Section  déterminée  : 
Tune  dérive  de  l'involution,  et  l'autre  de  la  division  homogra- 
phique. 

La  première  s'applique  même  au  cas  où  Tun  des  deux  couples 
de  points  conjugués  a,  ci  et  b,  V y  ou  tous  les  deux,  seraient  ima- 
ginaires. 

n.  —  Première  solution, 

290.  L'équation  à  laquelle  il  faut  satisfaire, 

am ,  a!  m 

7~r  —  ^» 


bm,b'  m 


donne  lieu,  évidemment,  à  deux  points  m,  m',  La  théorie  de  Tin- 
volution  l'indique  aussi,  car,  un  premier  point  m  étant  déterminé, 
le  point  ni  qui,  avec  celui-là  et  les  deux  couples  a,  ci  et  &,  &', 
forme  une  involution  satisfera  aussi  aux  conditions  du  problème, 
puisqu'on  aura 

am ,  a  m       am  ,a  m       . .  ^ .  . 

b^.b'm  ~  bm' .  b'm'      ^     ^' 


am  .a  m         ^ 

"— ^  A. 


et  par  conséquent  j^^^-^ 

D'après  cela,  soit/ix  le  milieu  des  deux  points  cherchés  m,  m',  et 
a,  6  ceux  des  deux  segments  aa!^  bb'\  on  aura 


am.a  m 


bm,b'm       0/i. 
Donc 


;^  =  |^     (227). 
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Cette  relation  fait  connaître  le  point  milieu  fi;  et  la  détermination 
des  deux  points  m,  ni  est  une  question  de  la  théorie  de  Tinvolu- 
tion,  que  nous  avons  résolue  de  bien  des  manières  (238).  Nous  en 
dirons  peu  de  chose  ici. 

•Construction.  —  Par  un  point  g  pris  arbitrairement,  on  fera 
passer  deux  circonférences  de  cercle  ayant  pour  cordes  respec- 
tives les  deux  segments  aa^  bV  j  et  par  le  même  point  g  et  le  se- 
cond point  d'intersection  des  deux  circonférences  on  en  fera 
passer  une  troisième  ayant  son  centre  sur  la  perpendiculaire  à  la 
droite  aalj  élevée  par  le  point  fx.  Cette  circonférence  déterminera 
sur  la  droite  aa!  les  deux  points  cherchés  m,  m'. 

Autrement.  On  cherchera  le  point  O  déterminé  par  Téquation 

Oa.Oa'  =0b.0b\ 

puis  le  point  y!  déterminé  par 


et  Ton  aura 


lim=iiuf.^O     (239,  2«). 


Cas  de  trois  points  a^  af,  b,  —  Il  faut  déterminer  un  point  m 
tel  que  Ton  ait 


Deux  points  m,  m'  satisferont  à  la  question.  Ces  deux  points 
formeront  une  involution  avec  les  deux  a,  ol  et  le  point  b^  consi- 
déré comme  point  central.  Car  on  aura 

am,a!m       am!  .afm'  am.n'm         hm 

hm  bnî  am!  .  a' m'       bm' 

équation  d'involution  (195). 

Il  s^ensuit  que  le  milieu  ^  des  deux  points  cherchés  m,  m'  se 
détermine  immédiatement  par  l'expression  a/uL  =  ~X[222,  équat.  (4)]. 

Construction  des  deux  points  m,  ml,  —  On  décrit  une  cir- 
conférence de  cercle  quelconque  passant  par  les  deux  points  a,  o/^ 
et  l'on  mène  par  le  point  b  une  corde  qui  la  rencontre  en  deux 
points  gj  ^,  Par  ces  deux  points,  on  fait  passer  une  circonférence 
qui  ait  son  centre  sur  la  perpendiculaire  à  la  droite  aa!,  élevée 
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par  le  point  /x;  cette  circonférence  détermine  les  deux  points  cher- 
chés m,  ni. 

Autrement.  On  construit  le  point  U  par  la  relation 

ha •  ha!  =  h\k»h\L  ^ 
et  Ton  a 

ji^  =  ^/.^6     (239,  2"). 
in.  —  Seconde  solution. 


291 .  Écrivons  l'équation  y — '——  =  X  ainsi  : 


hm.b'm 


am  h' m 


Sous  cette  forme  on  reconnaît  que  les  points  cherchés  sont  les 
points  doubles  de  deux  divisions  homographiques  exprimées  par 
Féquation 


am h*  m 


bm         a' m! 

a  et  b  sont  deux  points  de  la  première  division ,  et  b'f  ci  leurs  ho- 
mologues respectifs  dans  la  seconde  (121). 

Nous  déterminerons  les  deux  points  doubles  par  la  construc- 
tion (161  ),  où  Ton  se  sert  des  points  à  Tinfini. 

Supposant  ni  à  Tinfini,  on  a  r—  =Xy  et,  supposant  m  à  Tinfini, 

— j  =X.  Soit  ft  le  milieu  des  deux  points  I,  J';  on  détermine  le 
point  ^  par  l'équation 

et  l'on  a  (161) 


b\L  a  \JL 


(*)  11  faut  observer  que  dans  cette  équation  ym'  n'a  pas  la  même  signification  que 
dans  1  équation  fim  =z  fifi'.fiO  (290). 


ig^  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.   ~   CHAPITRE  XIV. 

Cas  de  trois  points  a,  a,  o.  —  L  équation  — 7 =  A  s ecnl 


bm 


am I 


hm  a'm 


et  montre  que  les  points  cherchés  seront  les  points  doubles  de 
deux  divisions  homographiques  exprimées  par  Féquation 


am I 

hm  a!  m! 


dans  lesquelles  les  deux  points  a  et  &  de  la  première  division  ont 
pour  conjugués,  dans  la  seconde,  Tinfini  et  le  point  ci  (lt25). 

D'après  cela,  le  point  I  est  en  a  et  le  point  J'  se  détermine  par 
l'équation  a'i'  =  X.  On  prend  le  milieu  fx  du  segment  aJ',  poison 
détermine  le  point  [i!  par  Téquation 

ati  I 

bik  a']i! 

et  les  points  cherchés  par  l'expression 

s 

292.  Quand  les  deux  points  a,  al  se  confondent,  les  deux  solu- 
tions relatives  soit  au  cas  de  quatre  points,  soit  à  celui  de  trois 
points,  s'appliquent  d'elles-mêmes. 

IV.  —  Conditions  d'impossibilité,  —  Limites  de  ).. 

293.  Cas  de  quatre  points  a,  cl ^  i,  V ,  —  Quand  les  deux  scj;- 
ments  aa',  hV  empiètent  l'un  sur  l'autre,  les  deux  points  m,  m' 
sont  toujours  réels  (238);  mais,  lorsque  les  deux  segments  pré- 
sentent une  autre  disposition,  ces  deux  points  peuvent  être  imagi- 
naires, ce  qui  a  lieu  si  leur  point  milieu  fz  se  trouve  entre  les  deux 
points  e,  f  qui  divisent  harmoniquement  chacun  des  deux  seg- 
ments o^:' et  66' (239).  C'est  là  la  seule  condition  d'impossibilité 
de  la  question.  Voyons  ce  qu'il  en  résulte  relativement  au  signe 
et  à  la  valeur  numérique  du  rapport  X.  Nous  considérerons  succes- 
sivement les  deux  cas  que  peut  présenter  la  position  relative  des 
deux  segments  ad ^  bV. 
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1^  L'un  des  segments  est  entièrement  situé  sur  Tautre.  Alors 
leurs  points  milieux  a,  S  sont  au  delà  du  segment  e/*(61),  et  tous 
deux  du  même  côté,  à  droite  ou  à  gauche.  Or  le  point  fji,  par  hypo- 
thèse, est  situé  sur  le  segment  lui-même;  il  en  résulte  que  le  rap- 
port ~f  égal  à  X,  est  positif,  et  que  sa  valeur  numérique  est  com- 

prise  entre  celles  des  deux  rapports— j  —•  Telles  sont  les  deux 

conditions  d'impossibilité  du  problème. 

Si  X  est  égal  à  Fun  des  deux  rapports,  les  deux  points  m  et  m' 
se  confondent  en  Tun  des  points  e,  f,  et  les  deux  solutions  se  ré- 
duisent à  une  seule. 

2**  Les  deux  segments  sont  situés  l'un  au  dehors  de  l'autre. 
Alors  leurs  milieux  a,  6,  qui  se  trouvent  toujours  au  delà  du  seg- 
ment^, sont  de  côtés  différents,  et,  puisque  le  point  /x,  par  hypo- 
thèse, se  trouve  sur  le  segment  lui-même,  il  en  résulte  que  le  rap- 
port '—  est  négatif  et  que  sa  valeur  absolue  est  comprise  entre 

celles  des  deux  rapports  —  et  >-•  Ce  sont  là  les  deux  conditions 

d'impossibilité. 

Quand  X  est  égal  à  l'un  des  deux  rapports,  les  deux  solutions 
sont  réelles,  mais  se  réduisent  à  une  seule,  comme  précédemment. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  l'on  peut  exprimer  d'une  ma- 
nière générale  les  deux  conditions  d'impossibilité  du  problème, 
savoir,  i®  que  le  coefficient  X  soit  de  même  signe  que  les  deux 

rapports  —z'»  -ri'*   et  2«  que  sa  valeur  numérique  soit  comprise 

entre  celles  de  ces  deux  rapports. 

Nous  avons  vu  (218)  que  les  expressions  des  deux  rapports 

eu,    ffSL 

—  9  —  sont 

s 


â94.  Cas  de  trois  points  a,  a!^  b,  —  Quand  le  point  b  est  situé 
sur  le  segment  aaly  les  deux  points  cherchés  m,  m'  sont  toujours 
réels.  Quand  le  point  b  est  situé  au  dehors  de  ce  segment,  les  deux 
points  e,  f^  qui  le  divisent  harmoniquement  et  ont  pour  milieu  le 

Chasles.  —  Géom.  sujf,  l3 
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point  i,  sont  réels,  et  il  faut,  pour  que  les  deux  points  cherchés  m, 
tri  soient  réels,  que  leur  point  milieu  fz  soit  au  dehors  du  segment 
ef.  De  sorte  que  la  question  sera  impossible  si  le  point  /yt,  déter- 
miné par  a\L  =  -ji,  tombe  entre  les  deux  points  e,  f. 

On  exprime  cette  condition  en  disant  que  le  segment  a/x  est 
compris  entre  les  deux  ae,  cnf.  Il  est  clair  qu'alors  les  trois  seg- 
ments sont  de  même  signe.  Ainsi  Ton  peut  dire  que  la  question 
est  impossible  quand,  X  étant  de  même  signe  que  les  segments  ae, 
«y)  sa  valeur  absolue  est  comprise  entre  celles  de  ces  deux  seg- 
ments. Les  expressions  de  ces  deux  segments  sont 


(82). 


2  [si ah  ip  {irbf 


V.  —  Obserçation  relative  aux  signes  des  segments  et  du  rapport  \,  —  Pro- 
cédé des  anciens  géomètres,  —  Question  de  maximum  ou  minimum. 

295.  Nous  n'avons  fait  aucune   hypothèse  sur  le  signe  de  la 
constante  X,  qui  peut  être  positive  ou  négative;  la  position  du 

point  a,  déterminé  par  la  relation  i--  =  i  ou  /xa  =  ^X,  dépend  de 

ce  signe;  par  conséquent,  les  deux  solutions  qui  conviennent  à  un 
signe  sont  différentes  des  deux  qui  conviennent  au  signe  con- 
traire, de  sorte  que,  si  le  signe  de  X  n'est  pas  déterminé  dans 
l'énoncé  de  la  question,  celle-ci  admettra  quatre  solutions. 

Quant  aux  signes  des  segments,    dans  le  cas  de  quatre  points, 

où  l'on  a  l'équation  , — '-.-—  =  ^,  le  sens  dans  lequel  on  comptera 

les  segments  positifs  est  indifférent,  même  quand  deux  points  a, 
ci  ou  i,  b'  coïncident  en  un  seul. 

Mais    pour   le    cas    de    trois   points,    exprimé   par    l'équation 

— -^ =  X,  il  n'en  est  pas  de  même;  on  doit  indiquer  dans  quel 

sens  se  compteront  les  segments  positifs,  et,  si  ensuite  on  veut  les 
compter  dans  le  sens  contraire,  on  aura  deux  nouvelles  solutions  ; 
de  sorte  que,  si  l'énoncé  de  la  question  laisse  ce  sens  indéterminé, 
on  doit  considérer  qu'il  y  a  quatre  solutions.  Toutefois,  ces  quatre 
solutions  sont  les  mêmes  que  les  quatre  dues  à  l'indétermination  du 
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signe  de  la  constante  ;  car,  si  un  point  m  satisfait  à  Téquation 

— j- — =\   dans   rhypothèse  que   les    segments    positifs    sont 

comptés  à  droite  et  que  la  constante  est  positive,  ce  point  con- 
viendra encore  si  Ton  compte  les  segments  positifs  vers  la  gauche 
et  qu'on  suppose  la  constante  négative. 

Ainsi,  dans  les  deux  cas  de  quatre  ou  de  trois  points,  la  ques- 
tion admet  généralement  quatre  solutions  quand  on  ne  donne  de 
signes  ni  à  la  direction  des  segments  ni  à  la  constante. 

Les  anciens  regardaient  la  constante  toujours  comme  positive 
et  ne  donnaient  pas  de  signes  aux  segments;  cependant  ils  ne  trou- 
vaient, généralement,  qu'une  solution.  D'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  ils  auraient  dû  en  trouver  deux  dans  le  cas  de  quatre 
points,  et  quatre  dans  le  cas  de  trois  points. 

Il  y  a  là  un  fait  mathématique  qui  mérite  d'être  remarqué  et 
que  l'on  en  recherche  la  cause  :  c'est  que  les  anciens,  qui  proba- 
blement s'étaient  aperçus  de  la  multiplicité  des  solutions  et  qui 
cependant  ne  pouvaient  pas  les  comprendre  sous  un  principe 
unique,  parce  que  la  notion  des  signes  pour  exprimer  la  direction 
des  segments  leur  manquait,  introduisaient  dans  les  données  de  la 
question  une  condition  qui  suppléait  à  l'usage  des  signes.  Ils  dé- 
signaient comme  condition  du  problème  la  région  dans  laquelle 
devait  se  trouver  le  point  cherché.  On  peut  s'assurer  que  cette 
condition  conduisait,  pour  une  même  valeur  numérique  de  la  con- 
stante, aux  quatre  solutions  répondant  aux  signes  -f-  et  — .  Mais 
cet  examen,  qui  est  nécessaire  pour  se  bien  rendre  compte  de  ce 
qu'était  la  Géométrie  des  Grecs  et  des  difficultés  auxquelles  don- 
nait lieu  la  non-admission  des  quantités  négatives,  serait  ici  su- 
perflu. 

296.  QuESTiopr  DE  MAXIMUM  OU  MiffiMUM.  —  L'iudicatiou  de  la 
région  dans  laquelle  doit  se  trouver  le  point  cherché  m  donne 
lieu  à  une  question  de  maximum  ou  minimum. 

En  eflet,  prenons  le  cas  de  quatre  points  exprimé  par  l'équa- 

lion  — — jy  =  A,   et  supposons  que  le  segment  bb    soit  compris 

entièrement  sur  aJ  et  qu'on  demande  que  le  point  cherché  m  soit 
situé  à  droite  du  segment  aci  [fig*  32).  Le  point  /x  sera  ou  à  gauche 

i3. 
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du  point  a  OU  à  droite  du  pointai  Or,  si  le  point  [jl  est  à  gauche 

de  a,  le  rapport^»  égal  à  i,  est  toujours  <^  i  et  augmente  quand  [jl 

s^éloigne,  jusqu^à  devenir  égal  à  l'unité  quand  [jl  est  à  l'infini.  Puis, 
si  l'on  suppose  que  /x  revienne  de  l'infini  à  droite  du  point  y,  le 

rapport  ^  augmente  au  fur  et  à  mesure  que  fx  s'approche  du  point  6  ; 

mais  fA  ne  peut  pas  franchir  le  point  y*,  parce  que,  en  deçà  de  y*  sur 
le  segment  ef^  il  donnerait  des  points  m^mf  imaginaires.  Donc,  la 

plus  grande  valeur  qu'on  puisse  donner  au  rapport  ^   ou  X  est 

celle  qui  fait  coïncider  [à  avec  y,  et  cette  valeur  est 


/et  aa' 


s 


Alors  le  point  cherché  m  est  situé  lui-même  en/". 

Mais,  si  l'on  veut  que  le  point  m  soit  sur  le  segment  bV,  le  point  u 

sera  à  droite  de  6,  et  le  rapport  ^  sera  minimum  quand  ^  coïnci- 
dera avec  e,  auquel  cas  le  point  cherché  m  se  trouvera  lui-même 
en  e,  et  le  rapport  X  aura  pour  valeur 

7« 

eoL  aa 


^S       {>Jab'.a'b^sl^b,a'b'f 

Supposons  maintenant  que  le  segment  bV  soit  situé  au  delà 
de  aJ  {Jig'  33)  et  qu'on  demande  que  le  point  m  soit  sur  l'un 
des  deux  segments,  sur  i&'par  exemple.  Alors  le  point  /x  sera  à 

gauche  de  6.  Le  rapport  ^  diminue,    abstraction  faite  de  son 

signe  — ,  quand  /x  s'éloigne  de  6.  Or  [l  ne  peut  pas  franchir  le 
pointy,  parce  que  le  point  cherché  m  deviendrait  imaginaire  ;  donc 
la  plus  grande  valeur  qu'on  puisse  donner  au  rapport  X  est  celle 
qui  fait  coïncider  le  point  /x  tnf.  Cette  valeur  maximum  est 

/«  aa' 


f^       {sjab'  .a'b^>lab,a'b'f 
Si  l'on  demande  que  le  point  m  soit  au  dehors  des  deux  seg- 


QUESTIONS  DIVERSES.  197 

ments  aaly  bV,  le  point  ^  sera  lui-même  au  dehors  du  segment  ao, 
et  le  rapport  X  pourra  avoir  une  valeur  quelconque  ;  de  sorte  qu'il 
n'y  a  pas  alors  de  question  de  maximum. 

297.  Ainsi,  le  problème  de  la  Section  déterminée  donne  lieu  à 
trois  cas  de  maximum  ou  minimum  quand  on  indique  dans  quelle 
région,  par  rapport  aux  deux  segments  aal  et  bVy  doit  se  trouver  le 
point  cherché. 

Ces  questions  d'impossibilité  et  de  limite  ne  nous  ont  offert  au- 
cune difficulté,  parce  que  nous  y  avons  introduit  la  notion  du 
point  [ly  milieu  des  deux  points  cherchés  m,  m!,  et  celle  de  l'ex- 
pression ^" égale  au  rapport  i,  qui  sert  à  déterminer  immédiate- 
ment le  point  |UL. 

Mais,  à  défaut  de  ce  moyen  de  solution,  c'est  en  raisonnant  di- 

rectement  sur  1  expression  plus  compliquée  y — j-, —  de  la  con- 
stante X  qu'on  a  dû  chercher,  dans  chaque  cas,  la  position  du 
point  m,  ses  limites  et  les  valeurs  max:imum  ou  minimum  de  X.  Ces 
questions  difficiles  ont  été  fort  bien  résolues  par  Apollonius,  qui  a 
non-seulement  déterminé  les  points  limites  e,  fy  mais  est  parvenu 

aux  expressions   des  rapports  tz»  -^>    telles  que  nous  les  avons 

données. 

'  La  recherche  de  ces  expressions  présentait  surtout  de  grandes 
difficultés,  qui  ont  exigé  toutes  les  ressources  du  géomètre.  Car, 
Apollonius  ne  connaissant  pas  les  différentes  relations  analytiques 
de  l'involution  dont  nous  avons  fait  usage,  c'est  au  moyen  de 
figures  et  par  des  considérations  de  pure  Géométrie,  différentes 
dans  les  trois  cas,  qu'il  est  parvenu  à  la  détermination  des  valeurs 
en  question  (^).  Ce  sont  ses  propres  solutions,  conservées  par 
Pappus,  que  les  géomètres  modernes  ont  reproduites. 


(*)  Les  trois  questions  de  maximum  ou  minimum,  dans  Tordre  dans  lequel  nous 
les  avons  traitées,  font  le  sujet  des  propositions  64,  61  et  62  du  septième  Livre  de 
Pappus,  et  65,  59,  62  de  R.  Simson. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  les  valeurs  maximum  ou  minimum  du  rapport  1  trou- 
vées par  Apollonius  sont  celles  que  nous  avons  données,  et  c'est  par  des  propriétés 
du  cercle,   différentes  dans  les  deux  cas,  que  l'auteur  y  est  parvenu.  Mais  dans  le 


igS  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.  —  CHAPITRE  XIV. 

On  peut  voir,  par  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  ce  problème 
de  la  Section  déterminée  était  dans-  la  Géométrie  ancienne  et  est 
resté  jusqu'ici  une  question  fort  compliquée,  résolue  longuement 
et  péniblement.  Il  faut  se  livrer  à  une  étude  approfondie  des  lemmes 
de  Pappus  qui  s'y  rapportent  et  de  l'Ouvrage  de  R.  Simson  pour 
bien  connaître  et  apprécier  ses  difficultés  et  la  marche  suivie  par 
Apollonius  dans  les  quatre-vingt-trois  propositions  dont  son  Ou- 
vrage se  composait. 


troisième  cas,  qui  forme  le  second  du  géomètre  grec,  sa  méthode  est  encore  diflërente; 
il  y  emploie  une  figure  composée  do  triangles  et  assez  compliquée,  et  l'expression  du 
rapport  maximum  diffère  des  premières;  elle  est 

bb'' 

On  vérifie  sans  difficulté  que  cette  expression  est  identique  à  la  nôtre,  en  vertu  de  la 
relation  aa' ,bb' =.  ab .a!  b' — aV ,a! b  entre  les  quatre  points  a,  a\  b,  b'. 

J.  Leslie,  qui  à  consacré  huit  propositions  à  ce  problème,  n'a  traité  qu'un  des  trois 
cas  de  limites  ou  d'impossibilité  (celui  qui  fait  le  sujet  des  propositions  61  de  Pappus 
et  59  de  Simson  )  sans  laisser  entrevoir  au  lecteur  les  autres  cas.  (  Voir  Geometrical 
Jnalrsis,  Edinburgh,  1821,  in-S",  p.  69-83.) 
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CHAPITRE  XV. 

QUESTIONS  DONT   LA   SOLUTION   SB   RAMENE   A   LA   CONSTRUCTION   DES  POINTS 
DOUBLES  DE  DEUX  DIVISIONS  HOMOGRAFHIQUES  SUR  UNE  MÊME  DROITE. 


§  I.  —  Exposé  de  la  méthode. 

298.  Il  existe  un  grand  nombre  de  questions  qu^on  peut  ramener 
à  la  construction  des  points  doubles  de  deux  divisions  homogra- 
phiques  ;  de  sorte  que  ces  questions,  qui,  en  Analyse,  dépendent 
d'équations  du  second  degré  ou  d^équations  de  degré  supérieur  qui 
se  ramènent  au  second,  se  résolvent  toutes  par  une  construction 
uniforme,  quoiqu'elles  puissent  n'avoir  en  apparence  aucun  lien 
de  similitude  ;  et  cette  construction  est  toujours  très-simple,  même 
dans  le  cas  où,  par  les  méthodes  ordinaires,  on  éprouverait  des 
diflHcultés  réelles,  surtout  à  raison  de  la  multiplicité  des  racines, 
qu'on  ne  pourrait  éviter  dans  la  mise  en  équation  du  problème. 

Les  deux  divisions  homographiques,  dans  chaque  question,  sont 
déterminées  par  trois  couples  de  points  correspondants.  Les  deux 
points  de  chaque  couple  sont  donnés  par  une  sorte  de  construc- 
tion d'essai,  qui  n'est  la  bonne  que  quand  les  deux  points  qu'elle 
détermine  se  trouvent  coïncidents.  Cette  méthode  a  de  l'analogie 
avec  les  règles  défausse  position  en  Arithmétique,  et  cette  ana- 
logie est  réelle;  car,  quoique  fondée  sur  une  construction  géomé- 
trique, la  méthode  s'applique  à  la  résolution  d'un  système  d'é- 
quations du  second  ou  du  premier  degré,  et,  pour  celles-ci,  la 
construction,  traduite  en  Analyse,  donne  les  mêmes  expressions 
des  racines  que  les  règles  dejausse  position  que  l'on  connaît  (*  ). 

A  raison  de  la  diversité  et  de  l'étendue  de  ses  applications,  cette 
méthode  peut  mériter  ici  une  attention  particulière;   car  ce  qui 


(')  On  sait  que  cette  méthode  des  fausses  positions  est  fort  ancienoe.  Elle  nous  est 
venue  de*  Arabes,  qui  la  tenaient  des  Indiens. 
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manque  en  Géométrie,  ce  sont  des  méthodes  générales  et  uniformes, 
propres  chacune  à  un  grand  nombre  de  questions,  comme  il  en 
existe  en  Analyse. 

La  méthode  dont  il  s'agit  satisfait  complètement  à  cette  con- 
dition. 

Au  nombre  des  questions  auxquelles  elle  s'applique  se  trouvent, 
parmi  les  plus  faciles,  celles  qui  ont  fait  le  sujet  des  trois  Ouvrages 
d'Apollonius,  intitulés  De  la  Section  de  raison.  De  la  Section  de 
l'espace  et  De  la  Section  déterminée.  Chacune  de  ces  questions 
exigeait  un  grand  nombre  de  propositions.  Pappus  rapporte  qu'il 
s'en  trouvait  dans  le  Livre  de  la  Section  de  raison  cent  quatre- 
vingt-une;  dans  celui  de  la  Section  de  l'espace  cent  vingt-quatre, 
et  dans  celui  de  \ei  Section  déterminée  quatre-vingt-trois.  C'est  que 
la  solution  ne  se  faisait  jamais  directement  pour  le  cas  le  plus  gé- 
néral de  la  question  ;  on  procédait  par  cas  particuliers,  en  s'élevant 
des  plus  simples  à  de  plus  composés;  la  solution  de  chaque  cas 
reposait  toujours  sur  la  solution  des  cas  précédents.  Outre  cela, 
chaque  problème  donnait  lieu  à  autant  de  questions  différentes 
qu'il  y  avait  de  variétés  dans  les  positions  relatives  des  diverses 
parties  de  la  figure.  Dans  les  deux  siècles  derniers,  où  ces  pro- 
blèmes ont  occupé  d'éminents  géomètres,  dont  plusieurs  ont  cherché 
à  rétablir  les  trois  Ouvrages  d'Apollonius,  c'est  cette  marche  longue 
et  pénible  qu'ils  ont  encore  suivie  ;  et,  bien  qu'ils  aient  cherché  à 
renfermer  la  solution  de  chacun  de  ces  problèmes  dans  le  plus  petit 
nombre  possible  de  propositions,  il  en  a  toujours  fallu  plusieurs 
pour  s'élever  des  cas  particuliers  à  la  question  générale.  Ainsi, 
J.  Leslie,  dans  son  Analyse  géométrique,  consacre  à  la  Section  de 
raison  quatre  propositions  (propositions  1-4  du  second  Livre),  à 
la  Section  de  l'espace  six  (propositions  5-10)  el  à  la  Section  déter- 
minée huit  (propositions  11-18);  ce  qui  fait  dix-huit  propositions, 
tandis  que  par  notre  méthode  une  solution  unique  suffit  pour  les 
trois  questions  considérées  dans  leur  énoncé  le  plus  général. 

La  seconde  solution  que  nous  avons  donnée  du  problème  de  la 
Section  déterminée  (291)  est  fondée  sur  cette  méthode  et  pour- 
rait suffire  pour  en  montrer  les  usages  ;  mais  nous  allons  en  pré- 
senter diverses  autres  applications,  en  choisissant  principalement 
les  questions  qui ,  sous  des  énoncés  généraux,  comportent  un 
grand  nombre  de  corollaires  et  de  questions  particulières. 
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§  II.  —  Questions  où  Ton  considère  denx  divisions  homographiqnes  sur 
deux  droites.  Problèmes  de  la  Section  de  raison  et  de  la  Section  de 
l'espace. 

299.  Deux  divisions  homographiques  sur  deux  droites  donnent  lieu  à 
deux  genres  de  questions  différentes  :  dans  les  unes  on  se  proposera  de  dé- 
terminer deux  points  homologues  satisfaisant  à  certaines  conditions,  et 
dans  les  autres  de  déterminer  deux  segments  homologues  satisfaisant  aussi 
à  des  conditions  données. 

Ces  questions  peuvent  se  présenter  sous  des  formes  très  diverses;  nous 
n'en  donnerons  ici  que  quelques  exemples,  le  mode  de  solution  étant  tou- 
jours le  même. 

I. 

300.  Étant  données  sur  deux  droites  AL,  BL'  deux  divisions  homogra- 
phiqueSf  on  demande  de  mener,  par  deux  points  donnés  P,  P',  des  droites 
aboutissant  à  deux  points  homologues  a,  a'  des  deux  divisions  et  faisant 
entre  elles  un  angle  de  grandeur  donnée. 

On  prendra  arbitrairement  le  point  a  {Jtg.  34  )  sur  la  première  droite  AL, 
et  Ton  déterminera  sur  la  seconde  BL'  le  point  homologue  a'  de  la  seconde 
division;  puis  on  mènera  la  droite  P'a\  et,  par  le  point  P,  une  droite 
faisant  avec  P'  a'  un  angle  égal  à  l'angle  donné  :  cette  droite  rencontrera  AL 
en  un  point  a'.  Les  deux  points  a  et  o!  formeront  deux  divisions  homo- 
graphiques. En  effet,  les  deux  rayons  P'a'  et  Pœ',  qui  font  entre  eux  un 
angle  de  grandeur  constante,  forment  deux  faisceaux  homographiques  (151), 
et,  par  conséquent,  leurs  traces  a'  et  od  sur  les  deux  droites  BL'  et  AL, 
respectivement,  forment  deux  divisions  homographiques:  mais  a'  et  a 
forment  aussi  deux  divisions  homographiques  par  hypothèse;  donc  les  deux 
points  a  et  at!  forment  deux  divisions  homographiques  (106),  et  il  est  évi- 
dent que  chacun  des  deux  points  doubles  de  ces  divisions  foui'nit  une  solu- 
tion de  la  question. 

Comme  on  peut  mener  par  le  point  P  deux  droites  faisant  avec  Va'  un 
angle  ^al  à  un  angle  donné,  sauf  le  cas  où  cet  angle  est  droit,  la  question 
aura  en  général  quatre  solutions,  et  deux  seulement  quand  Tangle  donné 
sera  droit. 

301.  Trois  couples  de  points  tels  que  a  et  a!  suffiront  pour  déterminer 
les  deux  points  doubles  cherchés.  Or,  quand  on  prend  sur  la  droite  AL  un 
point  a  et  qu'on  détermine  le  point  a'  conformément  à  l'hypothèse,  et  le 
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'  rayon  P«'  faisant  avec  Va'  l'angle  donné,  on  peut  considérer  qu'on  fait 
une  construction  d'essai  qui  réussirait  si  le  rayon  Pa'  coïncidait  avec  Pa, 
mais  qui  donne,  en  général,  une  erreur  marquée  par  le  segment  a  a',  qui 
devrait  être  nul  ;  et  c'est  au  moyen  de  trois  erreurs  semblables  données  par 
trois  constructions  d'essai  quelconques  que  l'on  résout  la  question.  Il  y  a 
donc  une  certaine  analogie,  comme  nous  l'avons  dit,  entre  cette  méthode 
générale  et  les  règles  arithmétiques  Ae  fausse  position. 

Mais  on  conçoit  qu'ici  l'on  devra  faire  choix  des  données  particulières 
qui  sont  propres  à  simplifier  extrêmement,  comme  nous  l'avons  vu  (  162), 
la  construction  des  deux  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques, 
construction  qui  constitue  la  solution  générale  du  problème. 

302.  On  peut  donner  à  la  question  un  énoncé  plus  étendu,  en  deman-> 
dant  que  les  deux  droites  menées  par  les  deux  points  fixes,  au  lieu  de  f«dre 
entre  elles  simplement  un  angle  de  grandeur  constante,  soient  deux  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  donnés.  La  question  alors 
n'admet  que  deux  solutions. 

303.  Le  problème,  même  réduit  à  l'énoncé  sous  lequel  nous  l'avons 
considéré,  est  susceptible  d'un  grand  nombre  d'applications,  tant  à  cause 
des  différentes  manières  de  former,  géométriquement  ou  par  des  expres- 
sions analytiques,  les  deux  divisions  homographiques  sur  les  droites  AL, 
BL',  qu'à  raison  des  cas  particuliers  auxquels  il  donne  lieu  ;  car  on  peut 
supposer  que  les  deux  points  fixes  P,  P'  se  confondent  en  un  seul,  que 
Tangle  donné  soit  nul  et  que  les  deux  divisions  homographiques  soient 
formées  sur  une  même  droite. 

Il  est  inutile  d'examiner  ici  les  nombreuses  questions  qui  naissent  de  ces 
diverses  hypothèses.  Toutefois,  il  en  est  trois  qui  méritent  d'être  distin- 
guées :  ce  sont  celles  de  la  Section  de  raison,  de  la  Section  de  l'espace  et  de 
la  Section  déterminée.  Les  deux  premières  se  présentent  naturellement 
comme  cas  particuliers  de  la  question  générale,  si  Ton  y  suppose  les  deux 
pôles  P,  P'  coïncidents  en  un  même  point  et  l'angle  donné  nul.  Pour  la 
troisième  il  faut  supposer,  en  outre,  que  les  deux  divisions  homographiques 
soient  formées  sur  une  même  droite.  Mais,  la  solution  étant  précisément  la 
seconde  des  deux  que  nous  avons  données  précédemment  en  traitant  di- 
rectement la  question,  nous  n'aurons  pas  à  y  revenir  ici. 

IL   —  Problème  de  la  Section  de  raison, 

30b.  Étant  données  deux  droites  AL,  BL',  on  demande  de  mener  par  un 
point  p  une  transversale  qui  forme  sur  ces  deux  droites,  à  partir  de  deux 
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points  Jires  A,  B,  deux  segments  A  a,  Ba'  qui  soient  entre  çjux  dans  une 
raison  donnée  >. 

Concevons  sur  les  deux  droites  {Jig,  35)  deux  points  variables  «,  a'  liés 
entre  eux  par  la  relation 

ka 

ils  formeront  deux  divisions  homographiques,  de  sorte  que  la  question  sera 

de  mener  par  le  point  p  une  transversale  qui  rencontre  les  deux  droites  en 

deux  points  homologues  de  ces  divisions,  ce  qui  est  un  cas  particulier  de  la 

question  générale  (300). 

Nous  dirons  donc  que,  le  point  a  étant  pris  arbitrairement  sur  la  droite 

ka 
AL  et  le  point  a*  déterminé  par  la  relation  ——7  =  \  si  l'on  mène  le  rayon  ^a* 

qui  rencontre  la  droite  AL  en  un  point  ol\  ce  point  et  le  premier  a  forme- 
ront deux  divisions  homôgrapliiques  dont  les  points  doubles  fourniront  les 
deux  solutions  de  la  question. 

D'après  cela,  voici  comment  on  construira  ces  points  en  se  servant  des 
points  I  et  J',  qui  dans  les  deux  divisions  correspondent  à  Pinfini  (  161)* 

Pour  le  point  I  (position  de  a  quand  9.'  est  h  l'infini),  on  mènera  par  le 

point  p  [fig»  36)  la  parallèle  à  AL,  laquelle  rencontrera  BL'  en  1%  et  l'on 

AI 
prendra  ^— =  >.  Le  point  J'  (position  de  v!  quand  a  est  à  l'infini)  se 
Bl 

détermine  immédiatement  par  la  droite  pJ'  parallèle  à  BL'.  Soit  O  le  milieu 

du  segment  IJ'  ;  il  faut  considérer  ce  point  comme  une  position  du  point  a 

et  chercher  la  position  correspondante  de  a'.  Pour  cela,  on  déterminera 

AO 

sur  BL'  le  point  û'  par  la  relation  - — -,  =  \  et  l'on  mènera  la  droite  pCi' 

qui  rencontre  AL  en  O'. 

Enfin  on  prendra,  de  part  et  d'autre  du  point  O,  les  points  e,  f  déter- 
minés par  la  relation 

Oe  =  —  Of=  v^OO  .OJ'. 

Les  deux  droites  pe,  p/ satisferont  à  la  question ,  c'est-à-dire  qu'elles  ren- 
contreront la  droite  BL'  en  deux  points  e',/'  tels,  que  l'on  aura 

Ae       ,  A/*      ^ 

—  >     et     T^  =  >. 
Be'  By' 

305.  Obszevation  relative  aux   sig?<es  DBS  SEGMENTS.  —  Pour  faire 

A/i 
usage  de  la  relation  - — ;  =  >,  il  faut  donner  des  signes  aux  segments  comptés 
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sur  les  deux  droites  à  partir  des  deux  points  fixes  A  et  B,  car,  autrement,  à 
un  point  a  correspondraient  deux  points  a'  situes  de  part  et  d'autre  de  Tori  - 
gine  B,  de  sorte  que,  si  le  sens  des  segments  n'est  pas  prescrit,  le  problème, 
au  lieu  de  deux  solutions,  en  admetti'a  quatre.  Les  anciens  suppléaient  à 
cet  usage  des  signes  en  indiquant  de  quels  côtes  devaient  se  trouver  les 
points  cherchés,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  au  sujet  du  problème  de  la  Sec- 
tion  déterminée  (295). 

III.  —  Problème  de  la  Section  de  l'espace, 

306.  Étant  données  deux  droites  AL,  BL'  sur  lesquelles  sont  deux  points 
fixes  A  et  By  on  demande  de  mener  par  un  point  p  une  transverscde  qui 
forme  sur  les  deux  droites  deux  segments  A  a,  Ba'  dont  le  produit  ait  une 
valeur  donnée  v. 

Si  l'on  prend  sur  les  deux  droites  [fig.  87  )  deux  points  a,  a'  satisfaisant 

à  la  relation 

Aa.Bfl'=v, 

ces  points  forment  deux  divisions  homographiques  (127);  et  il  s'agit  de 
mener  par  le  point  p  une  droite  passant  par  deux  points  homologues  des 
deux  divisions. 

La  droite  pa'  rencontre  AL  en  ol\  et  les  deux  points  a,  a!  forment  deux 
divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  fournissent  les  solutions 
de  la  question. 

La  droite  pB  marque  sur  AL  le  point  J'.  Pour  le  point  I,  on  mène  pi' 
parallèle  à  AL,  qui  marque  sur  BL'  le  point  I',  et  l'on  détermine  le  point  I 
par  la  relation  AI.BI'  =  v.  On  prend  le  milieu  O  du  segment  U',  et  sur  BL' 
le  point  o!  déterminé  par  AO.Bn'  =  v;  la  droite  pA'  marque  sur  AL  le 
point  O'.  Enfin  on  prend,  de  part  et  d'autre  du  point  O, 


Oe=r  — 0/=  v^OO'.OJ'. 

Les  deux  droites  pe  et  p/* résolvent  la  question. 

Si  le  sens  des  segments  positifs  n'est  pas  prescrit,  le  problème  admettra 
quatre  solutions,  de  même  que  le  précédent. 


IV. 

307.  Étant  données  deux  divisions  homographiques  sur  deux  droites  L  et 
V  [fig,  38),  déterminer  deux  segments  homologues  qui  soient  vus  de  deux 
points  donnés  y  sous  des  angles  donnés. 
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Soient  a,  a  et  h^  b*  deux  couples  de  points  homologues  des  deux  divi- 
sions; il  faut  déterminer  ces  quatre  points  de  manière  que  les  deux  seg- 
ments ab  et  a!  y  soient  vus  respectivement  de  deux  points  P,  P'  soqs  des 
angles  donnés  ^  et  ^',  Concevons  qu'ayant  pris  un  point  a  sur  la  droite  L 
on  forme  Tangle  aVb  égal  à  ^,  et  soient  a\  b'  les  deux  points  de  la  se- 
conde division  qui  correspondent  aux  deux  a,  6  de  la  première.  Que  Ton 
forme  l'angle  a'  V  t'  égal  à  ^^  et  que  l'on  fasse  glisser  le  point  a  sur  la 
droite  L  ;  les  deux  points  b\  6'  formeront  deux  divisions  homographiques 
dont  les  points  doubles  détermineront,  évidemment,  deux  solutions  de  la 
question. 

L'angle  a' P' 6'  peut  être  formé  à  droite  ou  à  gauche  de  V  a\  ce  qui 
donne  deux  systèmes  différents  de  solutions,  en  tout  quatre  solutions,  les- 
quelles se  réduisent  à  deux  quand  l'angle  >p'  est  droit. 

On  peut  aussi  former  l'angle  aVb  à  droite  ou  à  gauche  de  Pâ;  mais  les 
quatre  solutions  relatives  à  la  seconde  manière  sont  les  mêmes  que  les  pre- 
mières, car,  en  changeant  les  lettres  des  deux  côtés  de  chacun  des  angles  aVby 
a^  Y  b'  dans  chacune  des  quatre  solutions,  c'est-à-dire  en  donnant  la  lettre  a 
au  côté  P^  et  la  lettre  b  au  côté  Pa,  et  de  même  pour  l'angle  a!V b\  on 
aura  les  quatre  nouvelles  solutions,  qui,  par  conséquent,  seront  les  mêmes 
que  les  premières. 

308.  On  peut  demander  que  les  deux  segments  ab^  a!  b'  soient  de  lon- 
gueurs données  :  la.  solution  dérive  des  mêmes  considérations. 

309.  Étant  données  deux  divisions  homographiques  sur  une  droite,  il 
existe  deux  couples  de  points  homologues  qui  divisent  harmoniquement  un 
segment  donné  ef. 

En  effet,  à  chaque  point  a  de  la  première  division  correspondent  un 
point  a'  dans  la  seconde  division  et  un  point  «',  conjugué  harmonique  de  a 
par  rapport  aux  deux  points  r,/.  Il  faudrait,  pour  que  les  deux  points  a,  a' 
satisfissent  à  la  question,  que  a'  coïncidât  avec  a'.  Or  les  deux  points  a'  et 
oi  forment  deux  divisions  homographiques  dont  chacun  des  deux  points 
doubles  satisfait  à  la  question.  Donc,  etc. 

§  III.  —  Questions  où  ron  considère  deux  systèmes  de  deux  divisions 

homographicpies. 

310.  Étant  données  deux  divisions  homographiques  sur  deux  droites  AL, 
A'L',  et  deux  autres  divisions  homographiques  sur  deux  autres  droites  BM, 
B'M',  on  demande  de  mener  par  un  point  donné  P  deux  transversales  qui 
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rencontrent  les  deux  premières  droites  respectivement  en  deux  points  de 
division  homologues  et  les  deux  autres  droites  pareillement  en  deux  points 
de  division  homologues. 

Soient  a  et  a'  [fig.  89  )  deux  points  homologues  des  deux  divisions  sur 
les  droites  AL,  A'L';  qu'on  mène  la  droite  Va  qui  rencontre  la  droite  BM 
en  6,  et  soit  h'  le  point  homologue  sur  B'M'.  La  droite  Vb'  rencontre  la 
droite  A'L'  en  un  point  «'.  On  reconnaît  aisément  que  les  deux  points  a',  a' 
forment  deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  résolvent 
la  question. 

311.  On  peut  supposer  que  les  deux  droites  AL,  A'  U  coïncident  ensemble, 
ainsi  que  les  deux  BM,  B'M'.  Alors  on  aura  deux  divisions  homogra- 
phiques sur  une  même  droite  AL  et  deux  autres  divisions  homographiques 
sur  une  seconde  droite  BM. 

Ces  deux  droites  AL,  BM  peuvent  même  se  confondre  en  une  seule,  de 
sorte  qu'on  aura  deux  systèmes  de  deux  divisions  homographiques  sur  une 
même  droite,  et  la  question  sera  de  déterminer  deux  points  qui  soient 
homologues  à  la  fois  dans  les  deux  premières  divisions  et  dans  les  deux 
autres. 

Ces  questions  sont  susceptibles  d'applications  très-diverses.  Nous  en 
énoncerons  une  seule. 

312.  Etant  données  deux  droites  AL,  BM,  on  demande  de  mener  par  un 
point  P  deux  transs^ersales  qui  interceptent  sur  les  deux  droites  deux  seg- 
ments de  longueurs  données  \  et  ^, 

Concevons  sur  la  première  droite  un  segment  an'  égal  à  X,  et  qu'on  le 
fasse  glisser  pour  lui  donner  différentes  positions,  les  deux  points  /i,  a'  for- 
meront deux  divisions  homographiques,  et,  de  même,  un  segment  bb'  égal 
à  II  sur  la  seconde  droite  détermine  deux  divisions  homographiques  :  de 
sorte  que  le  problème  rentre  dans  la  question  générale. 

313.  Au  lieu  de  demander  que  les  deux  segments  aa\  bb'  soient  de  lon- 
gueurs données,  on  peut  demander  qu'ils  soient  vus  de  deux  points  fixes, 
respectivement,  sous  des  angles  donnés. 

§  IV.  —  Questions  diverses. 

314.  Étant  données  deux  droites  L,  L'  [/!g.  4o),  on  demande  de  placer 
entre  elles  une  corde  aa'  qui  soit  vue  de  deux  points  donnés  P,  P'  sous  des 
angles  donnés  H,  a' . 
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Qu*on  prenne  arbitrairement  un  point  a  sur  la  première  droite  L,  et 
qu'on  forme  sur  les  deux  rayons  Pa,  F' a  les  deux  angles  aPa',  aV* a" 
égaux  respectivement  aux  deux  angles  donnés  11,  £i'\  leurs  seconds  côtes 
rencontreront  la  droite  \J  en  deux  points  a\  a".  Quand  le  pointa  glissera 
sur  la  droite  L,  ces  deux  points  formeront  deux  divisions  homographiques, 
et  chacun  des  deux  points  doubles  de  ces  divisions  donnera  une  solution  de 
la  question. 

Si  le  sens  dans  lequel  on  doit  former  les  deux  angles  n,  il'  sur  les  rayons 
P  a,  Va  n'est  pas  indiqué,  la  question  admettra  huit  solutions. 

313.  Cas  pâ&ticulikes.  —  I.  L'un  des  angles  peut  être  nul  ;  alors  on 
demande  de  placer  entre  deux  droites  une  corde  passant  par  un  point 
donné  et  qui  soit  vue  d'un  autre  point  sous  un  angle  donné. 

II.  Au  lieu  de  demander  que  la  corde  aa'  soit  vue  du  point  P  sous  un 
angle  il,  on  peut  demander  que  sa  projection  sur  un  axe  soit  de  grandeur 
donnée.  Et  de  même  à  l'égard  de  Tungle  il'. 

Les  deux  droites  peuvent  coïncider.  Alors  on  résout  les  questions  sui- 
vantes : 

III.  Déterminer  sur  une  droite  un  segment  qui  soit  vu  de  deux  points 
donnés  sous  des  angles  donnés, 

IV.  Déterminer  sur  une  droite  un  segment  de  longueur  donnée  qui  soit 
vu  d'un  point  donné  sous  un  angle  donné. 

Toutes  ces  questions  se  résolvent  par  une  même  construction  toujours 
très-simple. 

316.  Inscrire  dans  un  triangle  ABC  [fig.  ^i)  un  rectangle  mnpq  égal  en 
surface  à  un  carré  donné. 

Qu'on  mène  mr  parallèle  à  AC,  on  forme  le  parallélogramme /7i/i  A r  équi- 
valent au  rectangle  mnpq  ou  au  carré  donné.  Nous  supposerons  donc  que 
c'est  ce  parallélogramme  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Concevons  un  autre  parallélogramme  Mn'Ar'  de  même  surface;  ses 
deux  côtés  M//,  M/  rencontrent  le  côté  BC  du  triangle  en  deux  points  «,  a' 
qui  formeront  deux  divisions  homographiques  quand  on  fera  varier  ce  pa- 
rallélogramme. En  effet,  puisqu'il  a  toujours  même  surface,  on  a 

A«'.A/=  const.  =  V. 

Donc  les  deux  points  n'  et  /  forment,  sur  les  deux  côti's  AB,  AC,  deux 
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divisions  homographiques  (127).  Or  les  points  n!  et  a  forment  deux  divi- 
sions homographiques,  ainsi  que  les  points  /  et  a\  Donc  les  deux  points  a 
et  a'  forment  deux  divisions  homographiques  (106].  U  est  évident  que  le 
point  cherché  m  est  un  point  double  de  ces  deux  divisions.  D'après  cela,  oa 
déterminera  les  deux  points  m  qui  satisfont  à  la  question  de  la  manière 
suivante. 

Les  deux  points  I  et  J'  des  deux  divisions  seront  en  B  et  G.  Par  le  mi- 
lieu O  de  BG  on  mènera  On"  parallèle  à  AB;  on  prendra  le  point  r"  déter- 
miné par  la  relation  kn" .kr**  =z  v.  La  parallèle  à  AC,  menée  par  /',  déter- 
minera sur  BC  le  point  O'.  On  prendra  Om^  yOO'.OJ'.  Le  point  m  sera 
le  sommet  du  parallélogramme  demandé.  U  existera  au-dessous  du  point  O 
un  second  point  m  qui  sera  le  sommet  d*un  second  parallélogramme  satis- 
faisant également  à  la  question. 

317.  Étant  donnés  un  polygone  den  côtés  et  n  points  placés  arbitraire- 
ment, on  demande  d'inscrire  dans  le  polygone  un  autre  polygone  dont  les 
n  côtés  passent  par  ces  n  points. 

Soient  ABCDE  [fig,  4^  )  le  polygone  donné,  et  P,  Q,  R,  S,  T  les  points  par 
lesquels  doivent  passer  les  côtés  consécutifs  du  polygone  cherché  abc,,., 

Nous  allons  déterminer  le  sommet  a  du  polygone  demandé,  qui  se  trouve 
sur  le  côté  AE. 

Qu*on  prenne  arbitrairement  sur  AE  un  point  a,  et  qu'en  menant  aP 
qui  rencontre  AB  en  6,  puis  6Q  qui  rencontre  BC  en  c,  etc.,  on  forme  ainsi 
un  polygone  d'essai  abc. . . ,  dont  le  dernier  côté  Te  rencontre  le  côté  AE 
en  un  point  a!  différent  de  a.  Ces  deux  points  a^  a'  forment  évidemment 
deux  divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  seront  les  sommets 
de  deux  polygones  satisfaisant  à  la  question. 

Remarque,  —  On  peut  dire  que  le  polygone  que  l'on  construit  est  in- 
scrit au  polygone  donné  ABCDE  et  circonscrit  à  un  second  polygone  PQRST 
du  même  nombre  de  côtés. 

318.  Étant  donnes  trois  points  p,  P,  Q  [fig.  43  )  et  deux  droites  L,  L', 
on  demande  de  faire  passer  par  les  trois  points  les  côtés  d*un  triangle  ABC 
qui  ait  ses  deux  sommets  A,  B  sur  les  droites  L,  L'  et  dont  l'angle  en  G  soit 
égal  à  un  angle  donné. 

Soit  menée  par  le  point  p  une  droite  rencontrant  les  deux  L,  Venaetb; 
qu'on  mène  P6,  puis  Q^af  faisant  avec  P6  l'angle  c  égal  à  l'angle  donné. 
Les  deux  points  a  et  a'  formeront  deux  divisions  homographiques  dont 
cliacun  des  points  doubles  sera  une  solution  de  la  question. 
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319.  Oa  résoudra  de  même  la  question  suivante  : 

Étant  donnés  n  points  quelconques  et  [n  —  i  ]  droites  aussi  quelconques  y 
on  demande  de  former  un  polygone  de  n  côtés  y  tel  que  ses  côtés  passent 
par  les  n  points,  que  ses  sommets  y  moins  un,  soient  situés  sur  les  (n  —  i) 
droites,  et  que  l'angle  au  dernier  sommet  soit  de  grandeur  donnée . 

Ce  problème  comprend  le  suivant  : 

Un  rayon  de  lumière  partant  d'un  point  fixe  et  se  réfléchissant  successi- 
vement sur  plusieurs  droites,  déterminer  la  ilirection  que  doit  prendre 
le  rayon  initial  pour  que  le  dernier  rayon  réfléchi  le  coupe  sous  un  angle 
donné, 

320.  Obserx'ations,  —  Dans  les  questions  précédentes,  nous  avons  tou- 
jours considéré  des  divisions  homographiques  ;  mais  on  conçoit  qu'on  poiu*- 
rait  aussi  ramener  les  questions  à  la  considération  de  faisceaux  homogra- 
phiques, soit  dans  leur  énoncé,  soit  dans  leur  solution,  laquelle  dépendrait 
alors  de  la  recherché  des  rayons  doubles  de  deux  faisceaux  ayant  le  même 
centre.  Il  est  inutile  de  donner  des  exemples  de  ce  genre  de  questions.  La 
méthode  sera  toujours  la  même. 

Le  petit  nombre  de  problèmes  que  nous  venons  de  résoudre  par  cette 
méthode  générale  se  rapporte  aux  figures  rectilignes,  parce  que  ce  sont  les 
seules  dont  nous  devions  nous  occuper  ici;  mais  la  théorie  des  sections  co- 
niques donnera  lieu  à  de  très-utiles  applications  de  la  méthode. 

§  V.  —  Résolntion  d'un  système  d^équations  dn  premier 

on  du  second  degré. 

L  Équations  du  premier  degré, 

321.  Considérons  un  système  d'équations  déterminées,  du  premier  degré 

et  de  la  forme 

>.r-f-/Aj-hv    =0, 

\jr  H-  fzj  *  -^  V,  r:^  o. 


K^  -+-p«-ï^-Hv„  =  0. 


Supposons  qu'il  y  ait  a/  au  lieu  de  x  dans  la  dernière  équation.  Cela  posé, 
si  Ton  donne  à  x  une  valeur  arbitraire  dans  la  première  équation,  il  s'en- 
suivra des  valeurs  correspondantes  des  variables  y^  z,  . . . ,  et  pour  x'  dans 
la  dernière  équation  une  valeur  différente  de  celle  attribuée  à  x.  Il  fau- 
Cbaslbs.  —  Géom.  sup.  l4 
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drait,  pour  que  celle-ci  fût  une  racine  des  équatîoiis,  qu'elle  rendit  la 
dernière  équation  identique,  c'est-à-dire  qu'il  en  résultât  la  même  valeur 
pour  x' . 

Diaprés  cela,  supposons  que  les  variables  x^y^  ...  représentent  les  dis- 
tances d'autant  de  points  X,  Y,  . . . ,  situés  sur  une  mène  droite,  à  une 
origine  commune.  La  première  équation  exprimera  que  deux  points  va- 
riables X,  Y  forment  deux  divisions  homographiques  (  131  )  ;  la  seconde 
que  les  deux  points  Y  et  Z  forment  aussi  deux  divisions  homographiques; 
et  ainsi  de  suite  jusque  la  dernière,  qui  exprime  que  les  deux  points  V 
et  X'  forment  aussi  deux  divisions  homographiques.  Il  résulte  de  cette 
série  de  divisions  homographiques  que  les  deux  points  extrêmes  X  et  X' 
forment  ensemble  deux  divisions  homographiques  (106),  et  il  est  évident 
que  le  point  double  de  ces  deux  divisions  qui  correspond  à  deux  valeurs 
égales  de  x  et  x!  fournira  la  racine  en  x  des  équations  proposées.  Les  deux 
divisions  n'auront  qu'un  point  double,  parce  que,  d'après  la  forme  des 
équations,  ce  sont  des  divisions  semblables  dont  le  second  point  double  est 
à  rinEni  (164). 

La  résolution  des  équations  se  réduit  donc  à  construire  le  point  double 
de  deux  divisions  homographiques  semblables,  ce  qu'on  fera  au  moyen  de 
deux  systèmes  de  points  homologues  (165). 

Soient  donc  a  une  valeur  arbitraire  donnée  à  x  dans  la  première  équation 
et  a*  la  valeur  résultante  de  x  dans  la  dernière  équation ,  et  pareillement  b 
et  b'  deux  autres  valeurs  correspondantes  de  x,  A  partir  d'une  origine  A, 
on  portera  sur  une  même  droite  les  segments  A  a,  A  a',  AS,  A  6',  égaux  res- 
pectivement aux  quatre  nombres  a^  a\  6,  b\  et  l'on  déterminera  le  point  e 
par  réquatioQ 

"       "^     (165) 


ou 


d'où  Ton  tire 


Ae 


a'e       olV 


Ae — Aa         AS — Aa 

Ac  — Aa'  ^  Â€'  — Afc'  ' 

Aa.AS'—  A«'.A€ 


ou 


Ae  = 


"(A«- Aa')-  (A6-A€') 

A«rAe^— Ae)  — Ag(A«^— A«) 
(A6'— Ae)  — (A«'  — A«) 


Or  (A  a'  —  A  a),  c'est-à-dire  la  différence  entre  la  valeur  a  attribuée  à  x 
dans  la  première  équation  et  la  valeur  a  de  x  dans  la  dernière  équation, 
peut  être  considéré  comme  Verreur  relative  à  la  valeur  d'essai  tf ,  et  de 
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même  (A 6' —  A 6)  sera  l'erreur  relative  à  la  seconde  Taleur  d'essai  6,  Dé- 
signant ces  deux  erreurs  par  s  et  c^,  on  aura 

A«.«' — A6.« 

Ae  = j 

«  M 

OU 

a,  s' —  b,s 


X 


( 


C'est  la  formule  connue  dans  la  règle  de  fausse  position. 

Remarque.  —  Il  est  clair  que  ce  mode  de  solution  s'applique  à  des  équa- 
tions quelconques  du  premier  degré  entre  un  pareil  nombre  d'inconnues, 
sans  qu'il  soit  nécessaire  que  chacune  des  équations  ne  contienne,  comme 
ci-dessus,  que  deux  inconnues;  car  on  pourra  toujours,  par  voie  d'addi- 
tion,  ramener  les  équations  proposées  à  la  forme  des  précédentes. 

II.   —  Résolution  ttune  équation  du  second  degn^. 

322.  L'équation  du  second  degré  à  ime  seule  inconnue 

ax^  -t-  hx  -\-  c  z=  o 

peut  se  résoudre  par  les  mêmes  considérations,  c'est-I-dire  par  la  construc- 
tion des  points  doubles  de  deux  divisions  homographiques. 
Pour  cela,  on  l'écrira  ainsi, 

aarx'  -h  bx  -4-  c  ^  o, 

et  l'on  regardera  x  et  x*  comme  représentant  les  distances  de  deux  points  m, 
m'  à  une  origine  commune  sur  une  droite  indéfinie;  l'équation  exprimera 
que  ces  deux  points  forment  deux  divisions  homographiques,  et  les  points 
doubles  de  ces  deux  divisions  détermineront  les  racines  de  l'équation  pro- 
posée, lesquelles  seront  les  distances  des  deux  points  doubles  a  l'origine. 
Celte  construction  conduit  à  l'expression  connue  des  racines  de  l'équation  ; 
mais  il  est  inutile  de  nous  arrêter  à  ces  détails. 

III.  —   Résolution  de  deux  équations  à  deux  inconnues, 

323.  Soient  les  deux  équations 

(l)  xj -Jr'kx -^  ^x 'Jrvz=Oy 

[r]  yx  H-  Vy  -H  |*'«r-i-  v'=  o. 

•4. 
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Écrivons  dans  la  seconde  ^  au  lieu  de  j:;  on  aura 

(3  J  JX   -H  Vjr  +  p'x'  -h  v'  r=  G. 

Si  l'on  regarde  x,  jr,  x'  comme  les  distances  de  trois  points  m,  m\  m'  la 
une  origine  commune,  la  première  équation  exprimera  que  les  deux  points 
/??,  m!  appartiennent  à  deux  divisions  liomographiques,  et  l'équation  (3) 
que  les  deux  m*  et  m"  forment  aussi  deux  divisions  homograpliiques.  11 
s'ensuit  que  les  divisions  formées  par  les  deux  points  m  et  m'  sont  homo- 
graphiques  entre  elles,  et  il  est  évident  que  les  points  doubles  de  ces 
deux  divisions  détermineront  les  valeurs  de  l'inconnue  x  qui  satisfont 
aux  équations  proposées;  celles  de  l'inconnue  y  s'ensuivront  naturelle- 
ment. 

Voici  comment  on  appliquera  ce  mode  de  solution  géométrique. 

On  donnera  à  x,  dans  la  première  équation,  une  valeur  arbitraire  a,  et 
l'on  en  conclura  la  valeur  correspondante  de  /,  qui,  mise  dans  la  seconde 
équation,  donnera  une  valeur  a'  de  x.  Pareillement,  à  une  autre  valeur  b 
de  X  dans  la  première  équation  correspondra  une  valeur  b'  dans  la  seconde 
équation  ;  et  enfin  on  formera  de  même  un  troisième  couple  de  valeurs  c, 
c'  de  X. 

On  prendra  sur  une  même  droite,  à  partir  d'une  origine  A,  des  seg- 
ments koLy  Kql\  a 6,  A 6',  A 7,  A 7',  égaux  resj^ectivement  aux  nombres  a, 
a\  by  b\  c,  c',  et  l'on  cherchera  les  points  doubles  e,  /  des  deux  divi- 
sions homograpliiques  déterminées  par  les  deux  séries  de  trois  points  ee,  6, 
7  et  a',  é',  7'.  Les  deux  segments  A^,  A/* seront  les  racines  en  x  des  deux 
équations  proposées. 

On  pourra  déterminer  ces  deux  points  doubles  par  la  construction  géné- 
rale (271  ]  ;  mais  on  la  simplifie,  comme  nous  avons  vu  (  lUl  ],  en  prenant  a 

et  b'  infinis,  et  f  =  —    —  •  Représentons,  dans  cette  hypothèse,  a'  pàrj\ 
b  par  /,  f  = —  par  0  et  c'  par  o';  les  racines  cherchées  seront 


zh^/(j-o](o-o). 


IV.   —   Résolution  d'un  nombre  quelconque  d'équations. 

32k.  Cette  méthode  s'applique  à  un  nombre  quelconque  d'é(]uations  de 
la  forme  des  précédentes,  et  c'est  dans  ce  cas  surtout  qu'elle  peut  être  utile. 
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Soient  n  équations  entre  n  inconnues  x,  ^,  2,  r,  . .    ,  c,  de  la  forme 

xy  -H   \x  '-\-  [LX   H-  V   =0, 
yz  H-  y  y  -f  'x'z  -f-  -/  =^  o, 


«'j:  -h  \^%*  -f-  ,tA,,X  -f-  v^i:;:  O. 


Il  est  évident  que,  comme  dans  le  cas  de  deux  équations  seulement,  si 
l'on  regarde  les  variables  .r,  y^  z^  ...  comme  exprimant  des  segments 
comptés  sur  une  même  droite  à  partir  d'une  origine  commune,  chacune 
des/t  équations  exprimera  deux  divisions  homographiques.  Par  conséquent, 
les  valeurs  arbitraires  données  à  x  dans  la  première  équation  et  les  valeurs 
qui  en  résulteront  pour  x  dans  la  dernière  équation  détermineront  deux  di- 
visions homographiques  dont  les  points  doubles  correspondront  aux  deux 
racines  en  x  qui  satisfont  aux  équations. 

325.  Remarque,  —  En  combinant  les  équations  par  voie  d'addition,  on 
|>ourra  en  remplacer  une  ])artie  par  d'autres,  équivalentes,  où  les  variables 
seront  mêlées  et  se  trouveront  plus  de  deux  dans  une  même  équation.  La 
méthode  s'appliquera  à  ces  nouvelles  équations,  et,  en  général,  elle  s'appli- 
quera à  un  système  d'équations  qu'on  pourrait  ramener,  par  voie  seulement 
d'addition  (et  de  multiplication  par  des  coefficients  numériques],  à  la  forme 
des  n  équations  précédentes. 
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CHAPITRE  XVL 


PROPRifiTfiS  RELAT1TB8  ▲  DBS  STSTbHES  DB  POlIfTS  SITCÉS  BN  LIGNB  DROITE. 
—  APPUCATION  A  LA  DfiC0KP081T10N  DBS  FRAjCTIOBS  RA.TJOH1IBIXE3  EN 
VRJUrriOHS  SIMPUS. 


§  I.  —  Systèmes  de  points  en  Ugiie  droite. 

326.  Les  relations  entre  trois  ou  quatre  points  dont  nous  avons 
fait  si  souvent  usage  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  certaines 
propriétés  générales  concernant  un  ou  deux  systèmes  de  points  en 
nombre  quelconque  sur  une  même  droite.  Ces  propriétés,  qu'on 
peut  comprendre  toutes  dans  une  même  proposition  dont  la  dé* 
monstration  est  très-simple,  méritent  de  trouver  place  ici,  d'au- 
tant plus  qu'on  déduit  naturellement  de  cette  seule  proposition 
une  théorie  algébrique  importante,  celle  de  la  décomposition  des 
fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

I.  —   Théorème  généraL 

327.  Etant  pris  sur  une  même  droite  n  points  a,  b,  c,... 
et  (n  —  i)  points  m,  n,  p, . . .,  on  a  toujours,  quelles  que  soient  les 
positions  de  ces  points,  la  relation 

.  am .  an  •  ap .  . .        bm .  bn .  bp .  . . 

^  '  ab.ac.ad, , .  bc.bd, ,  .ba 

Nous  allons  prouver  que,  si  cette  équation  a  lieu  pour  deux  sys* 
tèmes  de  (/i  —  i)et(/i  —  2)  points,  elle  sera  vraie  pour  deux  sys- 
tèmes ayant  chacun  un  point  de  plus. 

En  effet,  si  Téquation  proposée  n'est  pas  identique  quels  que 
soient  les  n  points  a,  &,  ...  et  les  [n  —  i)  points  m,  n^  . . . ,  on 
peut  regarder  tous  ces  points  comme  fixes,  à  l'exception  d'un  seul 
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qu'on  déterminera  de  manière  que  réquation  soit  satisfaite.  Sup- 
posons que  le  point  inconnu  appartienne  au  second  système  et  soit 
le  point  m;  sa  détermination  se  fera  évidemment  par  une  équation 
du  premier  degré,  parce  que  ce  point  n'entre  que  dans  un  seul 
segment  de  chaque  terme  ;  par  conséquent,  il  ne  pourra  exister 
qu'une  position  du  point  m.  Cependant,  si  l'on  fait  coïncider  ce 
point  avec  l'un  quelconque  de  ceux  du  premier  système,  on  sa- 
tisfait à  l'équation  ;  car,  si  c'est  avec  le  point  a,  par  exemple,  elle 

devient 

^n .  bp ...       en .  (^  . .  . 

bc.td. . .        cd.ce.  • . 

et  cette  équation  entre  deux  systèmes  de  (/i  —  i )  et  (n  —  a)  points 
est  identique  par  hypothèse.  Donc  l'équation  proposée  a  lieu  pour 
plusieurs  positions  du  point  m  ;  donc  elle  est  identique. 

Ainsi  il  est  prouvé  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  deux  sys- 
tèmes de  (n  —  i)  et  (/i  —  2)  points,  il  l'est  aussi  pour  deux  systèmes 
contenant  chacun  un  point  de  plus.  Or  il  est  vrai  pour  deux  points  a, 
b  et  un  point  m,  car  on  a 

am -\- mb -\- ba  =z  Q     ou     — - -f- -— z=  i      (2). 

ab        ba  ^    ' 

Donc  il  est  vrai  pour  trois  points  a,  &,  c  et  deux  m,  /i,  et  par 
conséquent  pour  quatre  points  a,  £,  c,  d  et  trois  m,  ra,  p.  Et  ainsi 
de  suite. 

autrement.  Si  Ton  regarde  tous  les  points  des  deux  systèmes, 
moins  le  premier  a  du  premier  système,  comme  fixes,  et  qu'on 
cherche  à  déterminer  celui-là  de  manière  à  satisfaire  à  Téquation, 
on  trouve  que  sa  position  dépend  d'une  équation  du  degré  (/?  —  a), 
laquelle  aurait  cependant  (n  —  1)  racines  qui  correspondraient  aux 
positions  &,  c,  . . .  du  point  indéterminé  a  ;  ce  qui  prouve  que  l'é- 
quation est  identique. 

II.  —   Corollaires» 

328.  Si  dans  l'identité  (i)  on  suppose  l'un  des  points  du  second 
système,  le  point  ç  par  exemple,  situé  à  l'infini,  et  qu'on  divise  tous 
les  termes  par  le  segment  açy  le  premier  terme  ne  contiendra  plus 
le  point  ç  et  les  termes  suivants  ne  le  contiendront  que  dans  les 
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rapports  — -»  --^  •  •  •»  qui  deviennent  tous  égaux  à  Tunité;  enfin  le 

second  membre  —  sera  nul.  On  aura  donc  Téquation 

aq  * 

am .  an .  «  •        bm .  hn .  .  . 
ab,ac. .  .         bcbd,  .  . 

entre  n  points  a,  i, . . .  et  [n —  2)  points  m,  /i,. . .. 

Dans  cette  équation,  on  peut  supposer  que  Tun  des  points  m, 
n,. . .  soit  situé  à  Tinfini,  et  Ton  en  conclut  par  le  même  raison- 
nement que  Téquation  a  lieu  entre  n  points  a,  b^  . . ,  et  [n — 3) 
points  /;/,  /?,...,  et  ainsi  de  suite,  de  sorte  qu'on  a  ce  théorème 
général  : 

£  tant  pris  sur  une  droite  un  système  de  n  points  a,  b,  c, . . .  et 
un  second  système  de  points  m,  n,  . . .  en  nombre  inférieur  à 
(n  —  i),  on  a  toujours  entre  ces  points,  quelles  que  soient  leurs  po- 
sitions, l'identité 

,    .  am .  an . .  .        bm .  bn  • .  . 

^    '  ab.ac, , .         bcbd,  .  • 


329.  Puisqu'un  point  du  second  système,  supposé  à  l'infini,  dis- 
paraît de  l'équation,  on  peut  faire  disparaître  tous  les  points  suc- 
cessivement, et  l'on  arrive  à  ce  théorème  : 

Etant  donné  un  système  de  points  a,  b,  c,  . . .  e/z  ligne  droite, 
on  a  toujours  entre  eux  la  relation 

.  1  I  

^    '  ab.acad,  • .        bcbd, .  ,ba 

Ces  propositions,  déduites  ici  du  théorème  primitif,  se  dé- 
montrent aussi  directement  par  les  mêmes  considérations. 

330.  Réciproquement  :  De  l'équation  (a)  entre  n  points  a, 
&, . . .  et  deux  points  de  moins,  m,  /i,  . . . ,  on  peut  remonter  à 
l'équation  (  i  ),  relative  à  deux  systèmes  dont  le  second  n'a  qu'un 
point  de  moins  que  le  premier. 

En  effet,  prenons  cinq  points  a,  &,  c,  </,  e  et  trois  points  m,  nyp\ 
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on  aura 

am  .an,  an  em,en.  en 


ab,ac,ad,ae  ea.eb.ec.ed 

Qu'on  multiplie  tous  les  termes  par  eZe  et  qu'on  suppose  le  point  e 

,,,./».,  ^     de    de    de     em    en     ep  ,  »  i»      .   , 

a  1  mfiniy  les  rapports  — ?  — >  — »  — »  -r,  —  sont  éeaux  à  1  unité 

*  *  ae     be     ce     ea     eb     ec  ^ 

et  Téquation  devient 

am  •  an .  ap  dm .  dn .  dp 

ab.ac.ad  da,db.dc^ 

équation  entre  quatre  points  a,  b,  c,  d  et  trois  points  m,  w,  p  ;  ce 
qui  démontre  le  théorème  (327). 

Ainsi  y  on  peut  dire  que  le  théorème  (328)  a  la  même  portée 
que  celui  d'où  nous  l'avons  déduit. 

III.  —  Autres  conséquences  du  théorème  général. 

331.  Dans  toutes  les  équations  précédentes,  on  peut  supposer 
que  deux  ou  plusieurs  points  du  second  système  m^  n,  ...  coïn- 
cident ensemble.  Il  s'ensuit  que,  en  ne  considérant  qu'un  seul  point 
m,  on  a  ce  théorème  : 

Etant  donnés  n  points  a,  b,  c,  . .  .  en  ligne  droite  et  étant 
pris  sur  cette  droite  un  point  quelconque  m  y  on  a  les  équations 


am  bm 


ab.ac.ad, ,  ,  bc,bd,,,ba 

et 

— («-1-e)  (/»-i-e) 

am  bm 


.  .  .  —  I 


-+-...  nrt  O, 


ab mOcadt  •  •       bc.bd,  .  .ba 
e  pouvant  prendre  toutes  les  valeurs  i,a,...,(/ï  —  i). 

332.  Quand  les  nombres  {n  —  i)  et  (ti — i  —  «)  sont  pairs,  le 
point  m  peut  être  pris  au  dehors  de  la  droite  sur  laquelle  sont  les 
points  a,  £,  c, . . . ,  et  les  équations  subsistent. 

En  eflet,  soient  [n —  t)=  hv^  am  =  am  =  \am  )  .  Appe- 
lons irai  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m  sur  la 
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droite  ai  ;  on  a 


am  =  a/rii  -+■  mm^ 


et 


am        =  Vfl/ifj  '^mnii)=zami  -{-p.mmi   ^am^  4- .  . . -4- m/?ii    . 

Donc 

— (/i-i)  îf  (ji'-j) 

y— —-=\— hi'.mmi  \  -_-i_-_4-...4-mmi      y 


ab.ac.ad... 


Or,  le  point  m^  étant  sur  la  droite  ab^  le  premier  terme  du  se- 
cond membre  est  égal  à  Tunité  et  tous  les  termes  suivants  sont 
nuls  (331);  le  premier  membre  est  donc  égal  à  l'unité,  c'est-à- 
dire  que  : 

Jetant  donné  un  nombre  impair  (av  -r-  i)  de  points  a,  b,  c^ . . . 
en  ligne  droite,  et  étant  pris  un  point  quelconque  m  sur  la  droite 
ou  au  dehors,  indifféremment,  on  a  toujours  t équation 

am  bm 

-+-  -, — T—, 1^ 1-  ...  =1. 


ab,ac,ad,,,        bc,bd.  ,  .ba 

333.  On  démontre  de  même  que,  quand  [n  —  i  —  £)  est  un 
nombre  pair  dans  la  seconde  partie  de  la  proposition  (331  ),  l'équa- 
tion subsiste ,  c'est-à-dire  que  : 

Etant  donnés  n  points  a,  b,  c, . . .  e/i  ligne  droite  et  un  point  m 
quelconque  sur  cette  droite  ou  au  dehors,  si  2V  est  un  nombre 
pair  plus  petit  que  (/i  —  i),  on  aura  toujours 

iv  iV 

am  bm 

4-1 — T—, 7-   4-...=o. 


ab,ac,ad,..       bc,bd,,,ba 


334.  Si  dans  le  théorème  (332)  at^  -|- 1  =  3,  il  en  résulte  l'équa- 
tion suivante  entre  trois  points  a,  i,  c  en  ligne  droite  et  un  qua- 
trième point  quelconque  : 


-2  S 


am  bm  cm 


H l  =  î» 


aà,a€       bcba       ca,cb 
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OU 

am  . bc  -+■  bm  . ca  -f-  cm  ,ab  -^  ab , bc ,ca  =  o. 

C'est  cette  relation  que  nous  avons  déduite  comme  cas  particu- 
lier d'une  proposition  (SSO)  relative  à  trois  couples  de  points  et  à 
un  septième,  placés  d'une  manière  quelconque  en  ligne  droite  (  *  ). 

§  II.  —  Décomposition  des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples. 

I. 

335.  Les  théorèmes  précédents,  que  nous  avons  déduits  tous  d'un  seul, 
peuvent  prendre  diverses  formes  analytiques,  qui  donnent,  entre  autres,  les 
formules  connues  dans  la  théorie  de  la  décomposition  des  fractions  ration- 
nelles en  fractions  simples. 

Considérons,  sur  une  même  droite,  un  système  de  (m  + 1]  points  a,  b, 
c, . . . ,  X  et  un  système  de  m  points  m,  /i,  /?,...;  on  aura,  d*après  le  théo- 
rème général  (327),  l'identité 

ant .  un .  ap . .  .  bm .  bn .  bp . .  .  .xm ,  xn ,  xp .  • . 

ab,ac,£id.  ,  ,ax       bc.bd, .  .bx.ba  xa,xb»xc. . . 

Désignons  par  les  mêmes  lettres,  respectivement,  les  distances  de  tous  les 
points  des  deux  systèmes  à  une  origine  commune;  l'équation  deviendra 
rîdentité  suivante  entre  les  deux  systèmes  de  quantités  quelconques  a,  b, 


(')  Cette  propriété  de  quatre  points  en  ligne  droite  a  été  connue  des  anciens;  elle 
fait  partie  des  lemmes  de  Pappus  qui  se  rapportent  aux  deux  Lirres  des  Lieux  plans 
d*Apolloiiiii8(irofr  prop.  125  et  126  du  septième  Livre  des  Collections  mathématiques 
de  Pappus).  Quelques  autres  lemmes  concernant  le  triangle  peuvent  se  rattacher  au 
cas  de  trois  points  pris  sur  une  même  droite  et  un  quatrième  pris  au  dehors  :  toutefois 
on  n'y  Toit  pas  la  proposition  dans  son  énoncé  général.  Mais  elle  pouvait  se  trouver 
dans  rOnvrage  d'Apollonius  :  il  est  k  remarquer  que  R.  Simson,  en  rétablissant  ces 
deux  Livres  des  Lieux  plans ,  a  ajouté  cette  proposition  aux  lemmes  de  Pappus  et  s'en 
est  servi.  {^ApoUonii  Pergœi  Loeorum  planorum  Libri  II.  Glasguœ,  i749t  in-4**>) 

En  citant  dans  V Aperçu  historique  (p.  175)  les  auteurs  qui  ont  fait  usage  de  cette 
proposition,  le  nom  de  Carnot  nous  a  échappé.  Non-seulement  ce  géomètre  démontre 
le  théorème  dans  sa  Géométrie  de  position ,  mais  il  le  signale  comme  fondamental 
(tocV  p.  363  et  393  ).  M.  T.-S.  Davies,  le  savant  professeur  de  l'Académie  royale 
militaire  de  Woolwich,  l'a  démontré  aussi,  en  citant  la  Géométrie  de  position^  dans 
le  second  Volume  de  son  édition  du  Cours  de  Mathématiques  du  D'  Hutton  (i84i- 
1843),  édition  qui  se  distingue  des  onze  précédentes  par  de  nombreuses  additions  dont 
plusieurs  se  rapportent  aux  méthodes  de  la  Géométrie  moderne. 


» r 
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c, .  . . ,  X  et  ntf  n,  p,  ...  : 

[a — m] [a —  n){a  —  p)...  f-r — m) {or — n){x  —  p) ... 


[a — dj[a  —  cj[a  —  d^...[a — .r)  '     [x — ^'Jl^^ — ^)(^ — cj... 


—  I. 


Supposons  que  les  quantités  du  premier  système  a,  ^,  <r, . . . ,  moins  )a 
dernière  or,  soient  les  racines  d*une  équation  F(j:)  =  o,  et  que  m,  n,  p^  ... 
soient  aussi  les  racines  d'une  équation  ^(j^)  =:  o,  de  sorte  qu'on  ait 

F(x)=Ax'"-+-Bx'«-»  -H  ...r=A(x  — a)(x—  6)..  . 
et 

f{x)  =  Kx'^ -h  §x'"~*  ■+-  .  . .  =  «(x  —  m)(x  —  /i).  .  . , 
d'où 

(.r-^){x-6)...  =  -^-:^,    (x~m)(x-/2)...=i?-i:^, 


L'équation  devient 


?{^)  .    A  f{b)  A   9>(jr)_ 


ou 


a    (fl  — xJF'(aJ        a   [ù  —  jn)¥\b]  a  ¥(jr) 


T   "T"   "  TTTT        :   "T- 


F(x)        A        (.r  — «jF'lrt)        (x—  A)F'(6) 

la)  ïifl-'^^S îM 

^    ^  F(x)       A       Zj(^-«)F'(«) 

Dans  cette  formule,  F(x)  et^ (x)  sont  deux  polynômes  du  même  degré; 
si  ^(x)  est  d'un  degré  quelconque  inférieur  à  celui  du  dénominateur  F(x], 
le  coe£Bcient  a  est  nul,  et  il  vient 


^^  F(x)       Zà 


F(x)       ^^(x  — a)F(a) 

C'est  la  formule  connue  pour  la  décomposition  d*une  fraction  rationnelle 
en  fractions  simples. 

n. 

336.  Le  théorème  général  d'où  nous  venons  de  déduire  ces  formules  est 
susceptible  d'une  autre  interprétation  analytique. 
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Prenons  l'équation  (i)  entre  m  points  a,  ^,  c, . . .  et  (//i  —  i)  points  m, 
II,  /7,  . . . ,  et  représentons  par  les  mêmes  lettres^  respectivement,  les  dis- 
tances de  ces  points  à  une  origine  commune  ;  Te'quation  devient 

(/?  —  m)(/7  —  «)(^  — /?1...       [^  —  ni\(h  —  w)(^  — ;?)... 

*  -f-  • . .  "^^^  I 


^^a  —  i){a  —  c][a—d],,,  (^ —  c)  (^  —  rf)  .  .  .  (^  — «) 


ou 


1 


[a  —  t){a  —  c)(a  —d).  .. 


I. 


Supposons,  comme  prccédemnient,  que  a,  b^  r,  ...  soient  les  racines 
d'une  équation  F(x)  1=  o  du  degré  m,  et  /»,  /?,...  les  racines  d'une  équa- 
tion f{j^]  =0  d'un  degré  moindre  d'une  unité;  on  aura 

F(a:)  =Ax"'    -}-Bx"'-»-i-  .  .  .  z=X{x  —  a)(jc  —  b)..., 
f{x]  -:=€*«♦-' -4-  yx"'-*  -f  .  .  .  =  ^(x  —  m)[a:  —  ri) 

d'où 

(«  —  m)(£î  —  71] .  .  .  =^-^, 

(flr  —  b)  [a  —  c) . .  .  z^ » 

/Il 

et  réquatlon  devient 

Si  Ton  suppose  6  =  0,  auquel  cas  la  fonction  7  (x)  est  d'un  degré  quelconque 
inférieur  h  (m  —  1),  il  vient 


('')  S 


F'(«)-°- 


C'est  la  formule  d'Euler.  Elle  répond  à  l'équation  (2,  328)  entre  deux  sys- 
tèmes de  points.  On  y  peut  supposer  que  ^{x)  soit  du  degré  o,  et  l'on  en 
conclut 

r»    I 


1 


?•«=«• 


337.  Ces  considérations,  par  lesquelles  on  rattache  ces  formules  d'Ana- 
lyse à  une  même  proposition  de  Géométrie  dont  elles  sont  des  expressions 


_# » 
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différentes,  montrent  qu'à  part  la  dernière,  qui  ne  canoeme  qu'une  fleole 
fonction  9  elles  ont  toutes  la  même  étendue,  et  que  l'on  peut  passer  de  Tune 
à  l'autre  indifféremmenL  Et  en  effet  on  passe,  coanme  on  sait,  très-fadb- 
ment  de  l'équation  (c)  à  Téquation  (b)  (  ^}. 


III.  —  jiutres  formules  dans  lesquelles  ff[x)  est  d'un  degré  supérieur 

à  celui  de  F(x), 

338.  Soient  les  deux  polynômes 


•  •  •  » 


y  (x)  =  «j:'«  -f-  €x'"-*  -t- 

On  veut  décomposer  le  rapport  ^, — -;  en  fractions  dont  les  dénominateurs 

soient  tous  du  premier  degré. 

Que  Ton  conçoive  un  premier  système  de  (m  -h  i  )  points  a^b^  . . . ,  j:',  x 
et  un  second  système  de  m  points  //i,  /t, . . .  ;  on  aura  la  relation 

am ,an. ,  .  x'm.x'n .  .  .       xm,.T.n .  . . 


-^-zr—j- ^——7: r-,  =  '' 


ab.ac.ajL-' ,ax  x'x.x'a.  .  .        xa,xb. ,  ,x.z? 

et  par  conséquent,  en  regardant  a,  ^, . . . ,  x' ,  x  ei  m^  n^  ...  comme  des 
quantités, 

[a  —  m]  (a  —  /i).  .  .  f.-r' —  m]  {.r*  —  n] .  .  . 

(a  —  b)  .  .  .  [a  —  *')(«  —  ^j  [^  —  ^){^'  —  a j, .  . 

(x  —  m]{.T  —  /i).  .  .  ' 

[x  —  « )  ( -^  —  A )  .  .  .  (.r  —  x') 

Supposons  que  a^  b, , . ,  soient  les  {m  —  i)  racines  de  l'équation  F  (.r  )  =  0 
et  m,  n^  p,. . ,  celles  de  l'équation  ^(or)  =  o;  l'équation  précédente  de- 
viendra 

B  ?(")  B         f{x')  B  f{x)  _ 

a  [a  —  x'){a--x)F'{a)'^  a(x'  — x)F(*')         a  (x— x')F(x)  ^    ' 


(')  F'oir,  par  exemple,  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  LlouTiIle,  t.  XI,  p.  462; 
année  ]8$6. 
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OU 

F(^)-V{x')^^*      '^Lb      Z(«-*')(«-.r)F'(a)J 

Cette  formule  satisfait  à  la  question  ;  x'  est  un  nombre  arbitraire. 
Si  l'on  suppose  jr'  ==  o,  il  vient 

f{x)  _  ^(o)  .  _. ff  .  Y        y(^)        "I 

339.  Si  ^[x)  est  du  degré  [m  —  i  ],  comme  F  [x},  a  sera  nul  et  Téqualion 
se  i*ëduit  k 


y(x)_  y(ol  Y  9(a) 

F(xj""F(o)  Zrfa(x~fl)F'(a) 


Or,  d'après  la  formule  (a),  on  a 


Donc 


ou 


F(x)  ""  B  """Zi  (x  ~  û)F(«) 


e  ,  V       y(^)        _  y(o)  ,  ^V y(^) 

B      Zrf(x  — a)F'(a)""F(o)         Zrftf(x  — a)F(a) 


Syfa)  /         .r\       yfo)        g 

(x~û)F'(fl)V       «/      F(o)       B 


—  » 


ou  enfin 


1 


f(a)    __  €        y(o) 


ar{a)       B       F(o) 


F(  x)       Cx*""*  -h  Dx"'-'  H- 
340.  l»ëcoinpo5ons  la  fraction  -^  =    ax"'+ ex"-+ . .' .     "^  '^"*'" 

lions  dont  les  dénominateurs  soient  du  premier  degré. 

Concevons  (m  4- 1)  points  o,  ô,  . . . ,  x*',  x',  x  et  m  points  m,  /i,  ...  ;  on 
aura  Tidentité 


a^ .flc. .  ,ax" ,ax' ,ax  x^x' ,x^x.x"fl . . . 

X  nt^arn , . .  xin . xii  • ,  • 

i __^ _i ^^  I  • 

x'x.x'a.x'A. .  .x'x''       xfl.x6. .  .xx^'.xx' 
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et  par  conséquent,  en  désignant  par  les  mêmes  lettres  a,  ^,. . . ,  x^,  j/,  j: 
et  m,  /i, . . .  les  distances  de  ces  points  à  une  origine  commune, 

(a  —  'n)(/i  —  n).  . , 

[a  -^  b)(a  —  c) , . .  (a  —  x''){a  ^  Jc')  (a  —  jc)  '^  "  ' 

(.r''-/n)(x"  —  /i)... 


(x"  —  a:')(x"  —  x)  (a-"  —  a)  (x''  -  6) .  .  . 

[x'  —  m){x'  —  /î) .  .  . 

(y  _  ^j  (j:'  ^a){x'—b),.,  (x-  —  x^^] 

{x  —  m){x  —  /i)...  

(x  — o)(ar—  6)  .  ,  .  (jT  — x")  (x  — x'J  "~ 

Supposons  que  les  quantités  du  premier  système  a,  6,  ... ,  moins  x^\  x*  et  x, 
soient  les  racines  de  l'équation  F(x]  =  o  et  que  les  quantités  du  second  sys- 
tème m^Tt^. , ,  soient  les  racines  de  l'équation  ^  (x)  =  o  ;  on  aura 

F(x)— Cx"'-2-+-Dx"'-3^  ...  =^C(.r  — <i)(.r  —  ^)..., 
y(x)=ocx'"       -i-    ex"*->  -f- .  .  .  r=ra(.r  ^m)  (x  — /î).  .  ., 

et  l'équation  devient 

C  ,(«)  C  v{.t") 

I  -    ...       I       ^ 


«F'(a)(û  — x")(«  — x')(rt— x)  «  (x"— x'j^x"— x)F(x") 


a(u.'-.x'^)(x'  — x)F(x') 

.   Ç ^l^] ^, 

^a(x-.x")(x  — x')F(x)""  * 


d'où 


___-lx       X  )ix       ^J-^(^,_^,/)p(^.j    '    (x"-x')F(?') 

V  M  ^Zi(û  — x'')(fl  — x')(û  — x)F'(a) 

Cette  formule  satisfait  à  la  question.  Les  deux  constantes  x\  x"  sont  arbi- 
traires. 

On  voit  comment  on  opérera  dans  le  cas  où,  ^  (x)  restant  du  degré  m,  F  (x  j 
sérail  du  degré  [m  —  3),  ou  (/»  —  4)»  •  •  •  •  Nous  n'avons  pas  besoin  de  faire 
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remarquer  qu*il  entre  toujours  dans  le  développement  de 

autant  de  quantités  arbitraires  x\  a/\, , ,  qu'il  y  a  d'unités  dans  la  diffé- 
rence des  degrés  des  deux  polynômes  ^(arj  et  F(.r]. 


Cbailu.  —  Géom,  sup.  l5 
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CHAPITRE  XVII. 


DIVERS   MODES   DE    DESCRIPTION    d'uNB  DROITE   PAR   POINTS.    —    8TSTÈ1B 
DE   DROITES   PASSANT   TOUTES    PAR   UN   MÊME  POINT. 


§  I.  —  Description  d'une  droite  par  points. 

341.  Le  théorème  relatif  à  deux  faisceaux  homographiques  qui 
ont  deux  rayons  homologues  coïncidents  (110),  et  la  propriété  de 
deux  divisions  homographiques  faites  sur  deux  droites  dont  le 
point  de  rencontre  est  la  réunion  de  deux  points  homologues  (108), 
donnent  lieu  à  diverses  propositions  intéressantes  ;  et  quoique  plu- 
sieurs soient  connues  et  fort  anciennes,  nous  allons  les  reproduire 
ici,  à  raison  de  l'extrême  facilité  avec  laquelle  elles  dérivent  na- 
turellement des  théories  précédentes. 

342.  Etant  donnés  un  angle  et  deux  points  O,  (y  en  ligne 
droite  ai*€C  son  sommet,  si,  autour  d'un  point  jixe  p  on  fait  tour- 
ner une  transversale  qui  rencontre  les  côtés  de  l'angle  en  a  et  a',  le 
point  de  concours  m  des  deux  droites  Oa,  O'a'  engendrera  une 
droite  {fi g*  44)- 

En  effet,  les  points  a,  a!  forment  sur  les  deux  droites  SA,  SA' 
deux  divisions  homographiques  (  107  )  ;  les  rayons  O  a,  O'a!  forment 
donc  deux  faisceaux  homographiques.  Mais  le  point  S  est  la  réu- 
nion de  deux  points  de  division  homologues  ;  les  deux  faisceaux 
ont  donc  deux  rayons  homologues  coïncidents  suivant  la  droite 
00'.  Donc  leurs  rayons  homologues  se  coupent  deux  à  deux  sur 
une  droite  (110).  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  La  droite  lieu  du  point  m  passe  par  le  point  «, 
intersection  de  SA  et  pO',  et  par  le  point  p^  intersection  de  SA'  et 
pO;  il  en  résulte  que  la  figure  présente  un  hexagone  pOaSe/0' 
inscrit  aux  deux  droites  pai^  et  OSO'  et  dont  les  trois  points  de 
concours  des  côtés  opposés  sont  m,  n,  p.  Or,  d'après  le  théo- 
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rème,  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite^  on  retrouve  donc  la 
propriété  de  l'hexagone  inscrit  à  deux  droites,  déjà  démontrée  di- 
rectement (H4)  {*  ). 

343.  Si  autour  d'un  point  fixe  p  on  fiait  tourner  une  trans- 
versale qui  rencontre  deux  droites  fixes  en  deux  points  a,  a',  eî 
que  de  deux  autres  points  fixes  P,  P,  en  ligne  droite  avec  le  pre- 
mier, on  mène  des  rayons  à  ces  deux  points  respectivement,  le 
point  d 'intersection  de  ces  deux  rayons  décrira  une  ligne  droite 
passant  par  le  point  de  concours  des  deux  droites  fixes. 

En  effet,  les  deux  points  a,  c^  {fig-  4^  )  marquent  sur  les  deux 
droites  deux  divisions  homographiques  (107);  par  conséquent  les 
deux  rayons  Pa,  V^af  forment  deux  faisceaux  homographiques. 
Ces  deux  faisceaux  ont  deux  rayons  coïncidents  suivant  la  droite  PP'. 
Donc  leur  point  d'intersection  décrit  une  ligne  droite  (HO);  et 
cette  droite  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux  SA,  SA', 
parce  que  deux  rayons  homologues  passent  par  ce  point. 

G.    Q.    F.    D. 

Remarque.  —  Les  deux  rayons  Pa,  Va  rencontrent  les  deux 
droites  SA',  SA  respectivement  en  deux  points  a,  a',  et  la  droite 
aal  tourne  autour  d'un  point  fixe  R  situé  sur  la  droite  pPP';  car 
ces  deux  points  forment  deux  divisions  homographiques  dans  les- 
quelles le  point  S  représente  deux  points  homologues  coïncidents 
(107).  Conséquemment,  les  droites  cta!  concourent  en  un  même 
point  (108);  et  ce  point  est  sur  la  droite  /dPP',  parce  que  cette 
droite  est  elle-même  une  des  positions  de  la  ligne  oca\ 

344.  On  peut  considérer  que  les  trois  droites  qui  tournent  autour 
des  trois  points  fixes  p,  P,  P'  forment  un  triangle  aïfwf  dont  les 
deux  sommets  a,  a'  glissent  sur  deux  droites  fixes;  le  troisième  m 
décrit  aussi  une  droite.  Sous  ce  point  de  vue,  le  théorème  s'étend 
à  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de  côtés,  ainsi  qu'il  suit  : 

Etant  donné  un  polygone  de  n  côtés,  si  on  le  déforme  en  fiai- 


(*  )  Ce  théorème,  tout  un  énoncé  différent,  se  trouve  dans  les  Collections  mathé- 
maiiques  de  Pappus  ()iv.  VU,  prop.  138,  139,  141,  143),  au  nombre  des  lemmes  qui  se 
rapportent  aux  porismes  d'Euclide.  Cette  remarque  est  due  à  Poncelet.  (Voir  Traité 
des  Propriétés  projectives  des  figures ,  p.  90.) 

i5. 
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sant  tourner  tous  ses  côtés  autour  d'autant  de  pôles  situés  en  ligne 
droite,  de  manière  que  tous  ses  sommets,  moins  un,  glissent 
sur  des  droites  fixes,  i^  le  dernier  sommet  décrira  une  ligne 
droite;  et  2^  le  point  de  concours  de  deux  côtés  quelconques  non 
contigus  décrira  aussi  une  droite. 

Soient  a,  a',  a!' ^  . . . ,  a„  {fig-  4^)  '^s  n  sommets  du  polygone 
dont  les  n  côtés  a^  a,  aafy  • . .  tournent  autour  de  n  pôles  fixes  P, 
V,  P',  . . .  situés  en  ligne  droite,  tandis  que  ses  [n —  i)  premiers 
sommets  a,  a\  ...  glissent  sur  [n  —  i )  droites  A,  A',  ...  ;  je  dis 
que  le  dernier  sommet  an  décrit  une  ligne  droite,  et  que  le  point 
de  concours  de  deux  côtés  quelconques,  tels  que  aa'  et  al^ d" ^  décrit 
aussi  une  ligne  droite. 

En  effet,  deux  côtés  consécutifs,  tels  que  ad  et  aV,  qui  tournent 
autour  de  deux  points  fixes  P,  P',  forment  deux  faisceaux  ho- 
mographiques,  puisque  leur  point  d'intersection  glisse  sur  la  droite 
A';  et  dans  ces  deux  faisceaux  la  droite  PP'  est  un  rayon  commun 
(109).  Pareillement,  le  côté  suivant  d* d"  forme  autour  du  point 
P'^  un  faisceau  homographique  à  celui  formé  autour  du  point  P' 
et,  par  conséquent,  à  celui  formé  autour  du  point  P;  et  ainsi  suc- 
cessivement des  faisceaux  formés  par  les  côtés  suivants.  De  sorte 
que  deux  côtés  quelconques  forment,  en  tournant  autour  de  leurs 
deux  pôles  fixes,  deux  faisceaux  homographiques  dans  lesquels  la 
droite  PP'P'...  est  un  rayon  commun.  Donc  l'intersection  de  ces 
deux  côtés  décrit  une  ligne  droite.  Ce  qui  démontre  les  deux  par- 
ties du  théorème  (  *  ). 

§  II.  —  Propositions  dans  lesquelles  on  considère  des  droites 

concourantes  en  un  même  point. 

345.  Etant  donné  un  angle  AS  A'  (  fig.  47  )9  si>  autour  de  deux 
points  fixes  O  y  O',  en  ligne  droite  as^ec  son  sommet,  on  fait  tourner 


(')  Ce  théorème  a  été  connu  des  anciens;  on  le  trouve  énoncé  dans  le  septième 
Lirre  des  Collections  mathématiques  de  Pappus,  au  sujet  du  Traité  des  porismes 
d'Euclide.  Il  parait  que  ce  Traité  contenait  seulement  le  cas  du  triangle,  car  Pappus, 
après  avoir  énoncé  le  cas  général  d'un  polygone  quelconque,  ajoute  :  «  Il  n'est  pas 
rraisemblable  qu'Euclide  ait  ignoré  cette  extension,  mais  il  aura  voulu  seulement  en 
poser  les  principes,  car  on  reconnaît  dans  tous  ses  porismes  qu'il  n'a  en  vue  que 
de  répandre  des  principes  et  le  germe  d'une  foule  de  propositions  utiles  et  impor- 
tantes. »  (Voir  Traité  des  propriétés projectives,  p.  agS.) 
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deux  rayons  dont  le  point  de  concours  m  glisse  sur  une  droite 
fixe  L,  la  droite  qui  joindra  les  points  de  rencontre  a,  d!  des  deux 
côtés  de  l'angle  par  ces  deux  rayons,  respectivement,  passera 
toujours  par  un  même  point  fixe. 

En  effet,  les  deux  droites  Om,  (y m  forment  deux  faisceaux  ho- 
mographiques  dont  deux  rayons  homologues  coïncident  suivant OO^ 
(109)  ;  par  conséquent,  les  deux  points  a,  a'  marquent  sur  les  deux 
droites  SA,  SA'  deux  divisions  homographiques  qui  ont  deux 
points  homologues  coïncidents  en  S  ;  et,  par  suite,  les  droites  aa' 
vont  concourir  en  un  même  point  (108).  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Ce  théorème  aurait  pu  se  conclure  immédiate- 
ment de  la  proposition  (342)  dont  il  est  la  réciproque  (^). 

346.  Si  les  trois  sommets  d'un  triangle  glissent  sur  trois  droites 
fixes  concourantes  en  un  même  point,  tandis  que  deux  de  ses 
côtés  tournent  autour  de  deux  points  fixes,  le  troisième  côté  tour- 
nera autour  d'un  troisième  point  fixe  en  ligne  droite  avec  les 
deux  premiers. 

Soit  aafa!'  [fig^  48)  le  triangle  dont  les  trois  sommets  glissent 
sur  les  trois  droites  SA,  SA',  SA'',  pendant  que  ses  deux  côtés  oa', 
ac/'  tournent  autour  de  deux  points  fixes  P,  P;  je  dis  que  le  troi- 
sième côté  Ja"  passe  toujours  par  un  même  point  situé  sur  la 
droite  PP'. 

En  effet,  les  deux  droites  Pa,  Va  forment  deux  faisceaux  homo- 
graphiques, puisqu'elles  se  coupent  sur  la  droite  SA.  Donc  les 
points  dj  a"  qu'elles  marquent  sur  les  deux  droites  SA',  SA''  for- 
ment   deux   divisions    homographiques.    Il    est    évident    que   le 


(')  Ces  deux  propositions  ont  leurs  analogues  dans  l'espace,  dont  voici  Ténoncé  : 

Étant  donnés,  dans  l'espace,  un  triangle  et  un  angle  trièdre  ayant  son  sommet  situé 
dans  le  plan  de  cette  figure,  si  de  chaque  point  d'un  plan  fixe  on  mène  trois  plans 
passant  par  les  trois  côtés  du  triangle,  lesquels  rencontreront  respectivement  les  trois 
arêtes  de  l'angle  trièdre  en  trois  points,  le  plan  déterminé  par  ces  trois  points  passera 
toujours  par  un  même  point. 

Ct  réciproquement  :  Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourner  un  plan  transversal 
qui  rencontre  les  trois  arêtes  de  l'angle  trièdre  en  trois  points,  et  que  par  ces  points 
on  mène  trois  plans  passant  respectivement  par  les  câtés  du  trieuigle,  le  point  d'inter- 
section de  ces  trois  plans  décrira  un  plan. 
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point  S  est  la  réunion  de  deux  points  homologues  de  ces  deux  di- 
visions. Donc  la  droite  o'a'' passe  par  un  point  fixe  (108).  Ce  point 
est  situé  sur  la  droite  PP,  parce  que  cette  droite  est  une  des  posi- 
tions de  la  droite  d al' .  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque.  —  Ce  théorème  peut  être  considéré  comme  la  réci- 
proque du  théorème  (343),  et  s'en  conclure  sans  une  nouvelle  dé- 
monstration. Il  s'étend  à  un  polygone  d'un  nombre  quelconque  de 
côtés,  comme  il  suit. 

347 .  Etant  donné  un  polygone  de  n  côtés,  si  on  le  déforme  en 
faisant  glisser  ses  n  sommets  sur  des  droites  concourantes  en  un 
même  point,  tandis  que  (n —  i)  de  ses  côtés  tournent  autour  de 
(  n  —  i)  points  fixes  pris  arbitrairement,  le  n'^'"^  côté  du  polygone 
tournera  autour  d'un  point  fixe,  ainsi  que  chacune  de  ses  dia- 
gonales. 

Soit  aa!al' ci"  . .  .  {fig-  49)  le  polygone  dont  les  sommets  a,  a', 
(J\  .  .  .  glissent  sur  des  droites  A,  A',  A",  .  . .  toutes  concourantes 
en  un  même  point  S,  pendant  que  ses  («  —  i)  côtés  ad ^  dd\ 
a"d'\  .  . .  tournent  autour  des  points  P,  P',  F',  .  . .  pris  arbitraire- 
ment. Je  dis  que  le  dernier  côté  aa^  passera  toujours  par  un  même 
point,  et  qu'il  en  est  de  même  de  chacune  des  diagonales  telles 
que  d  d'\  .... 

En  effet,  deux  points  contigus  a',  a"  marquent  sur  deux  droites 
SA',  SA''  deux  divisions  homographîques  dont  le  point  S  est  un 
point  commun,  puisque  le  côté  da"  tourne  autour  d'un  point  P' 
(  107).  Pareillement,  le  point  suivant  d"  marque  sur  la  droite  SA'" 
une  division  qui  est  homographique  à  la  division  marquée  sur  A", 
et,  par  conséquent,  à  celle  marquée  sur  la  droite  A';  et  ainsi  de 
suite.  Donc  deux  sommets  quelconques  forment  sur  les  deux  droites 
qu'ils  parcourent  deux  divisions  homographiques  qui  ont  un  point 
commun  en  S,  point  de  concours  de  ces  droites.  Donc  la  droite 
qui  joint  ces  deux  sommets  tourne  autour  d'un  point  fixe;  ce  qui 
démontre  les  deux  parties  du  théorème. 
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CHAPITRE  XVIII. 

PROPRIÉTÉS   DU    QUADRILATÈRE   RELATIVES    A   l'iMYOLUTION 
ET    A    LA   DIVISION   HARMONIQUE. 


I. 

348.  Toute  transs^ersale  menée  clans  le  plan  d'un  quadrilatère 
rencontre  ses  quatre  côtés  et  ses  deux  diagonales  en  six  points 
qui  sont  en  inwolution. 

Soit  ABCD  le  quadrilatère  {/ig-  5o).  Une  transversale  L  ren- 
contre en  a  et  a'  les  deux  côtés  opposés  AB,  CD  ;  en  i  et  b'  les 
deux  autres  côtés  AD,  BC  ;  et  en  c  et  c'  les  deux  diagonales  AC, 
BD.  Les  six  points  a,  af;  b,  V  et  c,  </,  conjugués  deux  à  deux  sont 
en  involution. 

En  effet,  les  quatre  droites  issues  du  sommet  A,  savoir  AB,  AC, 
AD  et  A  c' rencontrent  la  diagonale  BD  aux  mêmes  points  que  les 
quatre  droites  issues  du  sommet  C,  CB,  CA,  CD  et  Ce/.  Le  rap- 
port anharmonique  des  quatre  premières  est  donc  égal  à  celui  des 
quatre  autres.  Conséquemment  le  rapport  anharmonique  des  quatre 
points  a,  c,  i,  c',  dans  lesquels  les  quatre  premières  droites  ren- 
contrent la  transversale  L,  est  égal  à  celui  des  quatre  points  i',  c, 
cl ^  (/,  dans  lesquels  les  quatre  autres  droites  rencontrent  la  même 
transversale. 

On  peut  changer  l'ordre  de  ces  quatre  derniers  points  et  écrire 
a',  c',  b\  c  (44).  Or  ces  quatre  points,  comparés  aux  quatre  pre- 
miers fl,  c,  i,  c'y  un  à  un  respectivement,  donnent  les  trois  sys- 
tèmes a,  a!\  by  V  et  c,  c'.  Et  puisque  le  rapport  anharmonique  des 
quatre  points  a,  &,  c,  d  est  égal  à  celui  des  quatre  points  corres- 
pondants a',  i',  c',  c,  on  en  conclut  que  ces  trois  systèmes  de  deux 
points  a,  a'\  b^  V  et  c,  c'  forment  une  involution  (188). 

c.   Q.   F.   p. 


23a  traité  de  géométrie  supérieure.  —  chapitre  xviii. 

349.  Construction  du  sixième  poi»t  d'une  involution.  — 
Le  théorème  (348)  peut  servir  pour  déterminer  par  de  simples  in- 
tersections de  lignes  droites  le  sixième  point  formant,  avec  cinq 
points  donnés,  une  involution.  En  effet,  soient  J,  b* \  c,  c'  deux 
couples  de  points  conjugués,  et  a  le  cinquième  point  dont  il  s'agit 
de  trouver  le  conjugué  ci ,  On  mène  par  le  point  a  une  droite  in- 
définie sur  laquelle  on  prend  arbitrairement  deux  points  Â,  B.  Les 
droites  Ai,  Ac  rencontrent,  respectivement,  les  droites  Bc/,  Bi' 
en  deux  points  D,  C;  et  la  droite  CD  détermine  le  point  al. 

350.  Dans  tout  quadrilatère,  les  deux  diagonales  divisent  luir- 
moniquement  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés. 

Cette  proposition  est  une  conséquence  du  théorème  précé- 
dent ;  il  suflit  de  prendre  pour  la  transversale  L  la  droite  qui  joint 
les  points  de  concours  cTes  côtés  opposés;  chacun  de  ces  deux 
points  est  dans  Tinvolution  un  point  double.  Ils  divisent  donc 
harmoniquement  le  segment  compris  entre  les  deux  diagonales. 
Du  reste,  la  démonstration  dû  théorème  général  s'applique  d'elle- 
même  à  ce  cas  particulier. 

Observation.  —  On  peut  dire  aussi  qu'une  diagonale  est  divisée 
harmoniquement  par  l'autre  diagonale  et  la  droite  qui  joint  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés. 

3ol.  Construction  du  quatrième  harmonique  a  trois  points 
DONNÉS.  —  La  proposition  précédente  peut  servir  pour  trouver, 
par  de  simples  intersections  de  lignes  droites,  le  quatrième  har- 
monique à  trois  points  donnés.  Ainsi  E,  F  et  h  (Jig-  5i)  étant 
les  trois  points  donnés,  on  veut  déterminer  le  point  g  conjugué 
harmonique  de  h  par  rapport  aux  deux  E,  F.  On  mène  par  les 
points  E,  F  deux  droites  quelconques  EC,  FC  ;  par  le  point  h  une 
transversale  qui  rencontre  ces  deux  droites  en  D  etB;  puis  les 
deux  diagonales  FD,  EB  qui  se  coupent  en  A  ;  et  enfin  la  droite  CA 
qui  détermine  le  point  g  (*)• 


(')  La  théorie  des  sections  coniques  nous  offrira  différentes  autres  manières  de 
construire  le  quatrième  point  d'une  proportion  harmonique. 
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IL 

352.  Les  six  droites  menées  d'un  même  point  aux  quatre  som- 
mets et  aux  points  de  concours  des  côtés  opposés  d'un  quadri^ 
latère  forment  un  faisceau  en  in^olution. 

Soient  ABCD  le  quadrilatère  {Jtg»  02)  ;  E,  F  les  points  de  con- 
cours de  ses  côtés  opposés;  O  le  point  d'où  Ton  mène  les  six 
droites  OA,  OB,  ....  La  droite  OE  rencontre  les  deux  côtés  op- 
posés AD,  BC  en  deux  points  e,  e^;  de  sorte  qu'on  a  sur  ces  côtés 
deux  séries  de  quatre  points  A,  D,  e,  F  et  B,  G,  e',  F  dont  les 
rapports  anharmoniques  sont  égaux,  puisque  les  trois  droites  AB, 
DC,  eef  concourent  au  même  point  E.  Il  s'ensuit  que  les  quatre 
droites  OA,  OD,  OE,  OF  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
celui  des  quatre  droites  OB,  OC,  OE,  OF.  On  peut  changer 
l'ordre  de  celles-ci  et  écrire  OC,  OB,  OF,  OE  (49),  de  manière 
que  les  quatre  droites  OA,  OD,  OE,  OF  correspondent  une  à  une, 
respectivement,  aux  quatre  OC,  OB,  OF,  OE.  Alors  on  a  les  trois 
systèmes  de  deux  droites  conjuguées  OA,  OC  ;  OD,  OB  et  OE,  OF 
qui  sont  telles,  que  quatre  droites  appartenant  aux  trois  systèmes 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  con- 
juguées. Donc  les  six  droites  forment  une  involution  (2o0). 

c.   Q.  F.   p. 

autrement.  La  proposition  se  peut  conclure  directement  du 
théorème  (348);  et  réciproquement. 

En  effet,  les  deux  droites  OA,  OB  donnent  lieu  au  quadrilatère 
OAFB  dont  les  deux  diagonales  sont  OF,  AB.  La  droite  DC  coupe 
les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  de  ce  quadrilatère  en  six 
points  qui  sont  en  involution  (348).  Donc  les  six  droites  OA,  OC; 
OB,  OD  et  OE,  OF,  qui  passent  par  ces  six  points,  sont  elles- 
mêmes  en  involution.  c.  q.  f.  p. 

353.  Corollaire.  —  Le  point  O  peut  être  à  l'infini  ;  alors  les  six 
droites  menées  par  les  sommets  et  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  sont  parallèles,  mais  elles  rencontrent 
toujours  une  même  droite  en  six  points  en  involution.  Nous  dirons 
donc  que  :  Les  projections  des  quatre  sommets  et  des  deux  points 
de  concours  des  côtés  opposés  d^un  quadrilatère,  sur  une  droite, 
sont  six  points  en  ins^olution. 
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354.  Supposons  que  le  point  par  lequel  on  mène  des  droites 
aux  sommets  et  aux  points  de  concours  des  côtés  opposés  d^un 
quadrilatère  soit  un  des  points  d'intersection  des  deux  circonfé- 
rences de  cercle  décrites  sur  les  deux  diagonales,  comme  diamètres; 
les  droites  menées  de  ce  point  à  chaque  couple  de  sommets  op- 
posés seront  rectangulaires  ;  il  s'ensuit  que  les  deux  autres  droites 
de  l'involution  seront  aussi  rectangulaires  (253),  et,  par  consé- 
quent, que  la  circonférence  décrite  sur  la  droite  qui  joint  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés,  comme  diamètre,  passera  par  les 
mêmes  points  que  les  deux  autres  circonférences.  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Les  trois  circonférences  de  cercle  qui  ont  pour  diamètres  les 
diagonales  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère,  ont,  toutes  trois,  les  mêmes  points 
d'intersection. 

Et,  par  conséquent: 

Les  points  milieux  des  deux  diagonales  d'un  quadrilatère  et  le 
milieu  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  op- 
posés sont  en  ligne  droite. 

Ce  second  théorème  sera  démontré  plus  loin  d'une  manière  plus 
directe,  et  comme  cas  particulier  d'une  autre  proposition  (358). 

355.  Dans  tout  quadrilatère,  les  deux  diagonales  et  les  droites 
menées  de  leur  point  de  rencontre  aux  points  de  concours  des 
côtés  opposés  forment  un  faisceau  harmonique. 

Cette  proposition  résulte,  comme  cas  particulier,  du  théorème  gé- 
néral (352),  et  se  démontre  aussi  directement  de  la  même  manière. 

On  peut  encore  la  conclure  du  théorème  (350).  Car,  puisque 
les  deux  points  gj  h  [fig-  5i)  divisent  harmoniquement  le  segment 
EF,  les  deux  droites  ig,  ih  sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport 
aux  deux  droites  lE,  iF;  ce  qui  exprime  le  théorème. 

IlL 

356.  Etant  pris  arbitrairement  un  point  P  dans  le  plan  d'un 
quadrilatère,  les  polaires  de  ce  point  reUttis^es  aux  trois  angles 
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dont  l'un  est  formé  par  deux  côtés  opposés  du  quadrilatère,  le 
second  par  les  deux  autres  côtés  opposés,  et  le  troisième  par  les 
deux  diagonales,  ces  trois  droites,  dis-je,  passent  par  un  même 
point  P'. 

Nous  appelons  polaire  d'un  point  P,  relative  à  un  angle,  la 
droite  conjuguée  harmonique  de  celle  qui  joint  le  point  P  au  som- 
met de  l'angle,  par  rapport  aux  deux  côtés  de  cet  angle  (83). 

Soient  ABCD  {Jig-  5a  bis)  le  quadrilatère,  et  P4e  point  de  ren- 
contre des  polaires  du  point  P  relatives  aux  deux  angles  AEB, 
.\FD  formés  respectivement  par  les  deux  couples  de  côtés  opposés. 
Je  dis  que  la  polaire  relative  à  l'angle  DGC  des  deux  diagonales 
passe  par  ce  point  P'.  En  effet,  la  droite  PP'  rencontre  les  quatre 
côtés  et  les  deux  diagonales  du  quadrilatère  en  six  points  qui  sont 
en  involution  (348).  Or  les  deux  points  P,  Psont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  points  appartenant  aux  deux  premiers 
côtés  opposés,  et  par  rapport  aux  deux  points  appartenant  aux 
deux  autres  côtés  opposés,  puisque  P  est  en  même  temps  sur  les 
deux  premières  polaires.  Donc  les  deux  points  P,  P  sont  leh  points 
doubles  de  Tinvolution  (2H);  donc  ils  divisent  harmoniquement 
le  segment  compris  sur  la  transversale  entre  les  deux  diagonales; 
donc  le  point  F^  appartient  à  la  polaire  du  point  P  relative  à  ces 
deux  diagonales.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

357.  CoKOLLAiRE.  —  Si  Ic  point  P  est  à  Tinfini  sur  une  droite 
menée  arbitrairement  dans  le  plan  du  quadrilatère,  sa  polaire  par 
rapport  à  deux  côtés  opposés  passera  par  le  milieu  du  segment 
intercepté  sur  cette  droite  entre  les  deux  côtés  (84)  ;  on  en  conclut 
ce  théorème  : 

Une  transversale  étant  tracée  dans  le  plan  d'un  quadrilatère, 
la  droite  menée  du  point  de  concours  de  deux  côtés  opposés  au 
point  milieu  du  segment  intercepté  sur  la  transversale  entre  ces 
deux  côtés;  la  droite  menée  semblablement  du  point  de  concours 
des  deux  autres  côtés  au  point  milieu  du  segment  compris  sur  la 
transv^ersale  entre  ces  deux  côtés;  et  enfin  la  droite  menée  du 
point  de  rencontre  des  deux  diagonales  au  point  milieu  du  seg^ 
ment  compris  entre  ces  deux  droites;  ces  trois  droites,  dis-je, 
passent  par  un  même  point. 
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IV, 

358.  Etant  donné  un  (fuadrilatère,  si  l'on  mène  une  transversale 
qui  rencontre  ses  deux  diagonales  et  la  droite  qui  joint  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés,  et  qu'on  prenne  sur  ces  trois  droites 
les  points  qui,  a^ec  la  transversale,  les  divisent  harmoniquement, 
ces  points  seront  en  ligne  droite. 

Soient  g,  A,  i  [Jig*  53)  les  trois  points  provenant  de  Tinlersec- 
tion  des  deux  diagonales  AC,  BD  et  de  la  droite  EF  par  une  trans- 
versale L;  et  soient  g',  h\  i'  les  conjugués  harmoniques  de  ces 
trois  points  par  rapport  aux  trois  droites  AC,  BD,  EF,  respective- 
ment. Je  dis  que  les  trois  points  g^,  h',  i'  sont  en  ligne  droite.  En 
effet,  soit  O  le  point  de  rencontre  de  la  droite  g^hf  et  de  la  droite  L  ; 
les  droites  menées  de  ce  point  aux  quatre  sommets  et  aux  deux 
points  de  concours  dea  côtés  opposés  du  quadrilatère  sont  en  in- 
volution  (352).  Or  les  deux  droites  Og,  Og'  sont  conjuguées  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  OA,  OC,  parce  que  les  points  g 
et  g^  divisent  harmoniquement  la  diagonale  AC  ;  elles  le  sont  aussi 
par  rapport  aux  deux  OB,  OD,  par  une  raison  semblable.  Donc 
elles  le  sont  aussi  par  rapport  aux  deux  autres  droites  de  Tinvolu- 
tion,  OE,  OF  (251).  Mais  la  première  passe  par  le  point  i  ;  donc 
la  seconde  passe  par  le  point  if.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire.  —  Si  la  droite  L  est  à  Tinfîni,  les  points  g^,  A',  i' 
seront  les  milieux  des  droites  AC,  BD,  EF  ;  par  conséquent  :  Dans 
tout  quadrilatère,  les  points  milieux  des  deux  diagonales  et  de 
la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  sont 
trois  points  en  ligne  droite. 

C'est  le  théorème  déjà  démontré  par  d'autres  con^dérations 

(354). 

V. 

359.  Dans  un  quadrilatère,  on  peut  considérer  les  deux  couples 
de  sommets  opposés  et  les  deux  points  de  concours  des  côtés  op* 
posés  comme  formant  trois  couples  de  points  en  involution. 

Il  existe,  entre  ces  six  points,  les  relations  à  six  et  à  huit  seg- 
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ments,  et  plusieurs  des  équations  à  trois  termes  qui  ont  lieu  entre 
six  points  en  involution. 

Et,  si  l'on  mène  dans  le  plan  du  quadrilatère  une  ou  deux 
droites  fixes  quelconques,  il  existera^  entre  les  distances  des  six 
points  du  quadrilatère  à  ces  droites,  des  relations  semblables  à 
celles  qui  ont  lieu  entre  six  points  en  involution  et  un  ou  deux 
points  arbitraires. 

Ces  propriétés  très-diverses  du  quadrilatère  résultent  immédia- 
tement des  relations  d'involution,  par  cette  simple  considération, 
que  la  projection  des  sommets  et  des  points  de  concours  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère,  sur  une  droite,  donne  six  points  en  in- 
volution  (353). 

En  effet,  chacune  des  relations  d'involution  est  formée,  en  gé- 
néral, de  divers  rapports  de  deux  segments,  et,  dans  la  plupart,  les 
deux  segments  de  chaque  rapport  correspondent  à  deux  segments 
en  ligne  droite  dans  le  quadrilatère  ;  d'où  il  résulte  que  le  rapport 
des  deux  segments  en  projection  est  égal  à  celui  des  deux  segments 
appartenant  au  quadrilatère,  et,  par  suite,  que  la  relation  des  six 
points  en  involution  s'applique  aux  six  points  du  quadrilatère.  On 
a  donc  ainsi  naturellement  des  propriétés  du  quadrilatère. 

Il  nous  suHira  d'énoncer  ces  théorèmes,  en  indiquant  seulement 
celles  des  formules  d'involution  d'où  ils  dérivent. 

Soit  ASab  (fig»  54)  le  quadrilatère,  dont  A,  a  sont  deux  som- 
mets opposés,  B,  b  les  deux  autres  sommets  et  C,  c  les  deux  points 
de  concours  des  côtés  opposés.  Ces  six  points  donnent  lieu  à  des 
relations  telles  que  les  suivantes  : 

AC.Ac        aQ.ac      ^  ' 

II.  A*.Bc.Ca  =  — aB.6C.cA     (équat.  6), 

ou 

aB  hZ  cA_ 

m.  AB=AC  — -BC^     (231). 

ac  bc     ^        ' 

IV.  AB^AC^-BC?^     (232). 

Ko  Ba     ^        ' 
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BA       Ba       Bb 

V.  1 =  —  • 

Ac       aC        be 

Cette  équation  résulte  de  la  formule  entre  quatre  points  a,  ci ,  b,  V 
et  un  point  double  e  : 

hh*       ha        ba!      ,^^,  . 

_^  — 4-  --      264  . 

ù  e       ne       a  e 

Pour  appliquer  cette  relation  au  quadrilatère,  il  suflit  de  faire  la 
projection  par  des  droites  parallèles  à  Ce,  de  manière  à  avoir  un 
point  double  en  projection. 

VI. 
ou 


BA 

Ac 

Ba 

B^ 
bO 

2 

Bc 
Ac 

BC 

BG 
bQ 

1 

-T- 

I. 

On  tire  la  première  de  ces  deux  équations  de  celle  qui  précède,  en 
observant  que,  la  diagonale  Bb  étant  divisée  harmoniquement  en  G 
et  e  (350),  on  a 

2  11  Bb       Bb  ,_„. 

bB  =  T.-^bG  ^"  'b-^-^ro^-^  («*)^ 

et  la  seconde  équation  résulte  immédiatement  de  la  première. 

VII.  Désignant  les  distances  des  six  sommets  et  points  de  con- 
cours du  quadrilatère  à  une  droite  fixe  M  par  (A,  M),  (a,  M),  . . ., 
et  appelant  a,  6,  y  les  points  milieux  des  deux  diagonales  Aa,  Bb 
et  de  la  droite  Ce,  on  a  la  relation 

(A,M;(/7,M)e7-f-(B,M)(ô,M)7a-4-(C,M)(c,M)«e  =  o. 

En  effet,  si  Ton  projette  la  figure  sur  une  droite  perpendiculaire 
à  la  transversale  M,  les  distances  ou  perpendiculaires  (A,  M),  ... 
conservent  les  mêmes  grandeurs  en  projection,  et  les  segments  67, 
ya,  ccS  sont  proportionnels  à  leurs  projections,  parce  que  les  trois 
points  a,  6,  y  sont  en  ligne  droite  (358,  CorolL);  de  sorte  qu'on 
retrouve  la  relation  d'involution  dans  laquelle  entre  un  point  ar- 
bitraire (i,  221);  et,  par  conséquent,  de  cette  relation  se  conclut 
la  proposition  actuelle. 
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VIII.  Corollaire.  —  Si  la  droite  M  passe  par  le  sommet  A,  le 
rapport  des  distances  des  deux  points  B  et  c  à  cette  droite  est  égal 

au  rapport-—»  et  de  même  le  rapport  des   distances  des  deux 


points  £  et  C  à  la  même  droite  est  égal  à  —  >  de  sorte  que  l'équa- 


tion se  réduit  à 

AB.AA       aÇ 

-——        ■  ^^__  ___  ■ 

AC.Ac       «7 

IX.  Soit  une  droite  fixe  N;  désignant  parai,  ë^  7«  l^s  trois 
points  qui,  avec  cette  droite,  divisent  harmoniquement  les  deux 
diagonales  Aa,  Bb  et  la  droite  Ce  respectivement,  et  appelant  n 
le  point  d'intersection  de  la  droite  «lëi/i  (358)  par  la  droite  N, 
on  a  la  relation 


(A,N)(«,WJ    '    (B,N)(^N)       (C,x\)(c,N) 

Cette  équation  dérive  de  la  première  équation  du  n^  235,  de  même 
que  la  précédente  de  l'équation  (i)  (221  ). 

X.  Les  deux  théorèmes  précédents  peuvent  être  considérés 
comme  des  cas  particuliers  d'une  même  proposition  générale  con- 
cernant les  distances  des  sommets  et  des  points  de  concours  du 
quadrilatère  à  deux  droites  fixes  M  et  N.  On  a,  quelles  que  soient 
ces  deux  droites, 

fA,M)(^,M)^  fB.M)f/.,M)      ^       _ 

car  cette  équation  résulte  naturellement  de  la  formule  (252)  rela- 
tive à  un  faisceau  de  six  droites  en  involution. 

XI.  a,  S,  y  étant  les  milieux  des  deux  diagonales  Aa,  Bi  et  de 
la  droite  Ce,  on  a  la  relation 

— 1  — 1  — t 

«  n  .  67  -f-  6  6  . 7«  -h  yc  .OL^  -{-  u€,€y  ,yoL  z^  o. 

En  effet,  si  l'on  projette  orthogonalement  la  figure  sur  une 


240  TRAITÉ  DE  GEOMETRIE  SUPÉRIEURE.  ~   CHAPITRE  XVIII. 

droite  X,  on  a  six  points  en  involution  (353),  et,  en  appliquant  le 
théorème  (228),  on  en  conclut  Téquation 

a«  .cos*(afl,X)67  4-  Qb  .cos*(êô,X)7a 

2 

H-  yc  .  cos'{7C,X)a6  -h  «6.67. 7a.  cos*(a€,  X)  =  o. 

Pour  une  autre  droite  X'  on  a  une  relation  semblable;  et,  en 
supposant  les  deux  droites  rectangulaires,  on  conclut  des  deux 
équations,  ajoutées  membre  à  membre,  celle  qu^il  s'agit  de  dé- 
montrer. 

Remarque,  —  Cette  équation  prouve  (d'après  228)  que  les  cir- 
conférences décrites  sur  les  trois  droites  Aa,  B&  et  Ce  comme 
diamètres  ont  le  même  axe  radical  (209). 

XII.  Les  trois  droites  Aa,  Bi,  Ce  étant  coupées  en  v,  v',  v"  par 
une  transversale  N,  on  a  la  relation 

Opfl    6,7,       €,^    7i«i^   y\c    «16,       «1 6,. e, 71.7, a, 

dans  laquelle  u^,  6,,  y^  et  n  ont  la  même  signification  que  dans  le 
théorème  IX. 

En  effet,  par  une  projection  de  la  figure  sur  une  droite  perpen- 
diculaire à  la  droite  N,  cette  relation  se  change  en  une  propriété 
de  six  points  en  involution  (228,  Coroll.  II). 


VI. 

360.  Dans  tout  quadrilatère,  les  deux  couples  de  côtés  opposés 
et  les  deux  diagonales  forment  trois  couples  de  droites  qui  dou' 
nent  lieu,  relatis^ement  aux  angles  quelles  font  entre  elles,  à 
toutes  les  relations  d' involution  d'un  faisceau  de  six  droites. 

En  effet,  si  l'on  conçoit  une  transversale  menée  arbitrairement, 
elle  rencontrera  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  du  quadri- 
latère en  six  points  en  involution  (348),  et  les  droites  menées  d'un 
même  point  à  ces  six  points  formeront  un  faisceau  en  involution. 
Si  la  transversale  s'éloigne  à  l'infini,  ces  six  droites  seront  parai- 
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lèles  aux  quatre  côtés  et  aux  deux  diagonales  du  quadrilatère. 
Donc,  etc. 

jiutrement.  On  peut  donner  du  théorème  une  démonstration 
directe.  Qu'on  mène  par  les  sommets  opposés  A,  G  des  parallèles 
à  la  diagonale  DB  {fig*  55);  ces  sommets  seront  les  centimes  de 
deux  faisceaux  de  quatre  droites  ayant  les  mêmes  rapports  anhar- 
moniques,  parce  que  les  quatre  droites  du  premier,  AD,  AB,  AG 
et  AI,  rencontrent  respectivement  les  quatre  droites  du  second, 
CD,  CE,  GA  et  Gr,  en  quatre  points  en  ligne  droite.  Ghangeant 
Tordre  des  quatre  droites  du  second  faisceau,  nous  dirons  que  les 
deux  séries  de  quatre  droites  AD,  AB,  AG,  AI  etGB,  GD,  GF,  GA 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux.  Or  les  deux  AG  et  GA 
coïncident  et  les  deux  AI  et  Cl*  sont  parallèles.  Donc  les  deux  sé- 
ries ne  contiennent,  quant  à  la  direction,  que  six  droites  conju- 
guées deux  à  deux,  et,  par  conséquent,  en  vertu  de  l'égalité  des 
rapports  anharmoniques,  ces  six  droites  ont  entre  elles  toutes  les 
relations  d'involution  (250).  Le  théorème  est  donc  démontré. 

GoROLLAiRE.  —  On  couclut  du  théorème,  d'après  une  propriété 
de  l'iavolution  (253),  que  : 

Quand  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  sont  rectangu- 
laires^ ainsi  que  les  deux  diagonales,  les  deux  autres  côtés  sont 
aussi  rectangulaires • 

On  reconnaît  aisément  que  ce  théorème  revient  à  celui-ci,  que: 
Dans  un  triangle,  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  sur 
les  côtés  opposés  passent  par  un  même  point. 


•9* 
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CHAPITRE  XIX. 

PROPRIÉTÉS  DU  TRiAlfGLE. 


§  I.  —  ThéorèmoB  généraux. 

!•  —  Triangle  coupé  par  une  transversale, 

361.  Un  triangle  ABC,  dont  les  côtés  sont  coupés  par  une  trans-  . 
versale  en  trois  points  a,  J,  c  {fig.  56),  peut  être  considéré  comme 
un  quadrilatère  ABab  dont  les  points  de  concours  des  côtés  op- 
posés sont  le  sommet  C  du  triangle  et  le  point  c  sur  le  côté  op- 
posé AB.  Par  conséquent,  les  diverses  propriétés  du  quadrilatère 
s'appliquent  au  triangle,  notamment  celles  dans  lesquelles  nous 
avons  considéré  les  trois  couples  de  points  A,  a  ;  B,  6  et  C,  c  comme 
trois  couples  en  involution  (359). 

De  ces  propriétés  nous  ne  reproduirons  ici  que  la  seconde,  qui 
donne  lieu  à  cette  proposition  : 

Quand  un  triangle  ABC  est  coupe  par  une  transv^ersale  abc, 
il  existe,  entre  les  segments  que  cette  droite  fait  sur  les  côtés,  la 
relation 

flB  *C  cK 

Ce  théorème  dérive  ici  immédiatement  de  cette  considération 
que  les  projections  des  sommets  du  triangle  et  des  trois  points  a, 
&,  c  sur  une  même  droite  forment  six  points  en  involution  (353), 
proposition  dont  la  démonstration  a  été  très-simple.  Mais  on  peut 
démontrer  le  théorème  directement  de  diverses  autres  manières 
également  simples. 

Que  Ton  mène  la  droite  aV  parallèle  au  côté  BA,  et  que  Ton 
considère  les  quatre  droites  issues  du  point  a,  lesquelles,  étant 
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coapées  par  les  deux  côtés  AC,  AB  donnent 

bl'b'k-cA     ^^^'' 
Maïs  -TT—  =  —  j  puisque  aV  est  parallèle  à  BA,  Donc 

Autrement.  La  transversale  donne  lieu  aux  trois  triangles  Aie, 
Bca,  Caby  dans  lesquels  on  a 

Aô       sine       Bc sin/i      Ca       sinô 

Ac      siD^       Ba       sine       Cô       sina 

Multipliant  ces  trois  équations  membre  à  membre,  il  en  résulte 

«B  bQ  ck_ 
oQ  IX  rB""'* 

Ainsi  le  produit  des  trois  rapports  est  égal  à  l'unité.  Mais  il  ne 
s'agit  ici  que  de  la  valeur  numérique  ou  absolue  du  produit,  abs- 
traction faite  de  son  signe  ;  parce  que,  dans  les  proportions  dont 

nous  nous  sommes  servi,  les  rapports  -r— 9***  n'admettent  pas  de 

signes,  puisque  les  deux  segments  qui  y  entrent  sont  comptés  sur 
des  lignes  différentes.  Par  conséquent,  la  démonstration  n'est  pas 
complète  comme  les  précédentes  ;  il  reste  à  démontrer  qu'en  ob- 
servant, relativement  aux  segments  formés  sur  chacun  des  trois 
côtés  du  triangle,  la  règle  générale  des  signes,  c'est  le  signe  +  qui 
convient  au  second  membre  de  l'équation.  Or  cela  résulte  d'une 
vérification  facile ,  car  il  ne  peut  arriver  que  deux  cas  relativement 
à  la  position  des  trois  points  a,  &,  c,  savoir,  que  deux  de  ces  points 
soient  sur  deux  côtés  du  triangle  et  le  troisième  sur  le  prolonge- 
ment du  troisième  côté,  ou  bien  que  les  trois  points  soient  tous 
les  trois  sur  les  prolongements  des  trois  côtés.  Dans  le  premier 
cas,  deux  rapports  seront  négatifs  et  le  troisième  positif,  et,  dans 
le  second  cas,  ils  seront  tous  les  trois  positifs;  de  sorte  que  le 
signe  du  produit  des  trois  rapports  est  toujours  positif. 

362.  Lemme.  —  Si  par  les  sommets  d'un  triangle  ABC  on  mène 

i6. 
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trois  droites  quelconques  qui  rencontrent  les  côtés  opposés  ert  trois 
points  a,  b,  C|  on  aura  la  relation 

ûB  bC  cA sinaAB  sin^BG  sîncCA 

aC  bA  cB       sinaAC  sin^BA  sincCB 

dans  laquelle  s' observée  la  règle  des  signes. 

Chaque  rapport  de  segments,  tel  que  — :;  [fi S'  ^7)  *  évidem- 

y        „  '  ^  1      .  1        sinaAB 

ment  le  même  signe  que  le  rapport  de  sinus  correspondant  -: — — • 

Il  suffit  donc  de  démontrer  que  les  deux  membres  de  Téquation 
sont  égaux  numériquement.  Or  on  a,  dans  le  triangle,  les  trois 
équations 

rtB_AB  sm/7AB       ^C__BC  sin^BC       cA_CA  sîncCA 
JC""ÂC  sinûAC'     ^""BA  sinABA*     cB""CB  sincCB* 

qui,  multipliées  membre  à  membre,  donnent  Téquation  qu'il  s'agit 
de  démontrer. 

363.  Si  par  les  sommets  d^un  triangle  ABC  {fig*  58)  on  mène 
trois  droites  rencontrant  les  côtés  opposés  en  trois  points  a,  b,  c 
situés  en  ligne  droite,  il  existe  entre  les  sinus  des  angles  que  ces 
droites  font  chacune  avec  les  deux  côtés  de  l'angle  d'où,  elle 
part  la  relation  sui\^ante  : 

.    .  sinaAB  sin^BC  sincCA 

^    '  sinaAC  sin^BA  sincCB 

Cette  proposition  résulte  de  la  précédente  en  vertu  du  lemme. 

Autrement.  La  figure  présente  un  quadrilatère  ABa6  avec 
ses  deux  diagonales  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours 
des  côtés  opposés,  et  la  relation  qu'il  s'agit  de  démontrer  est  une 
des  relations  d'involution  qui  ont  lieu  dans  ce  quadrilatère  en 
vertu  du  théorème  général  (360). 

364.  Les  réciproques  des  deux  théorèmes  (361  et  363)  sont 
vraies,  c'est-à-dire  que  :  Si,  sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC, 
on  prend  trois  points  a,  b,  c  tels,  que  l'une  ou  l'autre  des  deux 
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équations  (i)  et  (a)  ait  lieu,   ces  trois  points  seront  en  ligne 
droite. 

En  effet,  appelons  cf  le  point  où  la  droite  ab  rencontre  le  côté 
AB;  on  aura  (361) 

aC  b\  c'B 


=  -t-i; 


et,  puisque,  par  hypothèse,  Téquation  (i)  a  lieu,  il  s'ensuit 

?B""cB' 

ce  qui  prouve  que  le  point  cf  coïncide  avec  le  point  c.  Le  raison 
nement  est  le  même  à  Tégard  de  Téquation  (2). 


n.  —  Triangle  dans  lequel  trois  droites  menées  par  les  sommets  concourent 

en  un  même  point, 

365.  Si  d'un  point  O  {^fig»  Sg)  on  mène  des  droites  aux  trois 
sommets  d'un  triangle  ABC,  ces  droites  et  les  côtés  du  triangle 
forment  les  quatre  côtés  et  les  deux  diagonales  d'un  quadrilatère 
OACB  ;  par  conséquent,  il  existe  entre  ces  trois  droites  et  les  côtés 
du  triangle  toutes  les  relations  d'angles  qui  ont  lieu  dans  un  fais- 
ceau de  six  droites  en  involution  (360)  ;  de  là  résultent  diverses 
propriétés  du  triangle.  Nous  ne  reproduirons  ici  que  la  suivante  : 

Quand  trois  droites  issues  des  sommets  d'un  triangle  ABC 
passent  par  un  même  point  O,  on  a  entre  les  sinus  des  angles 
qu  elles  font  cliacune  avec  les  deux  côtés  de  l'angle  d'où  elle  part 
la  relation 

sinOAB  sînOBC  sinOCA  ___ 
^    '  sinOAG  sinOBA  sinOCB  —  ~  '* 

Il  est  très-facile  de  démontrer  ce  théorème  directement;  il  suffit 
de  considérer  les  trois  triangles  qui  ont  pour  sommet  commun  le 
point  O  et  pour  bases  les  trois  côtés  du  triangle  ABC  ;  ils  four- 
nissent les  trois  équations 

sinOAB_OB       sinOBC  _  OC       sin  OCA  __  OA 
8in  OB  A  "  O  A  '     sin  OCB  "  OB  '     sm  O  AC  ""  OC  ' 
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qui,  mullipliées  membre  à  membre ,  donnent 

sinOAB  sinOBC  sinOCA 


sinOAG  sinOfiA  sinOCB 


=  1. 


Cette  équation  n'implique  que  la  valeur  numérique  de  Texpres- 
sion  qui  forme  le  premier  membre,  parce  que  les  équations  dont 
on  a  fait  usage  ne  comportent  pas  de  signes.  Mais  on  reconnaît 
immédiatement  que,  si  Ton  applique  à  la  figure  le  principe  des 
signes,  chacun  des  trois  rapports  de  sinus  est  négatif  quand  le 
point  O  est  situé  dans  Tintérieur  du  triangle,  et  que  deux  de  ces 
rapports  sont  positifs  et  le  troisième  négatif  quand  le  point  O  est 
pris  au  dehors  du  triangle  ;  d'où  il  résulte  que  le  second  membre 
de  Téquation  est —  i. 

366.  D'après  le  lemme  (362)  on  peut  remplacer  dans  l'équa- 
tion (3)  les  sinus  des  angles  par  les  segments  que  les  trois  droites 
forment  sur  les  côtés,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Les  droites  menées  d'un  même  point  aux  trois  sommets  d'un 
triangle  ABC  [fig»  6o)  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois 
points  a,  b,  c  tels,  que  l'on  a  l'équation 

367.  Les  réciproques  des  deux  théorèmes  précédents  ont  évi- 
demment lieu,  c'est-à-dire  que  :  Si^  par  les  sommets  d'un  triangle 
ABC,  on  mène  trois  droites  telles,  que  l'une  ou  l'autre  des  deux 
équations  (  3  )  et  (4  )  soit  vérifiée,  les  trois  droites  passeront  par  un 
même  point. 

IIÏ.  —  Théorèmes  dans  lesqticls  on   considère  à  la  fois  un  point 
et  une  droite  dans  le  plan  d*un  triangle, 

368.  Etant  donnés  un  triangle  et  une  transversale,  si  d'un 
même  point  on  mène  des  droites  aux  sommets  du  triangle  et  ctux 
points  oà  la  transversale  rencontre  les  côtés  opposés,  ces  droites 
formeront  trois  couples  en  vwolution. 

En  effet,  le  triangle  ABC  {fig*  6i)  et  la  transversale  forment  un 
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quadrilatère  ABab  dont  les  points  de  concours  des  côtés  opposés 
sont  le  sommet  C  du  triangle  et  le  point  c  intersection  du  côté  op- 
posé AB  par  la  transversale.  Les  six  droites  que  Ton  a  à  consi- 
dérer, savoir  OA,  OB,  OC  et  leurs  conjuguées  Oa,  Oi,  Oc,  for- 
ment donc  un  faisceau  en  involution  (352).  c.  q.  f.  n. 

Réciproquement  :  Si  d'un  même  point  on  mène  des  droites  aux 
trois  sommets  d'un  triangle  et  trois  autres  droites  formant  avec 
ces  premières  trois  couples  en  involution,  ces  trois  droites  iront 
rencontrer  les  côtés  opposés  du  triangle  en  trois  points  situés  en 
ligne  droite. 

En  effet,  soient  a,  i,  c  ces  trois  points.  Appelons  c'  le  point  où 
la  droite  ab  rencontre  le  côté  AB;  la  droite  Oc',  d'après  la  propo- 
sition qui  vient  d*étre  démontrée,  forme  une  involution  avec  les 
cinq  OA,  Oa;  OB,  Oi  et  OC.  Mais,  par  hypothèse,  c'est  Oc  qui 
forme  cette  involution  ;  donc  le  point  c'  n'est  autre  que  le  point  c. 
Donc,  etc. 

369*  CoBOLLAiKE.  —  Le  théorème  (368),  si  Ton  y  suppose  la 
transversale  à  l'infini,  prend  cet  énoncé  : 

Si  par  un  même  point  on  mène  des  droites  aux  trois  sommets 
d'un  triangle  et  des  parallèles  aux  trois  côtés,  ces  six  droites 
forment  trois  couples  en  involution. 

Et  réciproquement  :  Si  par  les  sommets  d'un  triangle  on  mène 
trois  droites  faisant  avec  les  côtés  opposés,  respectivement,  trois 
couples  de  droites  parallèles  aux  rajons  d'un  faisceau  en  invo-- 
lution,  ces  trois  droites  concourront  en  un  même  point. 

C'est,  sous  un  autre  énoncé,  la  même  propriété  que  précédem- 
ment (365),  savoir,  que  les  trois  droites  menées  aux  sommets 
d'un  triangle  ont  avec  les  côtés  toutes  les  relations  d'angles  de  six 
droites  en  involution. 

370.  Si  d'un  même  point  on  mène  trois  droites  aux  sommets 
d'un  triangle,  toute  transversale  rencontrera  ces  droites  et  les 
côtés  du  triangle  en  six  points  formant  trois  couples  en  involution. 

En  effet,  les  deux  droites  OA,  OB  {fg»  62)  et  les  deux  côtés 
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ACy  6C  du  triangle  forment  un  quadrilatère  dont  les  diagonales 
sont  la  troisième  droite  OC  et  le  troisième  côté  AB.  Ce  quadrilatère 
est  coupé  par  la  transversale  en  six  points  en  involution  (348). 
Mais  trois  de  ces  points,  a^  by  Cy  appartiennent  aux  côtés  du 
triangle,  et  les  trois  points  conjugués  a!j  Vj  d  aux  droites  menées 
à  ses  sommets.  Donc,  etc. 

Réciproquement  :  Si  sur  une  transversale  qui  rencontre  les 
côtés  d'un  triangle  en  trois  points,  on  prend  trois  autres  points 
quelconques,  formant  a\fec  ceux-là  trois  couples  en  involution,  les 
droites  menées  de  ces  trois  points  aux  sommets  opposés  du 
triangle  concourront  en  un  même  point, 

'  Cette  proposition  inverse  est  une  conséquence  évidente  du  théo- 
rème. 

IV.  —   Triangles  inscrit  et  circonscrit  l'un  à  l'autre, 

371.  Les  deux  théorèmes  (361  et  365)  peuvent  être  compris 
dans  une  même  proposition  dont  ils  dériveront  Tun  et  Faulre 
comme  cas  particuliers.  Cette  proposition  exprime  tout  à  la  fois 
une  propriété  de  trois  points  quelconques  pris  sur  les  côtés  d'un 
triangle,  lesquels  peuvent  être  en  ligne  droite,  et  une  propriété 
relative  à  trois  droites  quelconques  menées  par  les  sommets  d^un 
triangle,  lesquelles  peuvent  être  concourantes  en  un  même  point; 
en  voici  Ténoncé  : 

Si,  par  les  sommets  d'un  triangle  ABC  {/ig^  63),  on  mène  trois 
droites  Aa,  Bb,  Ce  ^ui  forment  un  second  triangle  abc  circon- 
scrit au  premier,  on  a  la  relation 

.^.  Aa  Bb  Ce sin/zAC  sîn^BA  sinrCB 

'    '  ÂcBaCb  """"  sinaAB  sin^BC  sincCA* 

En  effet,  la  proportionnalité  des  sinus  des  angles  aux  côtés  op- 
posés, dans  les  trois  triangles  aAB,  £BC,  cCA,  donne  trois  équa- 
tions qui,  multipliées  membre  à  membre,  produisent  celle-ci  : 

Aa  Bb  Ce sinirBA  sin^CB  sincAC 

Ba  Cb  Ac       sinaAB  sin&BC  sincCA 
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Pour  introduire  des  rapports  de  deux  sinus  d^angles  ayant  un  côté 
commun,  qui  donnent  lieu  à  Inapplication  du  principe  des  signes, 
dont  cette  équation  est  indépendante,  on  remplacera  les  angles 
cAC,  bCBy  aBApar  leurs  suppléments  aAC;  cCB,  ^BA,  et  Té- 
quation  devient,  sauf  le  signe  du  second  membre,  celle  qu'il  s'agit 
de  démontrer.  Ainsi  il  est  prouvé  que  les  deux  membres  de  Téqua- 
lion  (5)  sont  égaux  numériquement  ;  mais  il  reste  à  démontrer  que 
leurs  signes  sont  différents,  quand  on  donne  des  signes  aux  seg- 
ments et  aux  sinus  qui  y  entrent.  Ce  complément  de  la  démonstration 
se  fait  par  une  vérification  sur  la  figure,  dans  les  quatre  cas  qu'elle 
peut  présenter.  Nous  disons  quatre  cas;  car  les  trois  droites 
menées  par  les  sommets  du  triangle  ABC  et  qui  forment  le  triangle 
circonscrit  abcy  peuvent  être,  ou  toutes  les  trois  extérieures  au 
triangle,  ou  toutes  les  trois  intérieures,  ou  une  intérieure  et  deux 
extérieures,  ou  enfin  une  extérieure  et  deux  intérieures.  On  recon- 
naît aisément  que  dans  tous  les  cas  les  signes  des  deux  membres 
de  l'équation  sont  différents. 
Ainsi  le  théorème  est  démontré  {*). 

Corollaires.  —  Voici  comment  cette  proposition  donne  lieu  aux 
deux  théorèmes  (361  et  365)  comme  cas  particuliers  : 

i^  Que  l'on  considère  la  proposition  comme  se  rapportant  à 
trois  points  A,  B,  C  pris  sur  les  côtés  du  triangle  abCf  et  qu'on 
suppose  ces  points  en  ligne  droite,  on  trouve  que  le  second 
membre  de  l'équation  devient  égal  à  +i,  et  l'on  a  en  consé- 
quence 

Aa  B^  Ce  _ 

Ce  qui  est  le  théorème  (361). 

2®  On  peut  regarder  la  proposition  comme  exprimant  une 
propriété  relative  à  trois  droites  menées  par  les  sommets  d'un 
triangle  ABC,  et  si  l'on  suppose  que  ces  trois  droites  concourent 
en  un  même  point  O,  alors  les  trois  points  a,  b^  c  coïncideront  en 

ce  point  unique,  les  trois  rapports  t—  >  •  •  •  deviendront  égaux  à 


(*)  Noua  donnerons  pi  as  loin  (373)  deux  autres  démonatrationa  du  théorème,  qui 
eomporteront  rapplicalion  de  la  règle  dea  signes. 
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runitéy  et  l'on  aura  réquation 

sinOAC  sinOBA  sinOCB  _  _ 
sinOAB  sinOBCsinOCA  """"'• 

Ce  qui  exprime  le  théorème  (365). 

V.  —  Béjlexions  sur  le  caractère  des  démonstrations  fondées  sur  les  tliéo- 
ries  exposées  dans  cet  Ouvrage.  —  Autres  démonstrations  du  théorème 
précédent, 

372.  La  démonstration  précédente  est  très-simple  en  ce  qui 
concerne  Tégalité  numérique  des  deux  membres  de  Téquation  qu'il 
s'agissait  de  démontrer;  mais  il  faut  dire  que  la  vérification  relative 
au  signe  n'est  pas  aussi  simple,  parce  qu'elle  exige  l'examen  de 
quatre  cas  différents  que  peut  présenter  la  figure.  On  conçoit  que 
si,  au  lieu  d'un  simple  triangle,  il  s'agissait  d'un  polygone  quel- 
conque, on  pourrait  avoir,  pour  une  pareille  question  de  signe, 
à  examiner  un  beaucoup  plus  grand  noinbre  de  cas  ;  ce  qui  pour- 
rait présenter  des  difficultés  réelles,  et  ce  qui,  d'ailleurs,  n'est  pas, 
en  général,  une  marche  satisfaisante.  Il  est  donc  à  désirer  que  l'on 
puisse  adapter  aux  propositions  du  genre  de  celle  qui  précède 
des  démonstrations  qui  comportent  par  elles-mêmes  toutes  les 
conditions  de  signes,  nous  pouvons  dire  des  démonstrations  com- 
plètes. C'est  la  notion  du  rapport  anharmonique  et  les  théories 
qui  s'en  sont  déduites  naturellement,  qui  paraissent  destinées  à 
procurer  ces  démonstrations  adéquates.  Sous  ce  point  de  vue, 
ces  théories  ont  dans  la  Géométrie  moderne  un  caractère  qui  les 
distingue  essentiellement,  en  les  rendant  propres  à  donner  aux 
conceptions  géométriques  toute  la  généralité  dont  sont  empreints 
les  résultats  de  l'analyse.  Il  sera  donc  utile  d'étendre  les  usages  de 
ces  méthodes,  et,  pour  cela,  de  chercher  à  les  appliquer  aux  pro- 
positions mêmes  pour  lesquelles  les  procédés  ordinaires  de  la  Géo- 
métrie, tels  que  la  proportionnalité  des  côtés  dans  les  triangles 
semblables  ou  des  côtés  aux  sinus  des  angles  opposés  dans  tout 
triangle,  fournissent  une  démonstration  facile;  à  plus  forte  raison, 
quand  cette  démonstration  n'embrasse  qu'une  partie  de  la  propo- 
sition, comme  cela  a  eu  lieu  dans  le  théorème  précédent.  Nous 
ne  doutons  pas  qu'on  ne  parvienne  toujours  à  une  démonstration 
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vraiment  sa lisfaî santé.  Du  moins  les  applications  déjà  faites  ici  des 
méthodes  en  question  aux.  figures  rectilignes,  et  surtout  l'étendue 
et  la  facilité  de  celles  qui  se  présenteront  dans  la  théorie  des  sec- 
tions coniques,  comme  dans  celle  des  courbes  du  troisième  degré 
et  des  surfaces  du  second  ordre,  nous  persuadent  que  ces  méthodes 
fécondes  forment  les  bases  naturelles  de  la  Géométrie. 
Appliquons-les  au  théorème  précédent. 

373.  ^utre  démonstration  du  théorème  (371). —  Les  trois 
droites  menées  du  point  a  aux  sommets  du  triangle  ABC  [fig»  64) 
donnent  la  relation 

sinaACsin^BA  sin^CB rQAR> 

sin«AB  sin^BC  sinoCA  "" ""  '     ^        ^' 

et  la  droite  AB,  qui  coupe  les  trois  côtés  du  triangle  abc^  donne 
celle-ci  : 


On  a  donc 


^|^>:i  =  ,   (361). 

Ac  Ba  yo  ^        ' 


Aa  Bb  yc  sinaAC  sin^BA  sînaCB 

Ac  Ba  yb  sinaAB  sin^BC  sinaCA 


Or  les  quatre  droites  issues  du  point  G,  savoir  GA,  G  a,  GB  et  Gc, 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  A, 
J,  B,  y,  lequel,  à  cause  des  droites  concourantes  en  a,  est  égal  à 
celui  des  quatre  points  c.  G,  b  et  y.  On  a  donc  Tégalité 

sinaCA  ^  sîncCA Ce  ^  yc  ^ 

sinaCB  '  sincCB  ""  Cb  '  ^' 

et,  par  suite,  l'équation  précédente  devient 

Aa  Bb  Ce  sinaAC  sin£»BA  sincCB 

Ac  Ba  Cb  sinaAB  sin^BC  sincCA 

c.   Q.  F.  n. 
Autrement.  Les  trois  triangles  aAB,  iBG  etcGA,  coupés  res- 
pectivement par  les  transversales  &c,  ca  et  ai,  donnent  [fig*  65) 
les  trois  équations 

yA  bB  ca  ctB  cC  ab  6C  aA  bc 

7bÏ«cÂ~"''     ÏTGcïâB'"''     Tk'âc  TC"^' 


a  5a  TRAITÉ  DE  GBOMéTRIE  SUPERIEURE.  —  CHAPITRE  XIX. 

Multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  on  obtient 

yAoBeC^cCflA^  aK  bB  cC  _      aC  6A  yB 

7B  ^  ëÂ  cÂÔB  rc""~'      ^^     ÂB6CcÂ""       aB  6C  yA 

Or,  d'après  le  lemme  (362),  on  a  dans  le  triangle  ABC 


Donc 


aC  6 A  7B sinaAC  sin^BA  sincCB 

aB  6C  7A       sioAAB  sin6BC  sincGA 

ak  b'R  cG sinaAC  sin^BA  siocCB 

aB  6C  cA  sinaAB  sin^BC  sincGA 

c.   Q.  F*  n. 

VI.  —  Triangles  homologiques. 

374.  Quand  deux  triangles  ont  leurs  sommets  deux  à  deux 
sur  trois  droites  concourantes  en  un  même  point,  leurs  côtés  se 
rencontrent,  deux  à  deux,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

Soient  ABC,  abc  {fig»  66)  les  deux  triangles  dont  les  sommets 
sont,  deux  à  deux,  sur  les  trois  droites  Aa,  B&,  Ce  concourantes 
en  un  même  point]  S  ;  je  dis  que  les  trois  côtés  AB,  BC,  CA  du 
premier  rencontrent  respectivement  les  trois  côtés  ab^  bc^  ca  du 
second  en  trois  points  y,  a,  6  situés  en  ligne  droite. 

En  effet,  les  deux  côtés  AB,  ab  rencontrent  la  droite  SCc  en 
deux  points  D,  <£;  et  Ton  a  sur  ces  deux  côtés,  respectivement,  les 
deux  séries  de  quatre  points  A,  D,  B,  y  et  a,  dy  b,  y  dont  les  rap- 
ports anharmoniques  sont  égaux,  parce  que  les  trois  droites  Aa, 
T)d,  Bb  concourent  en  un  même  point.  Donc  les  quatre  droites 
issues  du  point  C,  CA,  CD,  CB,  Cy  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  celui  des  quatre  droites  issues  du  point  c,  ca,  cd,  cby  cy. 
Mais,  dans  ces  deux  faisceaux,  les  deux  droites  homologues  CD, 
cd  coïncident  ;  donc  les  trois  autres  droites  du  premier  faisceau 
rencontrent  respectivement  les  trois  droites  homologues  du  second 
faisceau  en  trois  points  situés  en  ligne  droite  (47).  Donc  les  trois 
points  6,  a,  y  sont  en  ligne  droite.  c.  q.  f.  n- 

375.  Réciproquement  :  Si  deux  triangles  sont  tels,  que  leurs 
côtés  se  coupent,  deux  à  deux  respectivement,  en  trois  points  situés 
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en  ligne  droite,  leurs  sommets  sont  sur  trois  droites  concourantes 
en  un  même  point. 

Les  trois  points  a,  S^  y  étant  supposés  en  ligne  droite,  je  dis  que 
les  trois  droites  A  a,  B£,  Ce  concourent  en  un  même  point.  En 
effet,  les  quatre  droites  issues  du  point  C,  Cy,  Ca,  Ce  et  C6  ont 
leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  issues 
du  point  c,  cy,  c«,  cC  et  c8,  parce  que  celles-ci  rencontrent  la 
droite  yaS  aux  mêmes  points  que  les  quatre  premières,  respecti- 
vement; donc  les  quatre  points  y,  B,  A,  D  ont  leur  rapport  anhar- 
monique égal  à  celui  des  quatre  points  y,  bf  a,  d;  donc  les  trois 
droites  Bb^Dd  ouCc  et  Aa  concourent  en  un  même  point  (42). 

c.   Q.  F.  n. 

376.  Ces  théorèmes  sont  attribués  à  Desargues,  parce  qu'on  les 
trouve,  avec  quelques  autres  propositions,  à  la  suite  du  Traité  de 
perspecU%fe  de  Bosse,  imité  des  Méthodes  de  Perspectiv^e  de  De- 
sargues. Les  démonstrations  y  sont  longues  et  pénibles.  Depuis, 
ils  ont  été  démontrés  par  plusieurs  auteurs,  et,  en  dernier  lieu,  par 
Poncelet,  dans  son  Traité  des  propriétés  projectiles  (p.  89),  où 
ces  théorèmes  forment  la  base  de  la  théorie  des  Jigures  homo- 
logiques.  Cette  théorie  sera  exposée  dans  un  des  Chapitres  sui- 
vants (XXV®,  §111);  nous  dirons  seulement  ici  que  Poncelet 
a  appelé  centre  d'homologie  des  deux  triangles  le  point  de  con- 
cours des  droites  qui  joignent  leurs  sommets  correspondants  et 
axe  d'Fiomologie  la  droite  sur  laquelle  leurs  côtés  se  coupent 
deux  à  deux  ;  les  deux  triangles  eux-mêmes  sont  dit  homologiques. 

Les  deux  triangles  donnent  lieu  à  diverses  relations  de  grandeur, 
ou  relations  métriques,  fort  importantes,  qui  dérivent  immédiate- 
ment de  la  notion  du  rapport  anharmonique;  mais  ces  relations 
devant  se  présenter  plus  tard  comme  conséquences  naturelles  de  la 
théorie  générale  des  figures  homographiques  (Chap.  XXV), 
nous  n^en  parlerons  pas  ici. 

377.  Lemhe.  —  Etant  pris  sur  une  première  droite  [fig*  67) 
deux  points  A,  B,  et  sur  une  seconde  deux  points  a,  b,  et  étant 
menées  les  droites  Aa,  Bb  qui  se  rencontrent  en  un  point  S,  si 
Von  fait  tourner  la  seconde  droite  ab  autour  de  son  point  de  ren* 
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contre  y  ai^ec  la  première,  le  point  S  change  de  position,  et  alors 
il  arrisfe  : 

1°  Que  la  droite  menée  par  le  point  S  parallèlement  à  la 
droite  ab,  dans  chacune  de  ses  positions,  rencontre  la  droite  AB 
toujours  en  un  même  point  I  ; 

Et  7,^  que  le  point  S  décrit  un  cercle  qui  a  pour  centre  ce 
point  I. 

En  effet,  les  quatre  points  Â,  B,  y,  I  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  égal  à  celui  des  quatre  a^  by  y  et  Tinfini,  sur  la  droite  ab; 
et  cette  égalité  détermine  la  position  du  point  I.  Par  conséquent, 
cette  position  reste  la  même  quand  la  droite  ab  tourne  autour  du 
point  y.  Ce  qui  démontre  la  première  partie  du  lemme. 

Quant  à  la  seconde,  les  deux  triangles  semblables  SBI  et  bBy 

donnent 

SI        BI  „      BI.^7 

7—  =  ---     ou     81=—- — -' 
ùy       Joy  By 

Cette  valeur  de  SI  est  constante.  Donc  le  point  S  décrit  un  cercle 
qui  a  pour  centre  le  point  I.  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  Si  la  droite  ab^  en  tournant  autour  du  point  y, 
sort  du  plan  de  la  figure,  le  point  I  sera  toujours  fixe,  et  le 
point  S  décrira  une  sphère  ayant  son  centre  en  ce  point. 

378.  Quand  deux  triangles  sont  homologiques,  si  l'on  fait 
tourner  le  plan  de  l'un  d'eux  autour  de  l'axe  d'homologie,  les 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  leurs  sommets  homologues  con' 
courent  en  un  même  point,  et  ce  point,  variable  de  position,  décrit 
un  cercle  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe  d'homologie» 

En  effet,  si  Ton  fait  tourner  le  triangle  acb  {fig-  68  )  autour  de 
la  droite  «6,  les  deux  droites  AB,  fli,  qui  se  rencontrent  en  7, 
sont  dans  un  même  plan,  et  par  conséquent  les  deux  droites  Aa, 
Bi  se  rencontrent,  puisqu'elles  sont  dans  ce  plan.  Pareillement,  la 
droite  Aa  rencontre  la  droite  Ce,  et  celle-ci  rencontre  la  droite  Bi. 
Or  ces  trois  droites  A  a,  Bi  et  Ce,  qui  se  rencontrent  deux  à  deux, 
ne  sont  pas  dans  un  même  plan  ;  il  s'ensuit  qu'elles  se  rencontrent 
en  un  même  point  S. 

Menons  par  ce  point  des  parallèles  aux  trois  côtés  du  triangle  abcj 
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lesquelles,  étant  dans  un  même  plan  parallèle  à  celui  du  triangle , 
rencontreront  les  côtés  du  triangle  fixe  ABC  en  trois  points  I,  J,  K 
situés  sur  une  droite  parallèle  à  Taxe  d^homologie  aSy.  D'après  le 
lemme,  ces  trois  points  resteront  fixes  et  seront  les  centres  de 
trois  sphères  sur  lesquelles  se  mouvra  le  point  S.  Donc  ce  point 
décrira  un  cercle ,  intersection  commune  de  ces  sphères,  et  situé 
dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  IJK,  et  par  conséquent  à 
Taxe  d'homologie  «Sy.  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  Les  trois  droites  A  a,  Bi,  Ce  concourant  en  un 
même  point  dans  Tespace,  les  deux  triangles  sont  la  perspective 
Tun  de  Tautre;  on  peut  donc  donner  au  théorème  cet  énoncé  : 

Quand  on  a  mis  en  perspective  une  figure  plane  sur  un  tableau 
plan,  si  l'on  fait  tourner  le  tableau  autour  de  la  ligne  de  terre  (  *  ), 
les deujc  figures  restent  toujours  en  perspectiv^e ,  et  le  lieu  de  [œil, 
qui  change  de  position  dans  l'espace,  décrit  un  cercle  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  (^). 


§  n.  —  Application  des  théorèmes  précédents  à  la  démonstration 

de  diverses  propriétés  du  triangle. 

I. 

379.  La  proposition  (361),  relative  aux  segments  qu'une  transversale 
dit  sur  les  côtés  d*un  triangle,  est  connue  généralement  sous  le  nom  de 
Théorème  de  Ptolémée,  parce  qu'on  la  trouve  dans  le  grand  Traité  d^Astro^ 
nomie  de  ce  géomètre,  oïli  elle  sert  pour  démontrer  le  théorème  analogue  sur 
la  sphère,  qui  forme  la  base  de  la  Trigonométrie  sphérique  des  Grecs.  Maïs 
cette  proposition  n*est  pas  de  Ptolémée  ;  elle  remonte  plus  haut  :  on  la 
trouve  dans  les  sphériques  de  Ménëlaus,  géomètre  antérieur,  de  près  d'un 
siècle,  à  Ptolémée.  Plus  tard,  Pappus  l'a  démonti*ce  et  s'en  est  sei*vi  dans  ses 
Collections  mathématiques.  Les  Arabes  et  les  géomètres  européens,  à  la  re- 


(*)  On  appelle  li^ne  de  terre  la  droite  d'intersection  du  plan  de  la  figure  mise  en 
perspectire  par  le  plan  du  tableau, 

(*)  Cette  proposition  ne  se  rencontre  pas  dans  les  Traités  de  perspective,  où  elle 
serait  de  nature  à  trouver  place.  Je  ne  sais  même  si  on  Ta  quelquefois  énoncée;  mais 
elle  est  comprise  implicitement  dans  les  beaux  théorèmes  de  Poncelet  sur  la  perspec* 
tive  des  sections  coniques.  (Voir  Traité  des  propriétés  projectiles  des  Jr^ures, 
p.  55  et  75.) 
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naissance  et  encore  au  xvii*  siècle,  en  ont  fait  un  grand  usage.  On  la  trouve 

notamment  dans  le  petit  Traité  de  Pascal  intitulé  Essai  pour  les  coniques. 

Chez  les  anciens,  ce  théorème  servait  principalement  pour  composer  les 

raisons  de  raisons,  c'est-à-dire  pour  former  le  produit  de  deux  rapports  et 

wn  A  j»f* 

l'exprimer  par  un  rapport  unique.  Ainsi,  soient  — -  et  —  [fig,  69)  les 

deux  rapports  dont  on  veut  former  le  produit.  On  place  les  deux  lignes  m  A, 
/tD  de  manière  que  leurs  extrémités  A  et  D  coïncident,  et  l'on  forme  ainsi 
le  triangle  BAC,  dans  lequel  la  droite  mn  détermine  sur  la  base  BC  les  deux 

segments  pC^pB,  dont  le  rapport  ^-—  est  égal  au  produit  des  deux  rapports 

donnés.  Les  Arabes  se  sont  beaucoup  exercés  sur  ce  sujet,  aujourd'hui  de 
peu  d'intérêt. 

Le  théorème  (  366  )  sur  les  segments  que  trois  droites  menées  d'un  même 
point  aux  trois  sommets  d'un  triangle  font  sur  les  côtés  opposés  avait  été 
attribué  à  Jean  BernouUi,  parce  qu'on  le  trouve  dans  le  recueil  de  ses  Œuvres 
(t.  IV,  p.  33).  Mais  on  a  remarqué  depuis  que  ce  théorème  avait  été  dé- 
montré antérieurement  par  le  géomètre  italien  Jean  de  Géva,  dans  un  Ou- 
vrage intitulé  :  De  lineis  redis  se  invicem  secantibus  staiica  constructio 
(Milan,  1678,  in-4*')»  Ouvrage  dans  lequel  l'auteur  emploie  des  démonstra- 
tions fondées  sur  des  considérations  de  Statique. 

Carnot,  après  avoir  démontré  ces  deux  théorèmes  dans  sa  Géométrie 
de  position,  les  a  reproduits  dans  son  Mémoire  intitulé  Eisai  sur  la  théorie 
des  transversales,  en  les  regardant,  le  premier  principalement,  comme  le 
fondement  de  cette  théorie.  «  Ce  théorème,  dit  l'illustre  auteur,  qui  doit 
être  regardé  comme  le  principe  fondamental  de  toute  la  théorie  des  trans- 
versales....  • 

Les  deux  théorèmes  ont  eu,  dans  les  Ouvrages  de  Carnot,  et  depuis 
dans  ceux  de  quelques  autres  géomètres,  un  usage  spécial  et  un  usage  gé- 
néral. Un  usage  spécial  pour  démontrer,  par  l'un,  que  trois  points,  consi- 
dérés dans  une  figure,  sont  en  ligne  droite,  et  par  l'autre,  que  trois  droites 
passent  par  un  même  point  :  c'est  ainsi  qu'on  démontre  avec  une  grande  fa- 
cilitéi  par  exemple,  que  les  trois  centres  de  similitude  directe  de  trois  cercles 
pris  deux  à  deux  sont  en  ligne  droite  ;  ou  bien  que  les  droites  menées  des 
sommets  d'un  triangle  aux  milieux  des  côtés  opposés  passent  par  un  même 
point.  Dans  leur  usage  général,  les  deux  théorèmes  peuvent  servir  de  lien 
ou  de  transition  pour  la  démonstration  d'autres  propositions.  On  peut  en 
faire  usage,  par  exemple,  pour  démontrer  les  propriétés  du  quadrilatère  sur 
rinvolution.  Mais  ces  applications  des  deux  théorèmes  sont  bornées,  et  les 
démonstrations  qu'ils  procurent  sont,  en  général,  beaucoup  moins  faciles 
que  celles  que  procure  la  théorie  du  rapport  anharmonique.  On  le  conçoit; 
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car,  outre  que  les  deux  théorèmes  sont  moins  simples  que  la  notion  du 
rapport  anharmonique,  et  moins  propres,  par  conséquent,  à  trouver  des 
applications,  ils  se  réduisent  à  eux-mêmes  et  ne  donnent  pas  lieu  à  des  théo- 
ries étendues  comme  celles  du  rapport  anharmonique,  de  la  division  homo- 
graphique  et  de  rinvolution,  qui  ne  sont  au  fond  que  des  développements 
de  cette  notion  simple  et  élémentaire  du  rapport  anharmonique. 

380.  On  ne  s'est  servi,  jusqu'ici,  que  des  deux  théorèmes  dont  nous  venons 
de  parler,  dans  lesquels  on  considère  les  segments  faits  par  trois  points  sur 
les  côtés  d'un  triangle  ;  mais  il  est  indispensable  d'y  joindre  les  théorèmes 
correspondants  (363)  et  (365)  relatifs  aux  sinus  des  angles  que  les  droites 
menées  des  sommets  h  ces  points  font  avec  les  côtés,  car  ils  ont  leurs  applica- 
tions propres,  qui  peut-être  même  sont  les  plus  nombreuses. 

Les  théorèmes  dans  lesquels  on  considère  tout  à  la  fois  une  transversale 
et  un  point  fixe  dans  le  plan  d'un  triangle,  et  qui  présentent  une  applica- 
tion plus  directe  de  la  théorie  de  l'involudon,  seront  également  utiles, 
comme  nous  allons  le  voir. 

II. 

381 .  Les  polaires  d'un  même  point  relati\*es  aux  trois  angles  d'un  triangle 
vont  rencontrer,  respectivement,  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en 
ligne  droite. 

En  effet,  soient  ka\  Bb'y  Ce'  [fig,  70)  les  polaires  du  point  O,  relatives 
aux  trois  angles  du  triangle  ABC  (356);  et  a',  b\  c'  les  points  où  elles 
rencontrent,  respectivement,  les  côtés  opposés.  On  a,  relativement  aux  trois 
droites  issues  du  point  O,  Téquation  (  3,  365  )  ;  mais,  les  deux  droites  OA, 
A.a'  divisant  harmoniquement  l'angle  en  A,  on  a 


sinOAB sina'AB     .^^. 

sinOAC  ""  ""  siï^TC     '   ^* 


Pareillement 


sinOBC  _      sinfe^BC  sin  OC  A  _       sinc'CA 

sin OBA  "" ""  sin^'BA     ^*     sinOCB  ""^  sinc'CB* 

De  sorte  que  l'équation  (  3  )  se  change  en  celle-ci  : 

sinfl'AB  sin^>'BC  sinc'CA  _ 
sina'AC  sinô'BA  sinc'CB  """^  "» 

laquelle  prouve  (364)  que  les  trois  points  a\  h\  d  sont  en  ligne  droite. 

C.    Q,    F.    D. 
(«BAiLts.  —  Géom,  sup,  1 7 
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Corollaire.  —  Si  le  point  O  est  à  l'infini,  les  trois  droites  OA,  OB,  OC 
seront  parallèles,  et  le  théorème  prendra  cet  énoncé  : 

Une  transversale  étant  menée  dans  le  plan  d'un  triangle,  les  droites  qui 
vont  des  sommets  des  trois  angles  aux  points  milieux  des  segments  inter^ 
ceptés  sur  la  transversale  par  ces  angles  respectivement  rencontrent  les 
côtés  opposés  en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

382.  Les  polaires  d*un  point  relatives  à  deux  angles  et  un  triangle  se 
coupent  sur  la  droite  qui  joint  ce  point  au  sommet  du  troisième  angle. 

Soit  0'  [fig,  7 1  )  le  point  d'intersection  des  polaires  du  point  O  relatives 
aux  deux  angles  A  et  fi;  je  dis  que  le  point  0'  est  sur  la  droite  OC. 
En  effet,  AO'  et  BO'  étant  les  polaires  du  point  O,  on  a 

8inOAB_       sinO^AB  sinOBC^      sinO^BC 

sinOAC""       sinO'AC     ®'     sinOBA""      sinO'BA* 

De  sorte  que  l'équation  (  3,  365  ) ,  relative  aux  trois  droites  issues  du  point  0, 
devient 

sinO^AB  sinO'BC  sinOCA_ 

sinO'AC  sinO'BA  sinOCB"" 

■ 

MaiS|  en  menant  la  droite  O'G,  on  a 

sinO^AB  sinO^BC  sinO^CA 
sinO'AC  sinO'BA  sinO'CB 

Donc 

sinOCAsinCyCA 
sinOCB""  sinO'CB' 

ce  qui  prouve  que  les  deux  droites  OC  et  O'C  sont  coïncidentes;  c'est-à-dire 
que  le  point  O'  est  sur  la  droite  OC.  c.  q.  f.  d. 

383.  Si  dans  le  plan  d'un  triangle  ABC  [fig.  72)  on  mène  une  transver- 
sale qui  rencontre  ses  côtés  en  trois  points  a,  b,  c,  et  que  sur  chaque  côté 
on  prenne  le  conjugué  harmonique  du  point  de  rencontre  de  la  transversale, 
par  rapport  aux  deux  sommets  du  triangle,  les  droites  qui  joindront  les  trois 
points  ainsi  déterminés,  aux  sommets  opposés,  passeront  par  un  même  point. 


=  -i     (365). 


En  effet,  on  a 


riB  bQ  ck  .^  .. 


PROPRIÉTÉS  DU  TRIANGLE.  ftSg 

et 

^n  ^'R      hn  h'a      ^a  /.'a 

(60). 

Donc 


<iB           â'B       6C            ^'C       cA 

c'a 

c/B 

fl'B  ^'C  c'a 

a'C  6'A  c'B""      '' 

ce  qui  prouve  que  les  trois  droites  ka\  Bb\  Cc^  passent  par  un  même 
point  (367). 

CoacLLAiBE.  —  Si  la  transversale  est  à  Tinfini,  on  en  conclut  que  :  Les 
trois  droites  menées  des  sommets  d'un  triangle  aux  milieux  des  côtés  op~ 
posés  concourent  en  un  même  point» 

SSi»*  Si  dans  le  plan  d'un  triangle  on  mène  une  transversale  et  qu'on 
prenne  sur  deux  côtés  les  points  qui  avec  la  transversale  divisent  ces  côtés, 
respectivement,  en  rapport  harmonique,  les  deux  points  ainsi  déterminés 
seront  en  ligne  droite  avec  le  point  de  rencontre  du  troisième  côté  par  la 
transversale. 

En  effet,  la  transversale  rencontre  les  trois  câtés  du  triangle  ABC  en  a, 
^t  c  {fig>  7a),  et  l'on  a 

aB  b^ck.  _ 
^  bkTB'^^' 

Si  sur  les  côtés  AB,  AC  on  prend  les  points  c? ^  h*  qui  avec  c,  h,  respec- 
tivement, les  divisent  harmoniquement,  on  aura 


et  par  conséquent 


cA           c'a        *C 
cB""      c'B'      ^»A"" 

b'C 
b'K' 

aB  h'Z  dk 

flC  ^'A  c'B""'' 

ce  qui  prouve  que  les  trois  points  b\  c'  et  a  sont  en  ligne  droite. 

385.  Dfins  un  triangle,  les  bissectrices  des  trois  angles  passent  par  un 
même  point, 

^       ,  ,  .  sinaAB     sin^BC     sincCA  ,  _       ^, 

Car  chacun  des  trois  rapports  -: — ;?  - — Ti=rr  y  —, — 7;^;  [fig,  nZ)  est 

^'^        smaAC     sint^BA     smcCB  ^*  °    *    ' 

égal  à  —  I  ;  par  conséquent  leur  produit  est  égal  lui-même  à  —  1  ;  ce  qui 

prouve  que  les  trois  droites  passent  par  un  même  point. 

»7- 
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386.  Dans  un  triangle,  les  bissectrices  des  suppléments  des  trois  angles 
rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

En  effet,  si  les  points  a,  b^  c  appartiennent  aux  bissectrices  des  supplé- 
ments des  trois  angles,  chacun  des  trois  rapports  -. -—  >  •  •  •  est  étaX  à  +  i . 

'^^         sinaAG 

Leur  produit  est  donc  aussi  égal  à  +  i  ;  donc  les  trois  droites  rencontrent, 
respectivement,  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

387.  Dans  un  triangle,  les  bissectrices  de  deux  angles  et  la  bissectrice 
du  supplément  du  troisième  angle  rencontrent  respectivement  les  côtés  op" 
posés  en  trois  points  situés  en  ligne  droite, 

_      ^       .         .  .  sinaAB    sin&BC      sîncCA  , 

En  effet,  deux  des  trois  rapports  —. ~  j    .    ,^,  et  -: — t=-  sont  égaux 

'^'^        smaAG    sm6BA      smcCB  ^ 

à  —  I ,  et  le  troisième  à  + 1  ;  leur  produit  est  donc  égal  à  +  i  ;  ce  qui 

prouve  que  les  trois  points  a^  b,  c  sont  en  ligne  droite. 

388.  Dans  un  triangle,  les  bissectrices  des  suppléments  de  deux  angles 
se  rencontrent  sur  la  bissectrice  du  troisième  angle* 

En  effet,  pour  les  bissectrices  des  suppléments  des  deux  angles  B  et  G 

.  -        ,»    ,  sin^BG      sinoGA  ,         ,  ... 

[^S-  "74  )i  les  rapports  .    ,^,  et  -: — rr^  sont  égaux  a  -+- 1 ,  et  pour  la  bis- 
\'^  o    i-tn  ir        sm£>BA      smcGB  "  "^ 

sectrice  de  Fangle  A  le  rapport  -, — r-^  est  égal  à  —  i  ;  le  produit  des  trois 

rapports  est  donc  égal  à  —  i  :  ce  qui  prouve  que  les  trois  bissectrices  pas- 
sent par  un  même  point. 

389.  Si  d'un  point  on  mène  des  rayons  aux  trois  sommets  â^un  triangle,  et 
des  perpendiculaires  à  ces  rayons,  ces  droites  rencontrent  les  côtés  opposés 
en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 

En  effet,  les  trois  droites  perpendiculaires  à  celles  qui  vont  aux  sommets  du 
triangle  forment,  avec  celles-ci,  un  faisceau  en  involution  (253).  Donc  elles 
rencontrent  les  trois  côtés  en  trois  points  en  ligne  droite  (368}. 

390.  Goncevons  qu'on  ait  mené  par  le  point  O  [fig>  yS)  trois  droites 
formant  avec  les  trois  OA,  OB,  OG,  respectivement,  trois  angles  qui  aient  la 
même  bissectrice  OL  ;  ces  trois  droites  rencontreront,  respectivement,  les  trois 
côtés  opposés  aux  sommets  A,  B,  G,  en  trois  points  situés  en  ligne  droite. 
Car  elles  formeront  avec  les  trois  OA,  OB,  OG  une  involution  (254). 
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On  peut  donner  an  théorème  cet  énoncé  : 

Si  trois  rayons  pariant  des  sommets  d'un  triangle  ront  se  réfléchir  en  un 
même  point  sur  une  droite,  les  rayons  réfléchis  rencontreront ^  respectivement, 
les  trois  côtés  opposés  du  triangle,  en  tmis  points  situés  en  ligne  droite, 

391.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d*un  triangle  sur  les 
côtés  opposés  forment  avec  ces  côtés  six  droites  a3rant  entre  elles  les  rela- 
tions d'învolution  (253);  donc  (369),  ces  trois  perpendiculaires  passent 
par  un  même  point» 

392.  Par  une  considération  semblable  on  démontre  que  : 

Si  des  sommets  d'un  triangle  on  abaisse  sur  les  côtés  opposés  des  obliques 
sous  des  angles  ayant  leurs  bissectrices  parallèles  à  une  même  droite,  ces 
trois  obliques  passeront  par  un  même  point. 

Car  elles  auront  avec  les  côtés  du  triangle  les  relations  d'involu- 
tion  (25ik). 

393 •  Étant  pris  un  point  dans  le  plan  d'un  triangle,  si  l'on  mène  les 
bissectrices  des  angles  sous  lesquels  on  voit  de  ce  point  les  trois  côtés  du 
triangle  et  les  bissectrices  des  suppléments  de  ces  trois  angles  : 

1®  l^s  trois  bissectrices  des  suppléments  rencontreront  les  trois  côtés 
opposés  respectivement  en  trois  points  situés  en  ligne  droite; 

2?  Ijcs  bissectrices  de  deux  des  trois  angles  et  la  bissectrice  du  supplé-- 
ment  du  troisième  rencontreront  aussi  les  trois  côtés  opposés,  respectivement, 
en  trois  points  en  ligne  droite. 

Car  les  trois  bissectrices  que  l'on  considère  dans  chaque  cas  forment 
une  involution  avec  les  trois  droites  menées  aux  sommets  du  triangle  (287)  ; 
par  conséquent,  elles  rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en 
ligne  droite  (368). 

39&.  Les  mêmes  choses  étant  supposées  que  dans  le  théorème  précédent  : 
I*  Les  bissectrices  des  trois  angles   rencontrent  les  côtés  opposés  du 
triangle  en  trois  points  tels  que  les  droites  menées  de  ces  points  aux  som^ 
mets  opposés  concourent  en  un  même  point; 

a?  La  bissectrice  de  l'un  des  trois  angles  et  les  bissectrices  des  supplé- 
ments des  deux  autres  rencontrent  aussi  les  côtés  opposés  en  trois  points 
tels  que  les  droites  menées  de  ces  points  aux  sommets  opposés  concourent 
en  un  même  point» 
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Ce  théorème  est  une  conséquence  évidente  du  précédent,  en  yertu  da 
théorème  (383). 

395.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle,  si  d'un  point  de  la 
circonférence  on  abaisse  sur  ses  côtés  des  obliques  sous  le  même  angle  et 
dans  le  même  sens  tle  rotation^  les  pieds  de  ces  obliques  sont  en  ligne 
droite. 

En  eOet,  soit  le  triangle  ABC  inscrit  au  cercle  [fig*  76);  que  par  un 
point  O  de  la  circonférence  on  mène  les  droites  0A«  OB,  OC  qui  abou- 
tissent à  ses  sommets,  et  les  droites  OA',  OB',  OC  parallèles  respectivement 
aux  côtés  opposés,  les  trois  angles  (A,  A'],  (B,  B'),  (C,  C)  auront  la 
même  bissectrice;  car  l'angle  A'OC  est  égal,  par  construction,  au  supplé- 
ment de  l'angle  ABC  du  triangle,  et  par  conséquent  à  Pangle  AOC  qui  sous- 
tend  la  même  corde.  Donc  les  deux  angles  AOA'  et  COC  ont  la  même  bis- 
sectrice; et  il  en  est  de  même  des  angles  AOA'  et  BOB'. 

Ainsi  les  trois  droites  OA',  OB',  OC  font  avec  les  trois  OA,  OB,  OC  res- 
pectivement trois  angles  qui  ont  la  même  bissectrice,  et,  par  conséquent,  ces 
six  droites  forment  une  involution  (25&>).  Si  l'on  fait  tourner  les  trois  pre- 
mières d'une  même  rotation  autour  du  point  O,  les  angles  qu  elles  feront 
avec  les  trois  OA,  OB,  OC  respectivement  auront  encore  une  même  bis- 
scctiûce,  et,  par  conséquent,  les  six  droites  seront  encore  en  involution. 
Donc  les  trois  OA',  OB',  OC,  devenues  Oa,  06,  Oc  dans  leur  nouvelle 
position,  rencontreront  respectivement  les  trois  côtés  opposés  du  triangle, 
savoir  BC,  CA,  AB,  en  trois  points  a,  6,  c  situés  en  ligne  droite  (368). 
Mais  alors  ces  trois  droites,  qui  primitivement  étaient  parallèles  à  ces  trois 
côtés  du  triangle,  sont  devenues  trois  obliques  abaissées  sur  ces  côtés  sous 
le  même  angle  et  dans  un  même  sens  de  rotation  à  partir  des  perpendicu- 
laires à  ces  côtés;  le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque,  —  Les  quatre  points  O,  A,  C,  B  sont  les  sommets  d'un 
quadrilatère  inscrit  au  cercle,  et  les  trois  angles  AOA',  BOB',  COC  sont 
^aux  aux  angles  formés  chacun  par  deux  côtés  opposés  ou  par  les  deux 
diagonales  du  quadrilatère;  et  cette  circonstance  que  ces  ti*ois  angles  ont 
la  même  bissectrice  exprime  ce  théorème  : 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  à  un  cercle,  les  bissectrices  des  deux 
angles  formés  respectivement  par  les  deux  couples  de  côtés  opposés  sont 
rectangulaires  et  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  formés  par  les  deux 
diagonales. 

396.  Quand  un  triangle  est  circonscrit  à  un  cercle^  si  de  ses  sommets 
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on  abaisse  sur  une  tangente  au  cercle  trois  obliques  qui  soient  vues  du 
centre  sous  des  angles  égaux  et  formés  dans  le  même  sens  de  ix)tation  à 
partir  des  sommets,  ces  trois  obliques  concourent  en  un  même  point. 

En  effet,  soit  [fig>  77)  le  triangle  ABC  circonscrit  au  cercle  et  dont  les 
côtés  rencontrent  une  tangente  L  en  trois  points  a,  6,  c;  que  du  centre  du 
cercle  on  mène  des  droites  à  ces  points  et  aux  trois  sommets  du  triangle, 
ces  six  droites  seront  en  involution  (368).  En  outre,  les  trois  angles  AOa, 
BO^,  COc  que  ces  six  droites  forment  deux  à  deux  ont  la  même  bissec- 
trice, car  les  deux  angles  AOC,  aOc  qui  sous- tendent  les  deux  tangentes 
AC,  ac  comprises  entre  les  angles  opposés  au  sommet  formés  par  les  deux 
tangentes  AB,  CB  sont  égaux,  et,  par  conséquent,  la  bissectrice  de  l'angle 
AOa  est  aussi  celle  de  l'angle  COc,  et  elle  est  pareillement  la  bissectrice 
de  l'angle  B06. 

Puisque  les  trois  droites  OA,  OB,  OC  font  avec  les  trois  Oa,  06,  Oc 
respectivement  trois  angles  qui  ont  la  même  bissectrice,  il  en  sera  de  même 
si  l'on  fait  tourner  d*une  même  rotation  les  trois  droites  OA,  OB,  OC  au- 
tour du  point  O,  et,  par  conséquent,  dans  leur  nouvelle  position,  ces  droites 
formeront  encore  une  involution  avec  les  trois  Oa,  06,  Oc.  Donc  les 
points  a\  b\  c'y  où  elles  rencontreront  la  tangente  Gxe  L,  formeront  une 
involution  avec  les  trois  a,  ^,  c.  Donc  les  droites  qui  joindront  ces  trois 
points  aux  trois  sommets  du  triangle  passeront  par  un  même  point  (370). 
Mais  ces  droites  forment  trois  obliques  abaissées  des  sommets  du  triangle  sur 
la  tangente  L  et  qui  sont  vues  du  centre  O  sous  des  angles  cgaux  comptés 
dans  le  même  sens  à  partir  des  sommets;  le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque,  —  Le  triangle  ABC  et  la  tangente  L  forment  un  quadri- 
latère CB  cb  circonscrit  au  cercle,  dont  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  sont  A  et  a.  La.  droite  qui  joint  ces  points  de  concours  et  les  deux 
diagonales  Ce,  Bb  sont  vues  du  centre  sous  les  angles  AO^,  COc,  B06,  et, 
puisque  ces  angles  ont  la  même  bissectrice,  on  en  conclut  que  : 

Quand  un  quadrilatère  est  cijvonscrit  à  un  cercle,  les  angles  sous  les- 
quels on  voit  du  centre  les  deux  diagonales  et  la  droite  qui  Joint  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  ont  la  même  bissectrice, 

397.  Quand  trois  triangles,  homologiques  deux  à  deux,  ont  le  même 
axe  d'homologie,  leurs  trois  centres  d'homologie  sont  en  ligne  droite. 

Soient  abc,  a'b'c',  a^b^c^  [Jïg.  78)  les  trois  triangles  dont  les  côtés 
homologues  concourent  trois  à  trois  en  trois  points  a,  €,  7,  situés  en  ligne 
droite;  les  trois  côtés  ab,  a*b',  a'b"  donnent  lieu  aux  deux  triangles  aa'eT 
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et  bb'b",  dont  les  sommets  sont  deux  à  deux  sur  trois  droites  concou- 
rantes au  même  point  y  ;  donc  les  trois  côtés  aa%  aa"  et  a' a"  du  premier 
rencontrent  respectivement  les  trois  côtés  hh\  hh"  et  h' h"  du  second  en 
trois  points  situés  en  ligne  droite  (STi-).  Or  ces  trois  points  sont  les  centres 
d'homologie  des  trois  triangles  proposes,  pris  deux  à  deux;  donc,  etc. 

CoROLLAiRB.  —  Deux  trianglcs  homothétiques  om  semblables  et  sembla-^ 
blement  placés  sont  deux  triangles  homologiques  dont  l'axe  d'homologie 
est  à  rinfini.  Donc  :  Quand  trois  triangles  sont  homot/té tiques  deux  à  deux, 
leurs  centres  de  similitude  ou  d'homothëtie  sont  en  ligne  droite, 

398.  Quand  trois  triangles  homologiques  ont,  deux  à  deux,  le  même 
centre  d'homologie ,  leurs  trois  axes  d'homologie  passent  par  un  même 
point. 

Soient  abc,  a'b'c',  a^b^c"  ijig,  79)  les  trois  triangles  dont  les  sommets 
sont  trois  à  trois  sur  trois  droites  concourantes  en  un  même  point  S, 
centre  d'homologie  commun  aux  trois  triangles.  Les  trois  côtés  ab^  a'b\ 
a^b"  forment  un  triangle,  et  les  trois  côtés  ac,  a'e\  a^c"  en  forment  un 
second.  Ces  deux  triangles  sont  homologiques,  puisque  les  trois  côtés  de 
l'un  rencontrent  respectivement  les  trois  côtés  de  l'autre  en  trois  points  a, 
a* y  af  situés  en  ligne  droite.  Donc  les  sommets  des  deux  triangles  sont 
deux  à  deux  sur  trois  droites  concourantes  en  un  même  point  (375).  Or, 
ces  droites  sont  précisément  les  axes  d'homologie  des  trois  triangles  pro- 
posés. Donc,  etc. 
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CHAPITRE  XX. 


PEOPRlÊTfiS   PE8   POLTGONKS  EN   GÉNÉRAL,   DU   QUADRILATÈRE 

ET   DE   l'hexagone. 


399.  Les  propriétés  du  triangle  contenues  dans  les  premières 
parties  du  Chapitre  précédent  (361-373)  se  distinguent  par  Thy- 
pothèse  et  par  la  forme  particulière  des  équations  qui  expriment 
ces  théorèmes.  Car,  d'une  part,  on  y  considère  toujours  soit  un 
système  de  points  pris  sur  les  côtés  du  triangle,  soit  un  système 
de  droites  menées  par  ses  sommets,  ou  des  points  et  des  droites 
tout  à  la  fois,  et,  d'autre  part,  Téquation  qui  constitue  chaque 
théorème  est  toujours  formée  d*un  produit  de  rapports,  chacun  de 
deux  segments  qui  ont  même  origine  sur  une  même  droite,  ou  de 
deux  sinus  d'angles  qui  ont  même  sommet  et  un  côté  commun, 
produit  égal  à  db  i ,  ou  bien  d'un  produit  de  rapport  de  segments 
égal  à  un  produit  de  rapports  de  sinus. 

On  peut  former  dans  un  triangle  beaucoup  d'autres  relations 
semblables  ;  nous  n'avons  donné  que  celles  qui  devaient  nous  offrir 
une  application  utile. 

Il  existe  dans  les  polygones  des  relations  du  même  genre,  dont 
celles  du  triangle  ne  sont  que  des  cas  particuliers  et  qui  com- 
portent, comme  celles-ci,  l'application  du  principe  des  signes  aux 
segments  et  aux  angles  que  l'on  y  considère.  Nous  allons  démon- 
trer quelques-unes  de  ces  propriétés.  Le  principe  des  signes  nous 
permettra  d'en  conclure  quelques  propositions  qui  semblent  par 
leur  nature  se  rattacher  à  cette  partie  de  la  Science,  à  laquelle  on 
a  donné  parfois  le  nom  de  Géométrie  de  situation,  non  pas  seu- 
lement parce  qu'il  n'y  entre  aucune  relation  de  grandeur,  ce  qui 
a  lieu  dans  une  foule  d'autres  théorèmes,  mais  à  cause  du  genre 
particulier  des  propositions. 
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§  I.  —  Propriétés  des  polygones. 

400.  Quand  une  transversale  menée  dans  le  plan  d'un  poly- 
gone ABC. . .  rencontre  ses  côtés  consécutifs  en  des  points  a,  b, 
c,  • .  •  ^  on  a  la  relation 

,   ,  aA  bB  cC 

dans  laquelle  on  obsen^e  la  l'ègle  des  signes  relativement  aux 
deux  segments  formés  sur  chaque  côté. 

Nous  allons  démontrer  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  un  po- 
lygone de  n  côtés,  il  Test  pour  un  polygone  d'un  côté  de  plus.  En 
effet,  le  théorème  étant  supposé  vrai  pour  le  polygone  AB...E 
de  n  côtés  {fig*  80),  on  a  Téquation 

ak  bB        eE _ 

Formons  un  polygone  d'un  côté  de  plus,  en  remplaçant  le  côté  EA 
par  deux  autres  EF  et  FA.  On  a  dans  le  triangle  AEF,  coupé  par 
la  transversale, 

ek  e^/F_ 

eE  c'F/A""'" 

Cette  équation,  multipliée  membre  à  membre  par  la  précédente, 
donne 

aA  bB      /TP_ 

ÔB  6C""7Â""'' 

ce  qui  est  l'équation  relative  au  polygone  de  (/i-H  1)  côtés.  Donc, 
si  le  théorème  est  vrai  pour  un  polygone  de  n  côtés,  il  l'est  néces- 
sairement pour  un  polygone  d'un  côté  de  plus.  Or  il  est  vrai  pour 
le  triangle;  donc»  etc. 

401.  Corollaire.  —  L'équation  (i)  montre  que  le  nombre  des 
rapports  ■— »  •••  négatifs  est  toujours  pair,  c'est-à-dire  que  : 

Une  transversale  menée  dans  le  plan  d'un  polygone  rencontre 
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chiu/ue  côté  en  un  point  situé  sur  le  côté  lui-même  ou  sur  son  pro- 
longement, et  iljr  a  toujours  un  nombre  pair  de  côtés  qui  sont 
rencontrés  sur  eux-mêmes. 

402.  Si  d'un  point  O  on  mène  des  rayons  aux  sommets  d'un 
polygone  ABC.  • .  {fig'  8i),  les  sinus  des  angles  que  ces  rayons 
feront  chacun  avec  les  deux  côtés  adjacents  auront  entre  eux  la 
relation 

.   .  sinOAB  sinOBC        sinOEA 

'^'  sinOAE  siûOBA  '  *  '  sinOËD  '' 

le  signe  étant  -f-  oa  —  selon  que  le  nombre  des  sommets  du  po- 
lygone sera  pair  ou  impair. 

Nous  emploierons  le  même  mode  de  démonstration  que  pour  le 
théorème  précédent,  qui  consiste  à  prouver  que,  si  le  théorème  est 
vrai  pour  un  polygone  de  n  sommets,  il  Test  nécessairement  pour 
un  polygone  de  («  •+- 1)  sommets. 

En  eflfet,  Téquation  ayant  Heu  pour  un  polygone  de  n  sommets, 
formons  un  polygone  d'un  sommet  de  plus  F  compris  entre  les 
deux  A  et  E.  On  a  dans  le  triangle  EFA  la  relation 

sinOAE  sinOFA  sin OEF  _  ^ 
siûOAF  sinOFE  sin  OEA  """"'' 

qui,  multipliée  par  la  précédente  membre  à  membre,  donne 

sinOAB  sinOBC       sinOEF  sînOFA  _  _ 
sinOAF  sinOBA*  '  'sinOED  sinOFE  ""-+-'• 

Cette  équation  démontre  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  un  po- 
lygone de  n  sommets,  il  le  sera  pour  un  polygone  d'un  sommet  de 
plus.  Or  il  est  vrai  pour  le  triangle;  donc,  etc. 

403.  CoROLLAiBE.  —  L'équation  prouve  qu'il  y  a  toujours  un 

1  .  .         •     j  sinOAB    sinOBC  .       .^ 

nombre  pair  ou  impair  de  rapports   .   .v.y»    .  ^^    »  •  •  •  >   négatifs 

selon  que  le  nombre  des  côtés  du  polygone  est  pair  ou  impair, 
et  Ton  en  conclut  cette  proposition  : 

Si  d'un  même  point  on  mène  des  rayons  aux  sommets  de  tous 
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les  angles  d'un  polygone,  dont  les  uns  seront  situés  dans  les 
angles  eux-mêmes  [ou  leurs  opposés  au  sommet)  et  les  autres 
dans  les  suppléments  des  angles  ; 

Le  nombre  des  rayons  situés  dans  les  angles  sera  pair  ou  im- 
pair selon  que  le  nombre  des  angles  du  polygone  sera  pair  ou 
impair. 

404.  «Si  par  les  sommets  d'un  polygone  ABCDEF  {Jig'  82)  o/i 
mène  arbitrairement  des  droites  Adi,  Bb,  ...,  t/ui  forment  un 
second  polygone  abcdef  inscrit  au  premier,  on  a  la  relation 

Au  B^        F/ ^sînaAF  sin^>BA        sin/FE _ 

^^  A/  Ba  ■  "  Fc  "~  ""  sinfl  AB  sii)/>BG  *  *  "  sin/FA' 

le  signe  étant  -4-  oa  —  selon  que  le  nombre  des  côtés  du  poly- 
gone est  pair  ou  impair. 

Nous  allons  prouver  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  un  poly- 
gone de  n  côtés,  il  Test  pour  un  polygone  d*un  côté  de  plus.  En 
effet,  considérons  le  polygone  de  n  côtés  ABCDE,  pour  lequel  on 
a,  par  hypothèse, 

ka  ^h        £c        .   sinaAE  sin&BA        sioiED 


Ac  Ba        £</  sinaAB  sin^BC        sincEA 

On  a,  dans  le  triangle  AEF, 

At  Eg  F/__      siniAF  singEA  stn/FE     .^     . 
Â/ËÏ  Fg^^^sincAE  sineEF  sin/FA     ^        '' 

Multipliant  membre  à  membre,  il  vient 

Aa  B^        Eg  F/ sîn/i AF  sin&BA        sin/FE^ 

Â7b«**'ËS  Ve'^'^  sinaAB  sinABG  "  "  "  sio/FA' 

ce  qui  démontre  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  un  polygone  de 
n  côtés,  il  Test  pour  un  polygone  d'un  côté  de  plus.  Or  nous 
Tavons  démontré  pour  le  triangle  ;  donc  il  a  lieu  pour  un  quadri* 
latère,  pour  un  pentagone,  etc.  Donc,  etc. 

Observation.  —  Les  deux  théorèmes  (400)  et  (402)  peuvent  être 
considérés  comme  des  corollaires  de  la  proposition  actuelle,  ainsi 
que  nous  Tavons  vu  à  Tégard  du  triangle  (371  )• 
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405.  Des  droites  A  a,  Bb,  Cc,..«  étant  menées  arbitraire^ 
ment  par  les  sommets  d'un  polygone  ABC. . .  {Jig-  83),  si  une 
transi^ersale  rencontre  les  côtés  du  polygone  en  des  points  «,  6, 
jf, . . .  et  les  droites  en  des  points  a,  b, . . .  on  aura,  entre  les 
sinus  des  angles  que  les  droites  font  as^ec  les  côtés  du  polygone 
et  les  segments  que  ces  angles  interceptent  sur  la  transs^ersale,  la 
relation 

,,.  sînaAB  sin&BG  sincCD  aa,  bî  cy 

^^'  sînaAF  sîn&fiA  sincCB  of  boL  c6       ' 

le  signe  étant  -f-  ou  —  selon  que  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
est  pair  ou  impair. 

En  eiTety  que  par  un  point  O  pris  sur  la  transversale  on  conduise 
des  droites  aux  sommets  du  polygone,  on  pourra  écrire 

/singAB  ,  sinOABX  /sinJ^BC ,  sinOBCX ^  /oa  ^  Oa\  fb^  ^  0^\ 

VsmaAF'sinOAFJ  VsinôBÂ 'sinOBA/  \«f  **Oyj  U«*Oaj'"'' 

car  dans  le  second  membre  les  facteurs  Oa,  06, . . .  se  détruisent 
deux  à  deux,  et,  dans  le  premier  membre,  tous  les  sinus  introduits 
se  détruisent  ensemble,  parce  qu^on  a  Téquation 

sinOAB  sînOBC  sinOCD ^        ... 

iinOÂF  sinOBÂ  smÔCB  '  "  '      ^     ^' 

Or  les  rapports  anharmoniques  du  premier  membre  de  Téqua- 
tion  sont  égaux  à  ceux  du  second  membre,  un  à  un  respective- 
ment. Donc  l'équation  est  vraie.  G.  Q.  F.  D. 

406.  Corollaire.  —  Une  transversale  étant  menée  dans  le  plan 
d'un  polygone,  les  deux  côtés  de  chaque  angle  du  polygone  ren- 
contrent cette  droite  en  deux  points  qui  déterminent  un  segment 
compris  soit  dans  Tangle  lui-même  (ou  son  opposé  au  sommet), 
soit  dans  son  supplément.  On  conclut  du  théorème  qui  vient  d'être 
démontré  que  :  Le  nombre  des  segments  compris  dans  les  angles 
eux-mêmes  ou  leurs  opposés  au  sommet  est  toujours  pair. 

En  effet,  supposons,  dans  le  théorème,  que  toutes  les  droites  Aa, 
B&, . . .  soient  menées  dans  les  angles  mêmes  du  polygone  ;  chaque 
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rapport  tel  que  —  j  relatif  à  l'angle  A,  sera  négatif  quand  le  seg- 

ment  fa  sera  compris  dans  Tangle  A  ou  son  opposé  au  sommet,  et 
positif  quand  le  segment  sera  compris  dans  le  supplément  de 
Tangle.  La  proposition  revient  donc  à  prouver  que  le  nombre  des 

rapports  — »  T~»  •••    négatifs  est  toujours  pair.   Or,   quand  le 

nombre  des  angles  du  polygone  est  pair,  on  a  le  signe  +  dans 
Téquation  (4).  Mais  alors  le  premier  membre  est  positif,  et,  par 
conséquent,  le  second  Test  aussi.  Donc  le  nombre  des  rap- 
ports —  9  •  •  •  négatifs  est  pair. 

Quand  le  nombre  des  angles  du  polygone  est  impair,  le  signe 
du    second  membre  de   Téquation  (4)  est  — .  Mais  le  premier 

membre  est  négatif  :  donc  le  produit  — j  I""'"'  ®^^  positif.  Donc 

le  nombre  des  rapports  négatifs  est  pair,  ce  que  nous  nous  pro- 
posions de  prouver. 

Obsen^ation,  —  Ce  théorème  et  les  deux  (401,  403)  sont  de 
ceux  qui  nous  paraissent  se  rapporter  à  la  Géométrie  de  situa- 
tion proprement  dite,  comme  nous  Tavons  annoncé  (399). 

407.  Etant  pris  des  points  a,  b, ...  sur  les  côtés  d'un  polygone 
ABCD...  {Jig'  84),  si  d'un  point  O  l'on  mène  des  droites  aux 
sommets  du  polygone  et  aux  points  a,  b, . . . ,  on  aura,  entre  les 
sinus  des  angles  que  ces  droites  font  entre  elles  et  les  segments 
que  les  points  a,  b, . . .  font  sur  les  côtés  du  polygone,  la  relation 

sinaOA  sin&OB        a  A  bB 

sinaOB  sïnïbC  '  "  '  ""  ÔB  6C 

En  effet,  menons  par  le  point  O  une  droite  fixe  OL,  et  appe- 
lons a' y  6', . . .  les  points  où  elle  rencontre  les  côtés  AB,  BC, . .  • 
du  polygone  ;  Téqualion  pourra  s'écrire 

/sinflOA ,  sinLOAX  f&ïnbOB , sinLOBX       _/flA  ,û'A\ /*B,  ^'B\ 
\8ioûOB "  sinLOB/  \sin60C ' sinLOcj  '" "" [ah  ' ô^  j  \bC  '  'PcJ"   ' 

car  tous  les  sinus  introduits  dans  le  premier  membre  s'annulent 
d'eux-mêmes  deux  à  deux,  et  les  segments  introduits  dans  le  se- 
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cond  membre  s'annulent  tous  ensemble,  en  vertu  de  la  relation 

"•^^'^       =.     (400). 


•  •  • 


a'B  Ù'C 

Or  chaque  rapport  anharmonique  du  premier  membre  est  égal  au 
rapport  anharmonique  correspondant  dans  le  second  membre. 
Donc  Téquation  a  lieu,  et  le  théorème  se  trouve  démontré. 

408.  Corollaire  I.  —  Si  toutes  les  droites  Oa,  Obj  ..  •  sont 
les  bissectrices  des  angles  AOB,  BOC,  • . . ,  chacun  des  rapports 

-T — zr=:9  •  •  •  est  éeral  à  —  i .  On  en  conclut  que  : 
siDaOB  °  ^ 

Les  bissectrices  des  angles  sous  lesquels  on  voit  d'un  point  fixe 
les  côtés  d'un  polygone  ABC. . .  rencontrent  ces  côtés  en  des 
points  a,  b, . . .  tels,  que  l'on  a  la  relation 

aX  bB  _^ 

—  -. —  ••  •  =  it  i: 
«B  ^C  * 

le  signe  étant  -h  ou  —  selon  que  le  nombre  des  côtés  du  polygone 
est  pair  ou  impair. 

Corollaire  II.  —  Si  toutes  les  droites  Oa,  ...  sont  les  bissec- 
trices des  suppléments  des  angles  du  polygone,  le  premier  membre 
est  touj  ours  positif.  Donc  : 

Les  bissectrices  des  suppléments  des  angles  sous  lesquels  on 
voit  d'un  même  point  les  côtés  d'un  polygone  ABC. . .  rencontrent 
ces  côtés  en  des  points  a,  b, . . .  telsf  que  l'on  a 

ak  bB 

——    -z •  •  •  '^~  I  , 

iiB  bC 

On  peut  conclure  de  ce  théorème  les  propriétés  relatives  au 
triangle,  démontrées  précédemment  par  d'autres  considérations 
(393  et  394). 

409.  Etant  pris  des  points  a,  b,  c, . . .  sur  les  côtés  consécutifs 
d'un  polygone  ABCD. . .,  si  l'on  fait  la  perspective  de  la  figure 
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sur  un  plan,  la /onction 

nk  bB  cC 


•  •  • 


conservera  la  même  valeur. 

En  eflety  menant  une  transversale  qui  rencontre  les  côtés  con- 
sécutifs du  polygone  en  des  points  a,  6,  y, . . . ,  on  a 


aA  SB  yC  -,^^, 


et,  par  conséquent,  la  fonction  proposée  a  la  même  valeur  que  la 
suivante  : 


/nA.«A\  /bB^  m 
\aB*  aBy  \bc''  €c) 


Celle-ci  devient  en  perspective 


Vn'B'  •  a'B'j  \b'C  •  e'cj 


et  conserve  la  même  valeur,  parce  qu'elle  se  compose  de  rapports 
anharmoniques.  Mais  cette  dernière  se  réduit  à 

a' A'  b'B' 
a'B'  b'C'"^ 

parce  que  les  points  ce',  6',  • .  •  étant  en  ligne  droite,  de  même  que 
a,  6,  . . . ,  on  a  la  relation 

a' A'  e'B' 
a'B'  e'C 

On  a  donc 

«A  ^B  «'A'  b'B' 


•  •  • 


aB  bC  a'B'  b'C 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Observation.  —  Le  théorème  et  la  démonstration  subsistent,  si, 
Toeil  étant  placé  dans  le  plan  du  polygone,  on  fait  la  perspective 
sur  une  droite.  Alors  on  prend  pour  la  transversale  aê  une  droite 
passant  par  Tœil. 
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410.  Etant  donné  un  polygone  ABC. .  .¥  et  des  droites  Aa,  Bb, 
Ce,  ...  menées  par  ses  sommets,  si  l'on  fait  la  perspective  de  la 
figure  sur  un  plan,  la  Jonction 

sin  a  AF  sin  b  BA  sin  c  CB 

■  ■  ■  ■  — ^— — ^^  •  •  • 

ûnaAB  sin^BC  sincCD 
ne  changera  pas  de  valeur. 
C'est-à-dîre  que  Ton  aura 

sin  a'A'  F'  sin  b'  B' A'  sin  a  AF  sin  ^  B  A 


•  •  •  • 


sina' A'B'  sin  b'  B'C  sin  a  AB  sin  b  BC 

En  effety  que  par  un  point  O  pris  dans  le  plan  du  polygone  on 
mène  des  droites  à  ses  sommets,  on  aura 

sin OAF  sin OB A  sin OCB  ^       ,,^, 

sin  0 AB  sin  OBC  sin  OCD  "~       ^     ^  ' 

et,  par  conséquent,  la  fonction  proposée  est  égale  à 

_^/sinaAF'^sinOAF\  /sin^BA  ^  sinOBAX 
~\sinaAB*sinOAB/  \sîn6BC  *  sinOBcj ''** 

Or  dans  la  perspective  cette  fonction  ne  change  pas  de  valeur, 
parce  qu'elle  se  compose  de  rapports  anharmoniques.  Mais  les 
rapports  correspondants  à  ceux  que  nous  venons  d^introduire 
disparaîtront  en  perspective,  parce  qu'ils  ont  leur  produit  égal  à 
rt  I  en  vertu  du  théorème  (402);  il  restera  donc  les  rapports  cor- 
respondants à  ceux  qui  forment  la  fonction  donnée;  ce  qui  dé- 
montre le  théorème. 

§  II.  —  Propriétés  du  qnadrilatère. 

411.  Les  propriétés  générales  d'un  polygone  s'appliquent 
d'elles-mêmes  au  quadrilatère;  mais  cette  figure  donne  lieu  à 
quelques  propositions  particulières. 

Si  sur  les  quatre  côtés  d^un  quadrilatère  ABCD  {fig*  85)  on 
prend  quatre  points  a,  b,  c,  d  tels,  que  Von  ait  la  relation 

M  «A^  çC  </D_ 

CiASLit.  —  Géom,  tup,  i8 
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et  i/u'on  regarde  ces  quatre  points  comme  les  sommets  consécutifs 
d^iin  second^  quadrilatère  abcd,  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  de  celui-ci  seront  situés  sur  les  deux  diagonales  du  pre- 
mier. 

Ainsi  les  deux  droites  ab,  cd  se  croisent  sur  la  diagonale  ÂC. 
En  effet,  si  Ton  suppose  que  ces  deux  droites  rencontrent  la 
diagonale  en  deux  points  diflférents  c,  t',  on  aura  dans  les  deux 
triangles  ABC,  ADC  les  relations 

aX  bBiC_  cC  dD  i'4  __ 

Multipliant  ces  équations  membre  à  membre  et  ayant  égard  à 
Téqualion  supposée,  on  en  conclut  "7  =  tt'  Ce  qui  prouve  que 
les  deux  points  t,  e'  coïncident.  Donc,  etc. 

412.  Réciproquement:  Si  par  un  point  e  de  la  diagonale  AC 
d*un  quadrilatère  KRQSi  on  mène  deux  droites  quelconques,  dont 
l'une  rencontre  les  deux  côtés  AB,  BG  endiyhy  et  la  seconde  les 
deux  côtés  CD,  DA  en  Cy  d  y  on  aura  entre  les  segments  formés  par 
ces  quatre  points  a,  b,  c,  d  sut*  les  côtés  du  quadrilatère  la  reUuiwi 

ak  6B  cC  </D_ 
^  ^  cD  rfÂ  ~"  '  ' 

et,  par  suite,  les  deux  droites  da,  cb  se  couperont  sur  la  seconde 
diagonale  BD. 

En  efiel,  si  les  deux  droites  ab,  cd  se  croisent  en  un  point  e  sur 
la  diagonale  AC,  on  aura  les  deux  équations  précédentes,  en  écri- 
vant c  au  lieu  de  e'  dans  la  seconde;  et  ces  équations  multipliées 
membre  à  membre  donnent  Téquation  (i). 

Cette  équation  étant  démontrée,  il  s'ensuit  que  les  deux  droites 
ad,  bc  se  croisent  sur  la  diagonale  BD  (411  ). 

Corollaire.  —  Si  les  deux  droites  menées  par  le  point  e  de  la 
diagonale  AC  se  confondent,  les  deux  équations  dont  nous  venons 
de  faire  usage  ont  toujours  lieu,  et  l'on  en  conclut  l'équation  (i). 
Ce  qui  démontre  directement  la  propriété  du  quadrilatère,  com- 
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prise  dans  le  théorème  général  (400),  savoir  :  Quand  une  trans- 
versale rencontre  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  ABCD  en 
quatre  points  a,  b,  c,  d,  o/t  a  /a  relation 


ÔB  ÏCcD  ^"""' 


413.  Si  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  d'un  qua- 
drilatère ABCD  [fig*  86)  on  mène  deux  droites  qui  rencontrent, 
respectivement,  les  deux  couples  de  côtés  opposés  e/t  a,  c  ef  b,  d, 
on  a,  entre  les  segments  que  ces  points  forment  sur  les  quatre  côtés 
du  quadrilatère,  la  relation 

aX  bB  cCdD  _ 
oBbCcD  5Â""'' 

et,  par  suite,  le  quadrilatère  abcd,  qui  a  poUt  sommets  consécutijs 
ces  qtiatre  points,  a  les  points  de  concours  de  ses  côtés  opposés 
sur  les  deux  diagonales  du  quadrilatère  ABCD. 

£n  effet,  les  deux  séries  de  quatre  points  E,  A,  a,  B  et  E,  D,  c,  (> 
ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux;  de  sorte  qu'on  a 

«B*  EB""  cC  •  EC* 
Oa  a  pareillement 

^.FB_^,  FA 

Ces  équations  multipliées  membre  à  membre  donnent 

akblàcC^  </DEA.KC^FA.FC 
ÔB  ^C  cD  </A  "■  EB.ED  *  FB.FD* 

Or  le  second  membre  est  égal  à  Tunité  (359,  I).  Donc,  etc. 

414.  Si  par  les  sommets  d'un  quadrilatère  ABCD  (  fig.  87)  on 
mène  des  droites  Aa,  Bb,  Ce,  Dd  telles^  que  Von  ait  la  rjtlation 


.    .  sinaAD  sin&BA  sincCB  sxndDC 

'^^  sinaAB  sin^BG  sincCD  sïndDA  "  '' 


18. 
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ces  quatre  droites  seront  les  côtés  consécutifs  d'un  quadrilatère 
abcd  circonscrit  au  proposé,  et  dont  les  diagonales  passeront  par 
les  points  de  concours  des  côtés  opposés  de  celui-ci. 

Cela  résulte  du  théorème  (411),  en  vertu  de  la  proposition  (404). 
Car,  Téquation  (a)  ayant  lieu  par  hypothèse,  l'équation  (i)  a  lieu 
d'après  cette  proposition;  et  par  conséquent  la  diagonale  AC  passe 
par  le  point  de  concours  des  côtés  opposés  ba^  cd  (411  ).  Donc,  etc. 

Observation.  —  On  peut  démontrer  le  théorème  directement, 
d'une  manière  analogue  à  celle  par  laquelle  nous  avons  démontré 
le  théorème  (411). 

415.  Corollaires.  —  Dans  tout  quadrilatère,  les  bissectrices 
des  quatre  angles  forment  un  second  quadrilatère  dont  les  dia- 
gonales passent  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du 
premier. 

Et  il  en  est  de  même  quand  le  second  quadrilatère  est  formé 
soit  par  les  bissectrices  des  suppléments  des  quatre  angles»  soit 
pai'  les  bissectrices  de  deux  angles  et  les  bissectrices  des  supplé- 
ments des  deux  autres  angles. 

Car,  dans  chacun  des  trois  cas  que  présente  ce  théorème,  les 
droites  bissectrices  que  l'on  y  considère  donnent  lieu  à  l'équa- 
tion (a)  précédente. 

416.  Si  par  les  sommets  d'un  quadrilatère  ABCD  on  mène 
quatre  droites  Aa,  Bb,  Ce,  Dd,  de  manière  que  le  second  quadri- 
latère abcd,  formé  par  ces  droites  prises  pour  côtés  consécutifs, 
ait  les  points  de  concours  de  ses  côtés  opposés  sur  les  deux  diago- 
nales du  premier,  on  aura  entre  les  sinus  des  angles  que  ces  droites 
font  avec  les  côtés  du  quadrilatère  la  relation 

ânaAD  sin^BÂ  sîncCB  sincfDC 

^^-i^— ^— .  '— ^-^^^— «  ^_^^^__  <^.^_^_-^^_  ■     •  • 

sinaAB  sin^fiC  àncCD  sîn<IDA        * 

ety~par  suite,  les  diagonales  de  ce  second  quadrilatère  abcd  pas- 
seront par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère ABCD. 


En  effet,  les  diagonales  du  quadrilatère  ABCD  {fig.  88}  passent, 
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par  hypothèse,  par  les  points  de  concours  des  côtés  opposés  du 
quadrilatère  abcd;  par  conséquent,  on  a,  d'après  le  théorème  (413), 
Téquation 


Art  B*  Ce  Bd _ 
AbBcCdDa'"^' 


Donc,  d'après  le  théorème  (404)  appliqué  au  quadrilatère,  on  a 
Téquation  qu'il  s'agit  de  démontrer. 

Et  cette  équation  ayant  lieu,  il  s'ensuit,  d'après  le  théorème 
précédent,  que  les  diagonales  ac,  bd  du  quadrilatère  abcd  passent 
parles  points  de  concours  des  côtés  opposés  du  quadrilatère  ABCD. 

c.    Q.    F.    D. 

§  m.  —  Quadrilatère  gauche.  —  Hyperboloîde  à  une  nappe. 

417.  Le  théorème  (411)  et  sa  réciproque  s'appliquent  d'eux- 
mêmes  au  quadrilatère  gauche  ;  ce  qui  donne  lieu  à  ce  théorème  : 

Quand  un  plan  rencontre  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère 
gauche  ABCD  en  quatre  points  a,  b,  c,  d,  on  a  la  relation  de  seg- 
ments 

aX  bB  cC  dD  _^ 

Et  réciproquement  :  Quand  cette .  relation  a  lieu,  les  quatre 
points  a,  b,  c,  d  sont  dans  un  même  plan. 

418.  On  conclut  de  ce  théorème  une  propriété  de  l'hyperboloïde 
à  une  nappe,  d'où  résultera  immédiatement  une  démonstration  de 
la  double  génération  de  cette  surface  par  une  ligne  droite. 

On  appelle  hjperboloïde  à  une  nappe  la  surface  engendrée  par 
une  droite  qui  se  meut  en  s'appuyant  sur  trois  droites  fixes.  D'après 
cela  : 

Si  une  droite  ac  {fig^  89)  glisse  sur  les  deux  côtés  opposés  AB, 
CD  d'un  quadrilatère,  de  manière  quon  ait  toujours  la  relation 

flA_    cD 

X  étant  une  constante,  cette  droite  engendre  un  hyperboloîde  à 
une  nappe. 
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En  effet,  que  l^on  prenne  sur  les  deux  autres  côtés  du  quadrila- 
tère deux  points  fixes  &,  d  tels  que  Ton  ait 

il  existera  entre  ces  points  et  les  deux  a,  c  la  relation 

a\  bB  cC  dD  _ 
«B  6C  rD  5Â""  *' 

qui  prouve  que  les  quatre  points  sont  dans  un  même  plan;  c^est-à- 
dire  que  la  droite  ac  rencontre  toujours  la  droite  fixe  bd.  Cette 
droite  se  meut  donc  en  s'appuyant  sur  trois  droites  fixes  AB,  CD 
et  bd;  par  conséquent  elle  engendre  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

c.   Q.   F.   p. 

Corollaire.  —  En  observant  que  la  position  de  la  droite  bd  est 
indéterminée,  puisqu'il  suflit  que  Ton  ait 

dA  _     bB 
dD~     bC* 

on  en  conclut  que  toutes  les  droites  qui  satisferont  à  cette  relation 
s^appuieront  sur  toutes  les  génératrices  ac  de  Thyperboloïde,  et  par 
conséquent  seront,  dans  toute  leur  étendue,  sur  cette  surface. 
Donc  : 

La  surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  trois 
droites  fixes,  peut  l'être  d'une  seconde  manière  par  une  droite 
s' appuyant  sur  trois  positions  fixes  de  la  première  génératrice  ('). 

419.    L'équation —^  =  1 -77  montre  que    les  deux  points  a,  c 

forment  sur  les  deux  côtés  du  quadrilatère  AB,  CD  deux  divisions 
homographiques  ;  de  sorte  que  le  théorème  (418)  peut  s'énoncer 
ainsi  : 


(')  Cette  démonstration  géométrique  de  la  double  génération  de  Thyperbololde  à 
une  nappe  par  une  ligne  droite  a  été  donnée  (en  novembre  iHiq)  dans  la  Corrr^- 
fHmdaace  sur  l* École  Polytechnique,  t.  Il,  p.  41^. 
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Quand  deux  droites  dans  l'espace  sont  dinsées  honiographi- 
ifuement,  les  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  points  homo- 
logues  des  deux  dis^isions  engendrent  un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

420.  Puisque  les  deux  points  a,  c  forment  sur  les  deux  côtés  AB, 
CD  deux  divisions  homographiques,  si  autour  de  ces  deux  côtés 
on  fait  tourner  deux  plans  passant,  respectivement,  par  les  deux 
points  c  et  a^  ces  deux  plans,  dont  la  droite  d^intersection  sera  la 
génératrice  ac  de  l'hyperboloïde,  formeront  deux  faisceaux  (*) 
homographiques  ;  on  a  donc  ce  théorème  : 

Si,  autour  de  deux  droites  fixes,  on  fait  tourner  deux  plans 
dont  les  positions  successives  forment  deux  faisceaux  homogra^ 
phiques,  leur  droite  d'intersection  engendrera  un  hyperboloïde  à 
une  nappe, 

CoKOLLAtRB.  —  On  conclut  de  ce  théorème  que  :  Si  l'on  fait 
tourner  deux  plans  rectangulaires  autour  de  deux  droites  fixes 
dans  i' espace,  leur  droite  d'intersection  engendre  un  hyperbo- 
loïde à  une  nappe. 

Il  svfOt  de  prouver  que  les  deux  plans  mobiles  forment  deux 
faisceaux  homographiques. 

Soient  A,  B,  C,  . . .  des  positions  du  premier  plan,  qui  tourne 
autour  de  la  droite  L,  et  A',  B',  C,  ...  les  positions  correspon- 
ilantes  du  second  plan,  qui  tourne  autour  de  la  droite  U.  Que 
d'un  point  fixe  O',  pris  sur  la  droite  L',  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires sur  les  plans  A,  B,  C,  • . . ,  ces  droites,  situées  dans  les 
plans  A^  B',  C^  . . . ,  respectivement,  seront  toutes  dans  un  même 
plan,  perpendiculaire  à  la  droite  L;  donc  le  rapport  anharmonique 
de  quatre  de  ces  droites  sera  égal  à  celui  des  quatre  plans  A',  Bf,,., 
dans  lesquels  elles  sont  situées  (17);  mais  leur  rapport  anharmo- 
nique est  égal  à  celui  des  quatre  plans  A,  B,  . . . ,  parce  que  ces 
droites  sont  perpendiculaires  à  ces  plans  respectivement.  Donc  le 
rapport  anharmonique  des  quatre  plans  A,  B,  ...  est  égal  à  celui 


(*)  Mous  appelons  /ftisreau  de  plans  une  série  de  plans  passant  par  une  même 
droite. 
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des  quatre  plans  correspondants  A',  B',  ...  ;  ce  qu'il  fallait  prouver. 
Donc,  etc.  (*). 

421.  Quatre  points  c,  c\  •  •  •  appartenant  à  quatre  génératrices 
aCj  a'dy  ...  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
plans  qui,  ayant  pour  arête  commune  le  côté  A6,  passent  respecti- 
vement par  ces  quatre  génératrices,  lesquels  sont  les  plans  tangents 
à  rhyperboloïde  aux  points  a,  a',  ....  Donc,  puisque  les  quatre 
points  Cf  c'y , . .  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  a,  a',  •  • . ,  on  peut  dire  que  : 

Les  plans  tangents  à  un  hyperboloïde,  en  quatre  points  d'une 
même  génératrice  AB,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à 
celui  de  ces  quatre  points. 

Ce  théorème  donne  lieu,  par  les  conséquences  qu'on  en  peut 
déduire,  à  diverses  propriétés  de  l'hyperboloïdcj  et  en  général  des 
surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite.  Mais  ce  n'est  pas  ici  le 
moment  de  traiter  cette  matière  (^). 


§  IV.  —  Propriétés  de  Hiezagone. 

I. 

422.  Etant  données  six  droites,  si  deux  d'entre  elles  sont  di- 
xfisées  homographiquement  par  les  quatre  autres,  il  en  sera  de 
même  de  deux  quelconques  des  six  droites. 


(')  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  0'  sur  les  plans  A,  B,  ... 
sont,  évidemment,  sur  l'hyperboloide  ;  or  le  lieu  de  ces  points  est  un  cercle  situé  dans 
le  plan  perpendiculaire  à  la  droite  L,  mené  par  le  point  C;  on  en  conclut  donc  que  : 
Les  sections  circulaires  de  l'hyperboloide  sont  dans  des  plans  perpendiculaires  aux  deux 
droites  L,  L'. 

Cet  hyperboloïde,  engendré  par  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  rectangu- 
laires tournant  autour  de  deux  droites  fixes,  jouit  d*une  propriété  intéressante:  On 
peut  déterminer  d'une  inanité  de  manières  un  système  de  deux  droites  telles,  que  les 
tliitances  de  chaque  point  de  l'hyperboloide  à  ces  deux  droites  ont  un  rapport  con- 
stant. (Voir  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  t.  I,  p.  33.|;  année  i836.) 

(')  On  peut  consulter  un  Mémoire  sur  les  surfaces  engendrées  par  une  ligne  droite, 
dans  le  Tome  XI  de  la  Correspondance  mathématique  et  physique  de  M.  Quetelet, 
année  i838,  p.  /|9-ii3. 
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Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  (jfi^.  90)  les  six  droites,  dont  les  quatre 
premières  divisent  homographiquement  les  deux  E,  F,  c^est-à-dire 
on  deux  séries  de  quatre  points  a,  t,  c,  d  sur  E,  et  a',  i',  (/,  d' 
sur  F,  qtii  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 

Je  dis  que  les  deux  droites  A  et  B  sont  aussi  divisées  homogra- 
phiquement par  les  quatre  autres  C,  D,  E,  F. 

En  effet,  soit  O  le  point  de  concours  des  deux  droites  C,  D  :  les 
deux  séries  de  quatre  points  a,  A,  c,  rf  et  a',  V,  </,  d'  ayant  leurs 
rapports  anharmoniques  égaux,  il  en  est  de  même  des  deux  fais- 
ceaux de  quatre  droites  Oa,  O  t,  C,  D  et  O  «/,  Oi',  C,  D.  De  sorte 
qu^on  a  l'équation 

sin(Og,  C)  .  sin(0^,  C]  _  sin(Og\  C)  ,  sin(0^^  C) 
sinjoo,  D)  '  sin(06,  D)  ""sinjort',  D)  'sin(06',D)' 


ou 


8in(0a,  C)  ^  ûn[Oa\  C)  _  sin(06,  C)  ^  sin(06^  C) 
sin(0«,  D)  •sin(0«',  D)  ""  sin(0^  D)  *  sin(0^',D)' 

Ce  qui  exprime  que  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites  Oa,  Oa', 
C,  D  et  0&,  OUj  C,  D  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux. 
Donc  les  quatre  points  d^ntersection  du  premier  faisceau  par  la 
droite  A  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
points  d'intersection  du  second  faisceau  par  la  droite  B.  Ce  qui 
démontre  que  les  deux  droites  A,  B  sont  divisées  homographi- 
quement. 

Il  reste  à  montrer  que  Tune  des  deux  droites  E,  F  et  Tune  des 
quatre  autres,  par  exemple  E  et  D,  sont  divisées  aussi  homographi- 
quement; cela  résulte  de  ce  que  les  deux  A  et  B  sont  divisées  ho- 
mographiquement. Ainsi  le  théorème  est  démontré  complètement. 

423.  Quand  deux  côtés  d'un  hexagone  sont  divisés  homogra- 
phiquement par  les  quatre  autres,  les  trois  diagonales  qui 
joignent  les  sommets  opposés  passent  par  un  même  point. 

Soit  ABCDEF  {Jig*  91)  l'hexagone;  considérons  deux  côtés 
opposés  AB,  DE.  Soient  rf',  e'  les  points  de  rencontre  du  premier 
par  les  deux  côtés  CD,  EF;  et  i',  a'  les  points  de  rencontre  du  se- 
cond par  les  deux  côtés  BC,  AF.  Les  quatre  points  A,  B,  d\  e' 
ont,  par  hj^pothèse,  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
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quatre  a',  b\  D,  E;  ceux-ci  peuvent  être  écrits  dans  l'ordre  E,  D, 
I/y  a'  (44);  nous  dirons  donc  que  les  deux  séries  de  quatre  points 
A,  B,  d'y  e'  et  E,  D,  t',  a'  ont  leurs  rapports  anharmoniques 
égaux.  Il  s'ensuit  que.  les  droites  menées  de  deux  points  quel- 
conques de  la  première  série  aux  deux  points  correspondants  de 
laseconde,  pris  inversement,  se  coupent  sur  une  même  droite  (113). 
Les  deux  points  C,  F  et  le  point  de  croisement  des  deux  diago- 
nales AD,  BE  sont  des  points  de  cette  droite.  Donc  les  deux  dia- 
^^onales  AD,  BE  se  coupent  sur  la  troisième  diagonale  CF. 

c.  Q.   F.   p. 

424.  On  conclut  sans  difliculté  de  ce  théorème  que  : 

Réciproquement  :  Quand  les  trois  diagonales  qui  joignent  les 
sommets  opposés  d'un  hexagone  passent  par  un  même  point, 
deux  côtés  quelconques  de  l'hexagone  sont  divisés  homographie 
quement  par  les  quatre  autres, 

II. 

425.  Etant  donnés  six  points,  si  les  faisceaux  formés  autour 
de  deux  de  ces  points  par  les  rayons  menés  aux  quatre  autres 
sont  homo graphiques  [c'est-à-dire  ont  leurs  rapports  anharmo- 
niques  égaux) ^  il  en  est  de  même  pour  deux  quelconques  des  six 
points. 

Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F  [fig*  92)  les  six  points.  Les  deux  fais- 
ceaux qui  ont  pour  centres  les  deux  points  E,  F  et  dont  les  rayons 
passent  par  les  quatre  autres  points  A,  B,  C,  D  ont,  par  hypo- 
thèse, leurs  rapports  anharmoniques  égaux;  je  dis  qu'il  en  est 
de  même  des  deux  faisceaux  qui  ont  pour  centres  les  deux  points 
A,  B  et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  autres  points  C, 
D,  E,  F. 

En  effet,  la  droite  CD  coupe  les  deux  premiers  faisceaux,  qui 
ont  leurs  centres  en  E  et  F,  en  deux  séries  de  quatre  points  /i,  b, 
C,  D  et  a\  b\  C,  D  qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux, 
puisque  les  deux  faisceaux  sont  homographiques.  On  a  donc 

«C     bC        a'C     b'C  ai:     aC       bC     b' C 


ou 


aD  '  bD    '  «'D'  b'D  aD'  a'D"'  bD'  b'D' 
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ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a,  a',  C,  D  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  b,  b'j  C,  D.  Donc  le  faisceau 
qui  a  son  centre  en  A  et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre 
points  ay  a' y  C,  D  a  le  même  rapport  anharmonique  que  le  fais- 
ceau qui  a  son  centre  en  6  et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre 
points  i,  i',  C,  D  ;  c'est-à-dire  que  les  quatre  droites  menées  du 
point  A  aux  quatre  points  Ë,  F,  D,  C  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique égal  à  celui  des  quatre  droites  menées  du  point  B  aux  quatre 
mêmes  points. 

Il  nous  reste  à  prouver  que  les  deux  faisceaux  qui  ont  leurs 
centres  en  l'un  des  deux  points  E,  F  et  l'un  des  quatre  A,  B,  C, 
D,  par  exemple  en  E  et  D,  et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre 
autres  points,  sont  aussi  homographiques.  Or  cela  résulte  de  ce 
que  les  deux  faisceaux  qui  ont  leurs  centres  en  A  et  en  B  sont  ho- 
mographiques. Le  théorème  est  donc  démontré. 

426.  Quand  dans  un  hexagone  les  rayons  menés  de  deux 
sommets  aux  quatre  autres  Jormenl  deux  Jaisceaux  homogra- 
phiques, les  points  de  concours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne 
droite. 

Soient  l'hexagone  ABCDEF  [fig^  pS)  et  G,  H,  I  les  points  de 
concours  des  trois  couples  de  côtés  opposés  AB,  DE;  BC,  EF; 
CD,  FA.  Je  dis  que  ces  trois  points  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  les  quatre  droites  BA,  BC,  BD,  BF  ont  le  même  rap- 
port anharmonique  que  les  quatre  EA,  EC,  ED,  EF  par  hypo- 
thèse, et,  en  changeant  l'ordre  de  celles-ci,  on  peut  dire  que  les 
({uatre  premières  ont  le  même  rapport  anharmonique  que  les 
quatre  EF,  ED,  EC,  EA  (49).  Donc  les  points  d'intersection  de 
deux  droites  quelconques  de  la  première  série  par  les  deux  droites 
correspondantes  de  cette  dernière,  prises  inversement,  sont  deux 
points  toujours  en  ligne  droite  avec  un  même  point  fixe  (116).  Or 
D  et  C  sont  un  système  de  deux  tels  points,  F  et  A  un  autre,  et  G 
et  H  un  troisième.  Donc  les  trois  droites  DC,  FA,  GH  passent  par 
un  même  point ,  c'est-à-dire  que  le  point  I  est  en  ligne  droite  avec 
les  deux  G  et  II;  ce  qu'il  fallait  prouver.  Donc,  etc. 

427.  Réciproquement  :  Quand  les  trois  points  de  concours  des 
côtés  opposés  d'un  hexagone  sont  en  ligne  droite,  les  Jaisceaux 
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qui  ont  pour  centres  deux  sommets  quelconques  de  l'hexagone 
et  dont  les  rayons  passent  par  les  quatre  autres  sommets  sont 
homographiques. 

Cette  réciproque  se  conclut  de  la  proposition  directe,  sans  dif- 
ficulté. 

428.  Observfation.  —  Les  hexagones  auxquels  se  rapportent 
les  propositions  précédentes  jouissent  de  diverses  autres  propriétés 
qu^il  serait  aisé  de  démontrer  ici,  mais  qui  se  présenteront  plus 
naturellement  dans  la  théorie  des  sections  coniques. 
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tQUATIONS   d'une   DROITE»   OU   RELATIONS  DE   SEGMENTS  SERVANT   A    DÉTER- 
MINER  TOUS  LES  POINTS   d'uNE  LIGNE  DROITE. 


§  I.  —  Équation  entre  les  segments  faits  snr  deux  droites  par  des  rayons 

tournant  autour  de  deux  pôles  fixes. 

429.  Nous  avons  vu  (Chap.  XVII)  qu'on  peut  décrire  de  di- 
verses manières  une  ligne  droite  par  le  point  d'intersection  de 
deux  rayons  tournant  autour  de  deux  points  fixes;  il  sufBt  que 
ces  deux  rayons  forment  deux  faisceaux  homographiques  tels,  que 
la  droite  qui  joint  les  deux  points  fixes,  considérée  comme  appar- 
tenant au  premier  faisceau,  soit  elle-même  son  homologue  dans 
le  second  faisceau.  Si,  au  lieu  de  déterminer  l'homographie  des 
deux  faisceaux  par  des  constructions  géométriques,  comme  nous 
Pavons  fait,  on  l'exprime  par  une  relation  d'angles  ou  de  segments, 
cette  relation  constituera  une  équation  de  la  droite.  Nous  allons 
chercher  les  différentes  formes  d'équations  auxquelles  ces  consi- 
dérations donnent  lieu. 

I. 

430.  Si  autour  de  deux  pôles  fixes  P,  P'  {fig>  94)  on  fait 

tourner  deux    rayons    rencontrant   respectivement  deux  axes 

fixes  EA,  E'  B'  en  deux  points  m,  m' tels  que  l'on  ait  la  relation 

constante 

,    .  Km      *B'/w' 

dans  laquelle  A  et  B'  sont  deux  points  fixes  pris  arbitrairement 
sur  les  deux  axes,  E,  E'  les  points  où  ces  axes  rencontrent  la 
droite  PP'  et  a,  6,  v  des  coefficients  constants,  le  point  de  con-- 
cours  des  deux  rayons  Pm,  P'm'  décrira  une  ligne  droite. 

En  effet,  l'équation  exprime  que  les  deux  points  m,  m'  forment 
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sur  les  deux  axes  EÂ,  E'  B'  deux  divisions  homographiques  dans 
lesquelles  E  et  E'  sont  deux  points  homologues  (1S9);  d'où  il  suil 
que  les  deux  droites  Pm,  Vm'  décrivent  deux  faisceaux  homogra- 
phiques qui  satisfont  à  la  condition  que  la  droite  PP'  soit  elle- 
même  son  homologue  dans  les  deux  faisceaux.  Donc  le  point  d'in-* 
tersection  des  deux  rayons  P/w,  P'w' décrit  une  ligne  droite  (110); 
ce  qu'il  fallait  prouver  (  *  ). 

Il  est  clair  que,  réciproquement,  une  droite  étant  donnée,  on 
pourra  toujours  déterminer  deux  des  trois  constantes  a,  S  et  v, 
l'autre  étant  prise  à  volonté,  de  manière  que  l'équation  (a)  cor- 
responde^ la  droite. 

431.  Nous  avons  vu  (129)  que  dans  l'équation  [a)  un  ou  deux 
des  points  fixes  A,  E,  B',  E'  peuvent  être  situés  à  Tinfini  et  que 
le  segment  qui  se  rapporte  à  un  point  situé  à  l'infini  disparaît  de 
l'équation  comme  s'il  était  devenu  égal  à  l'unité.  Il  s'ensuit  que, 
sans  changer  la  position  des  deux  pôles  P,  P',  mais  eh  supposant 
que  l'une  des  deux  origines  A,  B'  ou  toutes  deux  soient  à  l'infini, 
ou  bien  que  l'un  des  deux  axes  EA,  E^B'  ou  tous  deux  soient  pa- 
rallèles à  la  droite  PP',  on  aura  les  quatre  équations  suivantes, 
toutes  également  propres  à  représenter  une  ligne  droite  quel- 
conque : 

Km  6 

oc 


£/yt        E  m 

E/n"*"  EW    ■"'' 

u h  6.B  m  =  V, 

E/n 

a.A/n  -+-  6.B'/ii'  =  V. 


(')  n  existe  dans  la  Géométrie  à  trois  dlmeDsions  an  tbéorèm*  analogue,  saToirt 

Étant  donnés,  dans  l* espace,  un  triangle  et  trois  axes  fixes  de  direction  fueUonqm 
qui  rencontrent  le  pian  du  triangle  en  trois  points  E,  E',  E',  et  étant  pris  sur  ces  axes 
trois  points  fixes  A,  B',  C,  si  autour  des  trois  côtés  du  triangle  on  fait  tourner  trois 
plans  fui  rencontrent  respectivement  les  trois  axes  en  trois  points  m,  m',  m'  telt, 
fue  l'on  ait  la  relation 

A  m       .B'm'  Cm" 

«e,  S,  /,  ^  étant  des  coefficients  constants,  le  point  d* intersection  des  trois  plans  dé^ 
crira  un  plan. 
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432.  Quand  dans  ces  équations,  de  même  que  dans  (a),  la  con- 
stante y  est  nulle,  Téquation  devient  à  deux  termes,  et  alors  les 
points  fixes  A,  B^  sont  deux  points  homologues  des  deux  divisions 
homographiques  (121),  et  la  droite  lieu  du  point  d'intersection 
des  deux  rayons  tournants  Pm,  V'm'  passe  par  le  point  de  ren- 
contre des  deux  droites  PA^  P^B'.  Cela  a  lieu  même  quand  les 
points  A  et  B'  sont  à  l'infini. 

II. 

433.  Les  pôles  P,  P'  sont  pris  arbitrairement;  la  seule  condition 
à  observer,  c'est  que  ces  points  et  les  deux  E,  E'  soient  tous  quatre 
sur  une  même  droite.  Cette  droite  peut  être  à  l'infini;  alors  les 
droites  Pm  sont  parallèles  entre  elles,  ainsi  que  les  droites  V'm' y 
mais  sous  une  autre  direction,  et  l'équation  devient 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  sur  deux  axes  on  prend,  à  partir  de  deux  points  fixes  \, 
Hf  [Jig.  gS)f  deux  segments  ^variables  A  m,  Bf  m' liés  entre  eux 
par  la  relation  du  premier  degré 

[b)  a.AmH-e.BW=v, 

et  que  par  les  points  m,  m' on  mène  des  droites  parallèles  à  dctix 
autres  axes  fixes,  le  point  d'intersection  de  ces  deux  droites  dé- 
crira une  ligne  droite. 

CoKOLLAiKE.  —  Coordonnées  de  Descartes,  Si  les  deux  points 
fixes  A,  B'  coïncident  en  O  {fig^  96)  avec  le  point  d'intersection 
des  deux  axes,  et  si  les  droites  Mm  sont  parallèles  à  l'axe  Om'  et 
les  droites  Mm'  parallèles  à  l'axe  Om,  les  deux  segments  Om, 
Om'  seront  précisément  les  deux  coordonnées  x^y  du  système  de 
Géométrie  analytique  de  Descartes;  et  le  théorème  exprime  que 
l'équation  du  premier  degré 

est  celle  d'une  ligne  droite. 
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434.  Reprenons  le  cas  où  les  points  A,  B^  origines  des  segmcDis 
Am,  B'/n^  [fiS'  9^)'  ^^^^  quelconques,  ainsi  que  les  directioDs 
des  deux  axes  fixes  auxquels  les  droites  Mm,  Mm'  sont  parallèles. 

Que  Ton  mène  par  le  point  fixe  A  la  parallèle  à  la  droite  Mm  et 
qu'on  abaisse  sur  cette  droite  l'oblique  Mp  parallèle  à  A  m;  on 
aura  M/7  =  Am.  Pareillement ,  ayant  mené  par  le  point  fixe  B'ia 
parallèle  à  Mm'  et  abaissé  du  point  M  sur  cette  droite  l'oblique  M/?' 
parallèle  à  B'm',  on  a  M^'=B'm'.  De  sorte  que  l'équation  [b] 
devient 

a.M/i  -h  e.M/>'  =  v; 
c'est-à-dire  que  : 

Si  l'on  demande  le  lieu  d'un  point  M  tel  que  les  obliques  Mp, 
Mp'  abaissées  de  ce  point  sur  deux  axes  fixes,  sous  des  angles 
donnés,  aient  entre  elles  la  relation  du  premier  degré 

et .  M/?  H-  6 .  }Ap'  =:  V, 

le  lieu  de  ce  point  est  une  ligne  droite. 

On  peut  encore  conclure  de  là  l'équation  de  la  Géométrie  ana- 
lytique, déduite  plus  directement  du  théorème  précédent. 

III. 

435.  Au  lieu  de  Téquation  (a)  pour  exprimer  la  division  homo- 
graphique  des  deux  droites  £A,  E'B'  [fig.  97),  on  peut  prendre 
l'équation 

[c]  A/n.B'm'-+->.A/»i4-fA.BW-+-v  =  o     (137), 

pourvu  que  l'on  détermine  l'un  des  trois  coefficients  X,  /tjc,  v  de 
'  manière  que  les  points  de  rencontre  de  la  base  PP'  par  les  deux 
axes  EA,  E^B'  soient  deux  points  homologues.  L'équation  qui 
exprime  cette  condition  est 

AE.B'E'-r)..AE-f-fi.B'E'-hv  =  o. 

Ainsi  l'équation  générale  d'tme  droite  sera 

Aiii.BW-|->.A/iH-tt.BW=:AE.B'E'-hX.AE-hfi.B'£\ 


ÉQUATIONS  D*UNB  DROITE.  28g 

OU 

Aiw.BWh-  >.Ew  -h  fA.E'w'=  AE.B'E', 

les  deux  coeflicicnts  X  et  fx  étant  arbitraires. 

Appelons  I  le  point  de  la  première  droite  EA  qui  correspond  à 
rinfini  de  la  seconde  et  J'  le  point  de  celle-ci  qui  correspond  à 
rinfini  de  la  première;  on  aura  /  :=  —  B'J',  fx  =  — AI(140),  et 
Téquation  devient 

Am.BW— B'J'.Ew  — Al. EW  =  AE.B'E'. 

Réciproquement,  une  droite  L  étant  donnée,  cette  équation 
pourra  la  représenter;  les  points  A,  B'  y  sont  arbitraires,  mais  les 
deux  points  I,  J'  ne  le  sont  pas  :  ils  dépendent  de  la  position  de  la 
droite.  Pour  déterminer  le  point  I,  on  mène  la  droite  P'C  parallèle 
à  la  droite  E^B^  et  qui  rencontre  la  droite  L  en  C;  puis  la  droite 
PC  qui  marque  sur  EA  le  point  I.  Pareillement,  pour  déterminer 
le  point  J^  on  mène,  parallèlement  à  EA,  la  droite  PD  qui  rencontre 
la  droite  L  en  D;  la  droite  P'D  rencontre  la  droite  E'B'  au  point 
cherché  J'. 

Si  Ton  place  les  deux  points  A  et  B'  en  I  et  J'  respectivement, 
Téquation  se  réduira  à 

Im.J'/i/  =  lE.J'E'. 

436.  Dans  tous  les  théorèmes  précédents  on  peut  supposer  que 
les  deux  droites  EA,  E'B^  coïncident;  les  mêmes  équations  sub- 
sistent. 

L'équation  (c)  peut  prendre  alors  une  forme  différente,  savoir 

(d)  Aiiî.BW-l->./iiy»/-4-vzz:o     (168). 

Mais  il  faut  observer  que  la  constante  v  n^est  pas  arbitraire  ;  car, 
pour  que  l'équation  soit  celle  d'une  droite,  il  faut  que  le  point  E, 
où  l'axe  EA  {Jig*  98)  rencontre  la  base  PP',  soit  un  point  double, 
c'est-à-dire  la  réunion  des  deux  points  homologues  E,  E^  Cette 
condition  s'exprime  par  la  relation 

AE.B'E -+-v  =  o. 

Ainsi  l'équation  générale  d'une  droite  sera 

A/ii.B'm'-*->./wm'  =  AE.B'E; 
CBAtLis. —  Géom,  tup,  19 
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les  points  Â  et  B'  étant  pris  arbitrairement  sur  Taxe  EA,  et  X  étant 
tin  coeflicient  arbitraire. 

Cette  équation  renferme  trois  éléments  indéterminés,  le  point  Â, 
le  point  B  et  le  coeflicient  X.  Une  droite  étant  donnée,  on  ne  peut 
prendre  qu'un  de  ces  éléments  arbitrairement;  les  deux  autres 
seront  pris  de  manière  que  Téquation  s'applique  à  cette  droite  par- 
ticulière. 

Corollaire.  —  Les  deux  points  doubles  des  divisions  homogra- 

phiques  marquées  par  les  points  //i,  m' sur  l'axe  EA  sont  le  point  E 

rt  le  point  F,  intersection  de  l'axe  EA  par  la  droite  proposée.  11 

s'ensuit  que  les  deux  points  A  et  B'  sont,  de  part  et  d'autre,  à 

ég^ale  distance  du  point  O,   milieu  de  EF  (168).  On  peut  donc 

placer  le  point  A  en  E  et  le  point  B'  en  F;  alors  l'équation  de  la 

tlroite  est 

E//I  .Fm'  —  El.  mm'  =  o 

ou 

Ew.Fm' 


mm' 


El. 


§  II.  —  fiqnation  entre  des  segmenU  faits  sur  plusieurs  axes  par  des 
rayons  tournant  autour  de  points  fixes  situés  en  ligne  droite. 

I. 

437.  Le  théorème  (430),  relatif  aux  segments  faits  sur  deux  axes 
lixes,  peut  être  généralisé  et  appliqué  aux  segments  faits  sur  un 
nombre  quelconque  d'axes  fixes,  de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  a  plusieurs  axes  AE,  BE',  CE",  . ..  et  autant  dépotes 
P,  P',  P", . . .  placés  en  ligne  droite,  et  que  de  chaque  point  M 
d'une  droite  L  on  conduise  des  rayons  à  ces  pôles,  lesquels  ren- 
i'ontrent  respectivement  les  axes  AE,  BE',  CE",  ...  e/i  m,  m', 
lu",  ...y  on  aura  entre  les  segments  que  ces  points  font  sur  ces  axes, 
à  partir  d'autant  de  points  fixes  A,  B,  C, ...  pris  arbitrairement 
et  des  points  E,  E',  E'',  . . . ,  tous  situés  sur  la  droite  PP'P'', .... 
la  relation  constante 

km  Bm'  Cm" 
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iloiis  laquelle  tous  les  coefficients,  moins  deux,  pansent  être  pris 
arbitrairement . 

C*est*à-dlre  que  les  deux  cocnicients  non  déterminés  pourront 
Tétre  de  manière  que  Téquation  ait  toujours  lieu. 

Nous  allons  démontrer  que,  si  la  proposition  est  vraie  dans  le 
cas  de  n  axes  AE,  BE',. . .,  elle  l'est  nécessairement  pour  [n-h  i) 
axes. 

Supposons  que  les  dcn\  coefficients  non  déterminés  soient  a 
et  S.  Faisons  abstraction  du  premier  axe  AE  ;  nous  aurons  un  axe 
(le  moins,  et,  par  hypothèse,  la  proposition  sera  vraie,  de  sorte 
que,  les  coeflicients  y,  (^, .  • .  étant  donnés,  on  pourra  déterminer 
les  deux  6',  y'  de  manière  que  Ton  ait  toujours  Téquation 

r.  -   -i-~  •/  ■ 

h  m  Ci  m 


xMais,  en  ne  considérant  que  les  deux  axes  AE  et  BE^  on  peut  dé- 
terminer deux  coeflicients  a,  6"  de  manière  que  Ton  ait  toujours 
la  relation 

Em  E'm        '  .      \        > 

Ajr»utanl  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  a 

A//'         .,      ^„.  B/w'  Cm" 

Ztin  La  ni  Ta  m 

(Icilc  équation,  relative  à(7i-hi)  axes,  aura  toujours  lieu,  puis- 
qu'elle résulte  de  deux  équations  qui  elles-mêmes  ont  toujours 
lieu,  et  les  coeflicients  de  ses  deux  premiers  termes,  les  seuls  qui 
ne  soient  pas  donnés,  ont  des  valeurs  déterminées. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  coeflicients  non  déter- 
minés soient  a  et  y.  On  fera  encore  abstraction  du  premier  axe  AE, 
v\    Ton   déterminera  deux  coeflicients   6'  et  v'  de  manière  que 

Ton  ait 

^,  Bm'  Cm*' 

E'm'       ^  E'^m"  ^ 


.  •  t 


ce  qu*on  peut  faire  par  hypothèse  ;  puis,  en  considérant  les  deux 
a\cs  AE,  BE',  on  déterminera  deux  coeflicients  a,  v''  tels,  que 

»9- 
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l'on  ait 

Ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient 

A/w       ^  Bm  Cm"  ,  ,        „. 

E/w  Y:  m  Y:  m  ^  ' 

équation  dans  laquelle  les  deux  coefficients  a  et  (v'4-  v'^),  les  seuls 
qui  ne  soient  pas  donnés,  ont  des  valeurs  déterminées. 

Ainsi,  il  est  démontré  que,  si  le  théorème  a  lieu  pour  n  axes,  il 
aura  lieu  pour  (/i  +  i).  Mais  il  est  vrai  pour  deux  ;  donc  aussi  pour 
trois,  pour  quatre,  etc. 

Observation.  —  Dans  le  cas  de  deux  axes  on  ne  peut  pas  faire 
en  général  la  constante  v  égale  à  zéro,  mais  on  le  pourra  toujours 
dans  le  cas  où  Ton  a  plus  de  deux  axes. 

438.  Nous  venons  de  prouver  que,  ayant  pris  arbitrairement  les 
coefficients  a,  6,  . . . ,  v,  moins  deux,  on  peut  déterminer  ceux-ci 
de  manière  que  Téquation  ait  lieu  pour  tous  les  points  d'une  droite 
donnée  L.  Or,  deux  points  quelconques  de  la  droite  peuvent  servir 
pour  déterminer  ces  deux  coefficients.  En  eSet,  ces  deux  points 
donneront  lieu  à  deux  équations,  telles  que 

A  m.        ^  B/w',  Q»ni. 

a -h  6 \-  -^  7  1   -+-•••   ::n  V. 

Aw«        ^  Bm'  C///' 

« -h  6 r  -f-  7 1'  -h  •  •  •  =  V  : 

Ei/7t|  £«  /If  ,  J*.    i7?2 

et  ces  équations,  dans  lesquelles  les  segments  A/7i|,  Ama,  ... 
sont  connus,  servent  à  déterminer  les  deux  coefficients  inconnus. 

Il  suit  de  là  que  :  Quand  l'équation  {e)a  lieu  pour  deux  points 
d'une  droite,  elle  a  lieu  pour  tous  les  autres  points  de  cette 
droite. 

Ce  qui  conduit  à  ce  théorème  général,  qu'on  peut  considérer 
comme  la  réciproque  de  la  proposition  (437)  : 

439.  Etant  donnés  des  axes  AE,  BE',  CE''^,  . . .  terminés  en 
E,  E',  E*,  ...  à  une  même  droite  et  autant  de  pôles  P,  P',  P", . . . 
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situés  sur  cette  droite,  si  l'on  demande  le  lieu  d'un  point  M  tel 

que  les  rayons  conduits  de  ce  point  aux  pôles  P,  P',  P", . . .  Jassent, 

respectivement,  sur  les  axesAE,  BE',  CE",  . . .,  des  segments  dont 

•  Am    B/»      C/w  .     ^  f         f     •        _i 

les  rapports  - — »  r=T—r$  ^„   „y  •  •  aient  entre  eux  la  relation  au 

premier  degré 

,    .  Km       ti^m  Cm 

</a/i^  laquelle  a,  6,  y, . . .,  i/  507if  c/ej  coefficients  constants  pris  arbi- 
trairement, le  lieu  du  point  M  sera  une  ligne  droite. 

En  effet,  supposons  que  Ton  ait  déterminé  deux  points  M|, 
Ms  satisfaisant  à  Téquation;  cette  équation  aura  lieu  pour  tous  les 
autres  points  de  la  droite  qui  joint  les  deux  M|,  M^  (438),  ce  qui 
démontre  le  théorème. 

Nous  verrons  plus  loin  (449)  comment  on  pourra  déterminer  les 
points  M I,  Ms,  . . .  qui  satisfont  à  Téquation. 


II. 

440.  Ces  théorèmes  relatifs  à  plusieurs  axes  donnent  lieu  aux 
mômes  corollaires  que  le  théorème  relatif  à  deux  axes.  Ainsi  nous 
dirons,  en  supposant  tous  les  pôles  P,  P',  ...  à  Tinfini,  que  : 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  abaisse  sur  des  axes  fixes 
des  obliques  sous  des  angles  donnés,  les  segments  que  ces  obliques 
détermineront  sur  ces  axes,  à  partir  de  points  Jîxes  A,  B,  . . ., 
auront  entre  eux  une  relation  du  premier  degré 

K.Am  -h  6.Bm'-4-7.C/»*'-l-. .  .  =  v, 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  6,  . . .,  y,  moins  deux,  pour- 
ront être  pris  arbitrairement» 

441.  On  peut  substituer  aux  segments  faits  sur  les  axes  fixes 
les  obliques  abaissées  parallèlement  à  ces  axes  sur  d^autres  axes 
menés  par  les  mêmes  points  fixes  A,  B,  . . .,  comme  dans  le  cas  de 
deux  axes  (434);  et  Ton  a  ce  théorème  : 
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Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  abaisse  sur  des  axes  fixes 
des  obliques  sous  des  angles  donnés,  ces  obliques  p,  p',  p'',  . . .  au- 
ront entre  elles  une  relation  du  premier  degré 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a,  6, . . .,  v,  moins  deux,  peux^ent 
être  pris  arbitrairement. 

Et  réciproquement  :  Le  lieu  d'un  point  tel,  que  les  obliques 
abaissées  de  ce  point  sur  des  axes  fixes,  sous  des  angles  donnés, 
aient  entre  elles  une  relation  du  premier  degré,  est  une  ligfw 
droite  (  *). 

44S.  Aux  obliques  qui  ont  des  directions  différentes  on  pcul 
en  substituer  d*autres  a^ant  toutes  la  même  direction,  parce  que 
celles-ci  seront  proportionnelles  aux  premières  respectivement;  il 
s^ensuit  que  : 

Etant  données  plusieurs  droites  AE,  BE',  CE''  et  une  der- 
nière L,  si  Von  mène  des  transversales  toutes  parallèles  entre  elles, 
dont  chacune  rencontre  ces  droites  en  des  points  a,  b,  c,  . . .,  M, 
on  aura  entre  les  segments  Ma,  Mb,  ...  la  relation  du  premier 


degré 


« .  M/î  -T-  S. M  ^  -f-  7 . M r  -f-  .  .  .  =:  v, 


dans  laquelle  tous  les  coefficients  a ,  o y,  moins  deux,  peuvent 

être  pris  arbitrairement. 

Et  réciproquement. 


(*)  Ce  théorème  faisait  partie  des  Lieux  plans  d'Apollonius,  ainsi  qu'on  le  voit  dans 
les  Collections  mathématiques  de  Pappus,  où  il  est  énoncé  d'abord  pour  le  cas  de 
deux  axes  seulement,  puis  pour  un  nombre  quelconque  d'axes,  dans  les  termes  sui- 
vants :  «  Si  a  puncto  quodam  ad  positiones  datas  duos  rectos  liueas  paralMas,  t*el 
inter  se  convenientes,  ducantur  rectœ  lineœ  in  dato  angulo,  'vel  datam  habentes  pro^ 
portionem,  ifel  quorum  una  simul  cum  eo  ad  quam  altéra  proportionem  habet  datom, 
dota  fuerit,  continget  punctum  rectam  lineom  positione  datam.  Et  si  sint  quotcumque 
reetag  lineœ  in  datis  angulis,  sit  autem  quod  data  linea  et  ducta  continetur,  una  cum 
cont.ento  data  linea  et  altéra  ducta,  œquale  ei,  quod  data  et  alla  ducta,  et  reliquix 
conlinetur,  punctum  similiter  rectam  lineam  positione  datam  continget.  t» 
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§  III.  —  fiqnation  entre  des  segmente  faits  sur  un  on  plusieurs  rayons 
tournant  autour  de  pôles  fixes  quelconques. 

I. 

443.  Dans  les  théorèmes  précédents ,  Téqualion  d'une  ligne 
droite  a  lieu  entre  les  segments  que  les  rayons  menés  de  chaque* 
point  de  cette  droite  à  deux  ou  plusieurs  pôles  fixes  font  sur  des 
axes  fixes.  Nous  allons  maintenant  exprimer  Téquation  d'une; 
droite  en  fonction  de  segments  faits  sur  des  rayons  menés  de 
chaque  point  de  la  droite  à  un  ou  plusieurs  pôles  fixes  pris  arbi- 
trairement. 

Considérons  le  théorème  général  (437),  d'après  lequel  tous  les 
coefficients  y  moins  deux,  peuvent  être  pris  arbitrairement. 

Prenons  sur  les  axes  AE,  BE',  . ..  {fig.  99)  des  points  fixes  K, 

R',  ...,  et  remplaçons  les  coefficients  a,  o, . . .  par    («i»Trjr)» 

br'  \ 

•  •  •  •,  l'équation  deviendra 


(Km     AR\  /Bw^  ^  BR^  \ 


c'est-à-dire  que,  si  de  chaque  point  M  d'une  droite  L  on  mène  les 
rayons  MP,  MP',  . . .  qui  rencontrent  respectivement  les  axes  AK, 
BE', ...  en  m,  m', . . . ,  on  aura  cette  relation,  dans  laquelle  tous  les 
coefficients  ai,  6|,  ...,  moins  deux,  peuvent  être  pris  arbitraire- 
ment, les  points  R,  R', . . .  ayant  été  pris  eux-mêmes  arbitrairement 
et  restant  fixes  sur  les  axes  AE,  BE', .... 

Considérons  les  quatre  droites  menées  du  point  P  aux  quatre 
points  M,  A,  E,  R,  et  coupons-les  par  une  transversale  issue  du 
point  M;  soient  M,  a,  e,  p  les  points  d'intersection  :  leur  rapport 
enharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  points  m,  A,  E,  R,  de 
sorte  que  le  premier  terme  de  l'équation  peut  être  remplacé  par 

«1  (— -  I  —  )•  Si,  pareillement,  l'on  mène  par  le  point  M  une  autre 

transversale  qui  rencontre  les  droites  P'B,  P'E',  P'R'  en  i,  e',  p', 
on  pourra  prendre  pour  le  deuxième  terme  de  l'équation  l'exprès- 
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sîon  6|  1  -7-T  :  -7-7  )>  et  ainsi  des  autres  termes»  L'équation  devient 

donc 

faM     ap\       ,  /fjM     bp'\ 
\t'M     epj  \cs/l     e  p' / 

Ainsi,  les  segments  qui  étaient  comptés  sur  les  axes  A£,  BE', . . . 
sont  remplacés  par  des  segments  comptés  sur  des  transversales 
menées  arbitrairement  par  chaque  point  M  de  la  droite  L;  et  les 
axes  ÂEy  BE'  n'entrent  plus  dans  le  théorème.  A  leur  place,  on 

considère  de  nouvelles  droites  PA,  P'B,  ...,  PR,  P'R', Les 

points  py  p\  ...  sont  sur  les  droites  fixes  PR,  P'R',  ...  ;  mais  on 
peut  éliminer  ces  droites  en  considérant  les  points  /s,  p', . . .  comme 
des  pôles  fixes  pris  arbitrairement,  par  lesquels  on  fait  passer 
toutes  les  transversales  issues  de  chaque  point  M  de  la  droite  L. 
Enfin,  de  cette  manière,  les  pôles  primitifs  P,  P',  . . .  disparaissent 
et  se  trouvent  remplacés  par  les  nouveaux  pôles  /s,  p',  ....  On  a 
donc  ce  théorème  général  : 

Etant  données  des  droites  A,  B,  C,  . . .  {fig»  100)  et  étant  pris 
arbitrairement  autant  de  pôles  fixes  p,  p',  p", . . .  correspondants 
à  ces  droites,  un  à  une  respectivement,  si  par  chaque  point  M  d'une 
droite  L  on  mène  des  transversales  passant  par  ces  pôles  p,  p', 
p",  ...y  et  rencontrant  respectiv^ement  les  droites  A,  B,  C,  . . .  e/i  des 
points  SLyhyCj...et  une  autre  droite  fixe  E  en  des  points  e  y  e',  e '',... , 
on  aura  la  relation  constante 

dans  laquelle  tous  les  coefficients  a  y  6, . . .,  y^  moins  deux,  peuvent 
être  pris  arbitrairement. 

IL 

444.  C^  théorème  général  donne  lieu  à  plusieurs  corollaires; 
car  on  peut  supposer  à  Tinfini  soit  la  droite  E,  soit  un  ou  plusieurs 
des  points  p,  p',  . . .  ou  tous  à  la  fois  ;  et  ces  points  peuvent  se  réunir 
en  un  seul. 
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Si  Ton  suppose  tous  ces  points  à  rinfini,  Téquation  [f)  devient 

.  «M       ^   AM  cM 

eM  eal  er^ 

La  droite  sur  laquelle  sont  comptés  les  deux  segments  Ma,  Me 
reste  parallèle  à  elle-même  ;  de  sorte  que  ces  deux  segments  sont 
proportionnels,  respectivement,  aux  distances  du  point  M  aux  deux 
droites  A  et  £.  Il  en  est  de  même  de  tous  les  autres  segments.  On 
a  donc,  en  appelant  p,  p',  p" ^  ...  et  ^  les  distances  de  chaque 
point  M  de  la  droite  L  aux  droites  fixes  A,  B,  C, . . .  et  £,  la  rela- 
tion homogène 

(^'')  a./>H-  ^j,p'  -^y.p" -\-  . . .  =v.9. 

Donc  :  Les  distances  de  chaque  point  d'une  droite  à  plusieurs 
axes  Jixes  ont  toujours  entre  elles  une  relation  homogène  du 
premier  degré,  dans  laquelle  tous  les  coefficients,  moins  deux, 
peuvent  être  pris  arbitrairement, 

445.   Si  la  droite  £  est  à  Tinfini,  l'équation  (y)  devient 

\h  .  a h  o  j— 7  -4-  7  — jf  H-  . . .  =J=  v; 

aci  op  Cû 

—  est  égal  au  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  des  points  M 

cl  p  sur  la  droite  A,  et  de  même  des  autres  termes.  Or  les  perpen- 
diculaires abaissées  des  points  |9,  p'y  ...  sur  les  droites  A,  B,  ... 
sont  constantes,  et  Ton  peut  les  faire  entrer  dans  les  coefïicients 
de  Téquation  ;  de  sorte  qu'en  appelant  )[7,  p',  -  »  *  les  perpendiculaires 
abaissées  de  chaque  point  M  sur  les  droites  A,  B,  ...  on  a  la  re- 
lation 

[h')  OL,p-{'^j.p''^y.p"  -^  ..  .  =v, 

dans  laquelle  tous  les  coefficienls,  moins  deux,  peuvent  être  pris 
arbitrairement;  c'est-à-dire  que  :  Les  perpendiculaires  abaissées  de 
chaque  point  d'une  droite  L  sur  des  axes  Jixes  ont  entre  elles  une 
relation  du  premier  degré  dans  laquelle  on  peut  prendre  arbi- 
trairement  tous  les  coefficients  moins  deux;  ce  qui  est  le  théo- 
rème (441),  car  on  peut  substituer  aux  perpendiculaires  des 
obliques. 
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4i6.  Faisons,  dans  Téquation  (/i), 


il  vient 


pM       ^oM  ,         ^  X 

X  • — -  +  e  •— —  -f.  .  .  .  —  '  a  -4-  Ç  -t-  ■  •  •  —  V  ), 


ou,  en  représentant  le  second  membre  par  Vf, 


o«z  0  & 


I 


ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Etant  données  des  droites  A,  B,  C, . . .  et  autant  de  pôles  Jtxesp, 
pfy  p'',  . . .  placés  d'une  manière  quelconque,  si  de  chaque  point  M 
d'une  autre  droite  L  on  mène  des  rayons  à  ces  pôles,  lesquels 
rencontreront  les  droites  A,  B,  C,  . . .  en  des  points  a,  b,  c, . . .,  on 
aura  la  relation  constante 


,    ^  PM  ,p'M  û"j 

(0  ^T7-^^'T7r  +  V-77 


M 

-f-  .  .  .  .^:  v^, 


pa  0  //  p  r 


rf/i/i5  laquelle  or,  6,...,  V|  50/2^  rfej  constantes  qui  toutes,  moins 
deux  y  peuvent  être  prises  arbitrairement. 

447.   Si   tous  les  points  p^  p\  .  • .  se  confondent  en  un  seul, 
Téqiiation  (A)  devient 


(x-) 

//M       ,^M         fM 

y. h  e h  V  

ap           Dp           cp 

cl  Téquation  (i) 

(0 

a          €         7 

^  —  4-  — H-  •• 

0  A       G  e»       oc 

t               i               i 

^f 


•'I 


pM' 


ce  qui  prouve  que  : 


Étant  données  plusieurs  droites  A,  B,  C, . . .  et  une  dernière  L, 
si  autour  d' un  point  Jixe  p  onjait  tourner  une  transversale  qu'^ 
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rencontre  ces  droites  en  des  points  a,  b,  c, . . .,  M,  on  aura  les  deua: 
relations  (k)  et  (1),  dans  chacune  desquelles  toutes  les  constantes, 
moins  deux,  peus^ent  être  prises  arbitrairement. 

448-  Et  réciproquement  : 

estant  données  plusieurs  droites  A,  B,  C,  ...,  si  autour  d'un 
point  fixe  p  on  fait  tourner  une  transversale  qui  les  rencontre  en 
des  points  a,  b,  c, . . . ,  et  qu'on  prenne  sur  cette  droite  un  point  M 
déterminé  par  l'une  ou  l'autre  des  deux  équations  (k)  et  (/),  Ir 
lieu  de  ce  point  sera  une  ligne  droite  (  *  ). 

449.  Dans  ce  théorème  on  détermine  immédiatement,  soit  par 
Téquation  (A),  soit  par  la  seconde  (l),  chaque  point  M  situé  sur 
une  transversale  issue  du  point  py  et,  comme  on  passe  de  Téqua- 
lion  (c)  du  théorème  (439)  à  Tune  ou  à  Tautre  des  équations  (A:) 
«*l  (/),  dont  les  coefficients  dépendent  de  ceux  de  Téquation  (c),  le 
point  p  pouvant  être  pris  arbitrairement,  on  voit  qu'on  pourra  se 
servir  de  Tune  des  équations  (  Ar  )  et  (  /)  pour  déterminer  les  points  M 
qui  satisfont  à  Téquation  [c),  et  même  pour  déterminer  en  parti- 
culier le  point  situé  sur  une  droite  donnée. 

430.  Observation»  —  Tous  les  théorèmes  compris  dans  le 
deuxième  et  le  troisième  paragraphe  de  ce  Chapitre,  qui  ont  été 
dos  conséquences  immédiates  de  Tun  ou  de  l'autre  des  deux  théo- 
rèmes généraux  (437)  et  (443),  comportent  la  même  généralité 
que  ceux-là  ;  car  on  peut  remonter  de  tous  ces  théorèmes  aux 
deux  (437)  et  (443)  ;  et,  comme  on  passe  aussi  de  Tun  à  l'autre  de 
ces  deux-là,  nous  pouvons  dire  que  tous  les  théorèmes  ont  une  égale 
généralité  et  qu'ils  ne  sont  que  des  expressions  différentes  d'une 
même  propriété  relative  à  tous  les  points  d'une  ligne  droite.  De 
ces  expressions,  la  plus  simple  est  celle-ci  :  Les  distances  de 
chaque  point  d'une  ligne  droite  à  plusieurs  axes  fixes  pnt  entre 
elles  une  relation  du  premier  degré,  soit  homogène,  soit  coni- 


('}  Ce  théorème  ae  troiire  dans  le  Mémoire  de  Poneelet  Sur  les  centres  fiet 
moyennes  harmoniques  (voir  Journal  de  Mathématiques  de  CreHe;  t.  III,  p.  25j; 
aimée  i8t)8). 
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plète,  dans  laquelle  tous  les  coefficients,  moins  deux  y  peuvent  être 
pris  arbitrairement. 

Tous  les  théorèmes  n'expriment  rien  de  plus  que  cette  simple 
proposition;  mais  il  est  intéressant  de  voir  qu'au  moyen  de  la  no- 
tion du  rapport  anharmonique  on  les  déduit  tous  d'une  proposi- 
tion élémentaire  (129)  et  que  Ton  peut  passer  de  l'un  à  l'autre. 


p>^ 
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CHAPITRE  XXII. 


(quàtions  d*un  point,  ou  relations  de  segments  servant  a  déterminer 
une  infinitfi  de  droites  assujetties  a  passer  toutes  par  un  mêmb 

POINT.  —    CENTRE  DE  GRAYITfi   d'uN   SYSTÈSB  DE  POINTS.  —  CENTRE   DES 
MOYENNES    HARMONIQUES. 


431.  Nous  appelons  équation  d'un  point  une  équalion  entre 
ccrlaines  variables  dont  chaque  système  de  valeurs  détermine 
la  position  d'une  droite  de  manière  que  toutes  ces  droites  passent 
par  un  même  point.  On  peut  dire  que  Téquation  représente  ce 
point. 


§  I.  ~  fiqnatioii  entre  les  segments  qu'une  droite  tournant  autour  d'un 

point  fait  sur  deux  axes  fixes. 

452.  «Si  sur  deux  axes  SA,  SB  {Jig-  loi),  qui  se  coupent  en  S  et 
sur  lesquels  A  et  B  sont  deux  points  fixes,  on  prend  deux  points 
variables  m,  m' liés  entre  eux  par  la  relation 

.  km       ^B/// 

iim  om 

dcuis  laquelle  a,  6  et  v  sont  des  coefficients  constants,  la  droite 
mm'  passera  toujours  par  un  même  point  p. 

En  efTet,  cette  équation  exprime  la  division  homographique  des 
deux  droites  SA,  SB  (129),  et  dans  cette  division  deux  points 
liomologues  coïncident  en  S.  Par  conséquent,  la  droite  mm'  passe 
toujours  par  un  même  point  p  (108). 

On  peut  dire  que  Téquation  représente  le  point  p  ou  qu'elle  est 
l'équation  de  ce  point,*ou,  en  terme  général,  que  c'est  Yéqualion  ' 
d'un  point. 
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11  est  évident  que^  réciproquement,  un  point  étant  donné,  on 
peut,  en  attribuant  à  Tun  des  trois  coefficients  a,  6  et  v  une  valeur 
arbitraire,  déterminer  les  deux  autres,  de  manière  que  Téqua- 
tion  (a)  représente  ce  point. 

453.  Chacun  des  trois  points  S,  A,  B  peut  être  à  Tinfini  (129). 
€!0  qui  donne  lieu  aux  trois  équations  : 

S  m  S  m' 

a  € 

2®  ! — -  V, 

S  /w        S  w' 

3*  a.A/w -f- 6.B/w'=:v. 

Dans  celte  dernière,  les  deux  axes  SA,  SB  sont  parallèles. 

454.  Quand  la  constante  v  est  nulle,  le  point  représenté  par 
Tune  ou  Tautre  de  ces  équations  est  toujours  situé  sur  la  droite  AB; 
car  alors  Téquation  générale  se  réduit  à 

Aw       ^Bm' 

a h  6 r^  O 

S/w  S  m 

ou 

Ait!  Bm' 

et  cette  équation  exprime  que,  dans  la  division  homographique  de^ 
deux  droites  SA,  SB,  les  points  A  et  B  sont  deux  points  homo- 
logues (120).  Donc  la  droite  AB  est  une  des  positions  de  la  droiu* 
mm' y  et  par  conséquent  le  point  p  se  trouve  sur  cette  droite. 

455.  On  peut  encore  prendre  pour  réquation  d^un  point  Tcqua- 
tion  générale 

[h]  A/w.Bw'-*- ^.Aw -f- /*.B/ir/'-+- V  =  o, 

pourvu  que  Ton  détermine  Tun  des  trois  coefficients  de  manière 
à  exprimer  que  deux  points  homologues  coïncident  en  S.  La  rela- 
tion qui  exprime  cette  condition  est 

AS.BS-hÎL.AS-f-  fA.BS-<- vrzro. 
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Kliminant  Vy  on  aura,  pour  Téquadon  générale  d*iin  point, 

;//;         A/it.B/7i'  +  )i.A//i  -f-u.Bm'==AS.BS-4->.AS-f-u.BS, 

ou 

A  /« .  B/if'  -f-  *A .  S//I  -h  II. S  m' =1  AS.  BS, 

dans  laquelle  les  coefficîenls  /  cl  a  sont  arbitraires.  Réciproque- 
ment, un  point  étant  donné,  on  pourra  attribuer  à  ces  coeflicients 
(les  valeurs  telles  que  Téquation  représente  ce  point. 

456.  Quand  les  constantes  X,  fx  sont  nulles,  Téquation  se  ré* 
(luit  à 

A  ///  •  B  ///  .=  AS .  BS. 

Ainsi,  toute  droite  mm'  déterminée  par  cette  relation  passera 
par  un  point  fixe. 

Et  réciproquement  :  Un  point  étant  donné,  on  peut  déterminer 
xur  les  deux  axes  S  S.^  SB  [Jig^  loa)  la  position  des  deux  points  ^i , 
\\  et  une  constante  X  de  manière  que  l'équation  du  point  soit 

Am,Bm'=  ).. 

Kn  eflel,  cette  équation,  qui  exprime  la  division  liomograpliique 
des  deuK  axes  AS,  BS,  fait  voir  que  le  point  A  correspond  à  Tin- 
fini  de  la  seconde  droite  et  le  point  B  à  Tinfini  de  la  première. 
Donc,  si  par  le  point  p  on  mène  une  parallèle  à  Taxe  SA,  elle  dé- 
terminera sur  le  second  axe  le  point  B,  et  pareillement  la  paral- 
lèle p  A  au  second  axe  détermine  sur  le  premier  le  point  A.  Quant 
à  la  constante  ).,  elle  est  égale  au  rectangle  SA. SB. 


$11.  —  tqnation  entre  les  segmente  faits  par  une  droite  tournant  au- 
tour d*ui  point  fixe  snr  plusieurs  droites  concourantes  en  un  même 
point. 

457-  Étant  données  plusieurs  droites  SA,  SB, . . .  passant  toutes 
par  un  même  point  S  {fig*  io3)  et  sur  lesquelles  sont  pris  arbi- 
trairement des  points Jixes  A,  B,  C,  . . . ,  si  autour  d'un  point  p  on 
fait  tourner  une  transversale  qui  rencontre  ces  droites  en  des 
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points  m,  m',  m'^  . . . ,  on  aura  la  relation  constante 
.  A/w       ^B/w  C/w 

a ,  6, . . . ,  V  étant  des  coefficients  constants  qui  tous,  moins  deux, 
peuvent  être  pris  arbitrairement» 

La  démonslralion  est  absolument  la  même  que  pour  le  théo- 
rème (437). 

458.  Pour  que  l'équation  (c)  soit  celle  d'un  point  déterminé, 
il  suffit  quelle  soit  satisfaite  pour  deux  transversales  issues  de  ce 
point. 

En  effet,  pour  que  Téquation  soit  celle  d^un  point  donné,  on 
peut  prendre  arbitrairement  tous  les  coeflicients  moins  deux;  et 
ceux-ci  se  détermineront  par  certaines  relations  dépendantes  de  la 
position  particulière  du  point.  Or  deux  transversales  passant  par 
le  point  donnent  deux  équations  de  condition  entre  tous  les  coef- 
ficients, savoir 

A//i|  B/w,  A/7t{         B//1- 

a- t-6_-LH =zv      et      a- h  €-— ;  H =:v; 

et  ces  deux  équations  suffisent  pour  déterminer  et  déterminent 
nécessairement  les  deux  coefïïcients  inconnus;  de  sorte  que,  quand 
elles  sont  satisfaites,  Téquation  (c)  est  celle  du  point  donné,  et  par 
conséquent  toute  autre  transversale  menée  par  ce  point  satisfera 
aussi  à  Téquation. 

459.  Quand  une  droite  mobile  rencontre  les  axes  SA,  SB, 
se,  . . .  e/i  des  points  m,  m^  m'',  ...  entre  lesquels  a  lieu  la  re- 
lation 

hm       «B/it  C/7t 

S/n  S/n  Sm 

où  a,  6,  7,. . . ,  V  sont  des  coefficients  constants,  cette  droite  passe 
toujours  par  un  même  point. 

En  effet,  si  Ton  considère  le  point  dUntersection  de  deux  des 
droites  qui  donnent  lieu  à  cette  équation,  il  résulte  de  ce  qui  pré- 
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cède  que  Téquation  aura  lieu  pour  toute  autre  droite  menée  par 
ce  point;  mais  elle  ne  peut  pas  avoir  lieu  pour  une  droite  qui  ne 
passerait  pas  parce  point,  car  cette  droite  rencontrerait  celles  qui 
passent  par  le  point  en  des  points  par  chacun  desquels  on  pourrait 
mener  une  infinité  de  droites  satisfaisant  à  Téquation  ;  d'où  Ton 
conclut  que  toute  droite  quelconque  satisferait  à  Téquation,  ce  qui 
n'est  pas  possible.  Donc,  etc. 

Observation.  —  Ce  théorème  peut  être  considéré  comme  la 
réciproque  de  la  proposition  (457)  ;  de  sorte  que  les  diverses  pro- 
positions que  nous  déduirons  de  celle-ci  admettront  une  pareille 
réciproque. 

460.  Dans  Téquation  (c),  le  point  S  ou  bien  les  points  A,  B,  . . . 
peuvent  être  pris  à  Tinfîni,  etTéquation  subsiste  comme  si  les  seg- 
ments infinis  devenaient  des  constantes.  Cela  résulte  de  ce  qui  a 
lieu  dans  le  cas  de  deux  axes  (453)  ;  mais  il  est  très-facile  de  le  dé- 
montrer directement.  En  eflet,  prenons  sur  chacune  des  droites  SA, 
SB,  ...  un  point  fixe,  R  sur  la  première,  R'  sur  la  seconde,  etc.  ; 
on  pourra  écrire  Téquation  sous  la  forme 

,  ,,  Am     AR       ^  B/n'     BR' 

'  Sw     SK  S/n      SR 

SR        SR' 
car  on  considérera  les  quantités  a  7—-,  ê  ^^,  ?  •  ••  comme  formant 

AR        Dix 

les  coeflicients  des  différents  termes.  Ainsi  :  Les  points  A,  R;  B, 
R';  ...  étant  pris  arbitrairement  sur  les  droites  SA,  SB,  . . .  res^ 
pectivement,  on  pourra  prendre  arbitrairement  toutes  les  con- 
stantes «,  6,  ...,  V,  moins  deux,  et  déterminer  ces  deux-ci  de 
manière  que  cette  équation  ait  lieu  pour  toutes  les  positions  de  la 
droite  mm'm". . .  tournant  autour  d'un  point  fixe  donné. 

SR     SR' 
Si  le  point  S  est  à  l'infini,  les  rapports  — >  ^—71  •••  sont  égaux 

à  l'unité,  et  l'équation  devient 


• 

AR 

^"'-^BR' 

.B/n' 

-♦- 

•  •  •  i 

ou 

simplement 

[d: 

a, 

.Am  +  6.Bi 

71' -h  . 

> . . 

V. 

Chasus.  —  Géom.  sup. 

V 


20 


3o6  TRAITÉ  DE  GEOMETRIE  SUPERIEURE.  —  CHAPITRE  XXII. 


Si  ce  sont  les  points  A,  B,  . . .  qu'on  suppose  à  Tinfini,  les  rap- 
A  m     Bm' 


ports  -— -»    — 7>  •  •  •  sont  égaux  à  l'unité  et  Téquation  prend  la 


forme 

'  Sm       S/w        S/w 


§  III.  —  Relation  constante  entre  les  perpendiculaires  abaissées  de  plu- 
sieurs points  sur  une  droite  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe.  — 
Centre  de  gravité  d'un  système  de  points. 

461.  L'équation  (c)  donne  lieu  à  des  théorèmes  d'un  énoncé 
différent;  dans  lesquels  ce  ne  sont  plus  des  segments  faits  sur  des 
droites  fixes  qui  servent  à  déterminer  la  position  d'une  droite 
mobile,  mais  bien  les  distances  de  cette  droite  à  des  points  fixes. 

En  effet,  le  terme  -^ —  est  égal  au  rapport  des  perpendiculaires 

abaissées  des  deux  points  A,  S  sur  la  droite  pm.  Pareillement,  le 

terme  ^ — j  est  égal  au  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  des 

deux  points  B  et  S  sur  la  même  droite,  et  ainsi  des  autres.  Soient 
donc  p^  p'^  p"y  ...  et  9  les  distances  des  points  A,  B,  C,  . . .,  S  à 
la  droite  pm\  l'équation  deviendra 

(/)  tt.p  -\-  g./?' 4- 7. />"-+-. . .  — v.^izio; 

ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d'un  point,  ses  distances  à 
plusieurs  autres  points  fixes  quelconques  ont  entre  elles  une  rela- 
tion homogène  du  premier  degré  dont  tous  les  coefficients,  moins 
deux,  peuv^ent  être  pris  à  volonté. 

Et  réciproquement  :  Quand  les  distances  d'une  droite  variable 
de  position  à  plusieurs  points  fixes  consentent  entre  elles  une 
relation  homogène  du  premier  degré,  cette  droite  passe  toujours 
par  un  même  point. 

La  détermination  des  signes  dans  ce  théorème  est  évidente. 
Pour  tous  les  points  situés  d'un  même  côté  de  la  transversale  les 
distances  de  ces  points  à  cette  droite  seront  positives,  et  pour  tous 
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les  points  situés  de  l'autre  côté  les  distances  seront  négatives; 
car  chaque  rapport  tel  que  -  a  le  même  signe  que  le  rapport  cor- 
respondant -^ — >  et  ce  signe  est  +  ou  —  selon  que    les  deux 

points  A  et  S  sont  du  même  côté  du  point  m,  et  par  conséquent  de 
la  transversale,  ou  de  côtés  différents.  Donc,  en  donnant  un  signe 
arbitraire  à  la  distance  q,  on  donnera  aux  distances  p,  p\  ...  des 
signes  semblables  ou  contraires,  suivant  que  les  points  A,  B, . . . 
seront  du  même  côté  de  la  transversale  que  le  point  S  ou  de 
Pautre  côté. 

462.  Etant  donnés  des  points  A,  B,  C,  ...  et  des  constantes  a, 
6,  y,  . .  .,  on  peut  mener  une  infinité  de  droites  telles,  que  leurs 
distances  à  ces  points,  multipliées  respectivement  par  les  con- 
stantes, donnent  des  sommes  nulles.  En  effet,  si  de  ces  points  on 
abaisse  sur  une  même  droite  des  perpendiculaires  dont  les  pieds 
seront  a,  &y  c,  . . . ,  il  sudGra  de  prendre  sur  cette  droite  le  point  pt 
déterminé  par  Téquation 

a. «Pi -4-  S.^Oi  -h  y.^pt  -4-  .  . .  =r  o, 

et  de  mener  par  le  point  /9|  une  parallèle  aux  perpendiculaires; 
cette  parallèle  satisfera  à  la  question,  c'est-à-dire  qu'en  appe- 
lant p,  ^',  ...  ses  distances  aux  points  A,  B,  • . .,  on  aura 

«./E/  -+-  6,y?'-|-  7./?"-+- . . .  =  o. 

Or,  d'après  le  théorème  précédent,  toutes  les  droites  ainsi  déter- 
minées passent  par  un  même  point  p.  On  peut  donc  dire  que  : 

Etant  donnés  des  points  quelconques  A,  B,  G, . . .  et  des  coeffi-^ 
dents  a,  6,  y,  . . .,  il  existe  toujours  un  certain  point  p  tel,  que,  si 
l'on  mène  par  ce  point  une  droite  quelconque,  la  somme  de  ses 
distances  aux  points  A,  B,  ...  multipliées  respectivement  par  les 
constantes  a,  6,  ...  sera  toujours  nulle. 

Le  point/»  est  ce  qu'on  appelle  le  centre  de  grav^ité  des  i^oin\j&  Pi.^ 

B,  G,  . . .,  supposés  matériels  et  ayant  pour  masses  respectivement 

les  constantes  a,  6,  y,  . . .. 

ao. 
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463.  Quand  les  points  A,  B,  C,...  sont  en  ligne  droite,  leur 
centre  de  gravité  est  évidemment  le  point  p  de  cette  droite,  déter- 
miné par  Téquation 

a.Ap-h6.Bp-+-  ...  =:ro; 

car  les  distances  p^  p',  ...  des  points  A,  B,  ...  à  une  droite  quel- 
conque menée  par  le  point  p  seront  proportionnelles  aux  seg- 
ments A|0,  Bp, . . .  et  auront,  par  conséquent,  entre  elles  la  relation 

qui  caractérise  le  centre  de  gravité. 

464.  Considérons  un  système  de  points  quelconques  A,  B, 
C,  ...  et  leur  centre  de  gravité  p;  concevons  qu'on  les  projette 
tous  sur  une  droite  par  des  obliques  parallèles  entre  elles,  et  soient  a, 
by  c,  ...,  pi  leurs  projections.  Les  segments  /ipi,  bpt,  ...  seront 
proportionnels  aux  distances  des  points  A,  B,  C,  ...  à  Toblique 
menée  par  le  point  p;  on  aura  donc  la  relation 

Or  cette  équation  exprime  que  le  point  p^  est  le  centre  de  gravité 
des  points  a,  b,  . . .,  supposés  doués  des  masses  et,  ê,  ....  Donc  :  Si 
l'on  projette  sur  une  droite  quelconque  des  points  matériels  A, 
B,  C, . . .  eA  leur  centre  de  gravité,  la  projection  de  ce  dernier 
point  sera  le  centre  de  gras^ité  des  points  en  projection. 

46o.  D'après  cela,  pour  déterminer  le  centre  de  gravité  d'un 
système  de  points  A,  B,  C,  . . .,  il  suffit  de  projeter  ces  points  sur 
deux  droites  et  de  prendre  les  centres  de  gravité  des  deux  séries  de 
points  en  projection  ;  les  deux  points  ainsi  déterminés  seront  les 
projections  du  centre  de  gravité  cherché. 

Les  deux  projections  peuvent  aussi  se  faire  sur  une  même  droite 
par  des  obliques  différentes. 

466.  Qu'on  mène  une  droite  quelconque  ne  passant  plus  par 
le  point  p,  et  soient  P,  P',  P",  ...  ses  distances  aux  points  A, 
B,   C,  ...j  et  G  sa   distance    au   point  p;  on  aura  p==.P  —  G, 
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/?'=  P' —  G,  ...  et  Téquation 

■ 

deviendra 

a.P-4-€.P'-f-y.P"-^  .  .  .  =  («-f-e-f-y  -+-  .  ..)G. 

■ 

D'après  cela,  on  peut  dire  que  : 

Le  centre  de  gray^ilé  d'un  système  de  points  matériels  est  un 
point  dont  la  distance  à  une  droite  quelconque,  multipliée  par  la 
somme  des  masses  de  tous  les  points,  est  égale  à  la  somme  des 
distances  de  ces  points  à  la  même  droite,  multipliées  respectiv^e- 
ment  par  les  masses  de  ces  points. 

Quand  tous  les  coerdcients  a,  6,  . . .  sont  égaux  à  Tunité,  on 
appelle  le  point  p  le  centre  des  moyennes  distances  des  points  A, 
B,  C,  ...,  parce  que  la  dislance  de  ce  point  à  une  droite  quel- 
conque est  la  valeur  moyenne  des  distances  de  tous  les  points  à 
cette  droite;  c'est-à-dire  que  l'on  a 

P  -^  P'  -^  P''  -f-    . . 
G  = 1 


// 


n  étant  le  nombre  des  points  A,  B, 

Quand  la  droite  passe  par  le  centre  des  moyennes  distances,  la 
somme  de  ses  distances  à  tous  les  points  est  nulle. 


§  lY.  —  Centre  des  moyennes  harmoniques  d'nn  système  de  points. 


I. 


467.  Reprenons  l'équation  (c')  (460);  supposons  que  les  points 
R,  R',  . . .  [Jig*  io4),  qui  sont  arbitraires,  soient  pris  tous  sur  une 
même  droite  L,  et  par  le  point  O,  où  la  droite  qui  tourne  autour 
d'un  point  fixe  rencontre  cette  droite  L,  menons  d'autres  droites 
aux  points  A,  B,  . , .,  S;  puis  concevons  une  transversale  qui  coupe 
ces  droites  en  des  points  a,  b,  ...,.;,  la  droite  mm'  en  un  point  p^ 
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et  la  droite  L  en  r;  on  aura 


Am 
Sm 

.  AR        ap, 

'  SR        spi 

nr 

:  — » 

sr 

h  m' 

S  m' 

•  •  •  * 

.  BR'  hp^ 
'  SR'  ""  sp^ 

br 

:  — ï 

sr 

de  sorte  que  Téquation  (c')  devient 

[g]  «  — ! 1-  Ç-7 |-'«*=V-Î— • 

nr  br  sr 

Or  lés  droites  SA,  SB,  . . .  n'entrent  plus  que  par  leurs  points 
fixes  Â,  B,  . . .  dans  la  manière  de  former  cette  équation  ;  ce  sont 
les  droites  issues  d*un  même  point  O  variable  sur  la  droite  fixe  L 
qui,  en  tournant  autour  des  points  A,  B, . ..,  S  et  p,  déterminent 
sur  la  transversale  menée  arbitrairement  les  points  a,  &, . . .,  5  et  jO| . 
L'équation  exprime  donc  ce  théorème  : 

Étant  donnés  plusieurs  points  fixes  A,  B, . . . ,  p  et  une  droite  L, 
si  de  chaque  point  de  cette  droite  on  conduit  des  rayons  à  ces  points, 
et  qu'on  mène  une  transversale  qui  rencontre  ces  rayons  en  des 
points  Bf  h,.,. y  Pi  et  la  droite  L  en  un  point  r,  il  existera  entre 
les  segments  Jormés  par  les  points  a,  b, . . . ,  à  partir  de  l'un  d'eux  pi 
et  du  point  r,  la  relation 

{/.)  „f£i4.e^  +  ...^-o, 

^    '  ar  br 

dans  laquelle  toutes  les  constantes,  moins  deux,  peuvent  être 
prises  arbitrairement. 

Et  toutes  ces  constantes,  y  compris  ces  deux^là,  resteront  les 
mêmes  quelle  que  soit  la  transversale. 

468.  Réciproquement  : 

Etant  donnés  des  points  A,  B,  C, . . . ,  des  constantes  a,  6,  y, . . . 
et  une  droite  L,  si  par  chaque  point  O  de  cette  droite  on  conduit 
à  ces  points  les  rayons  OA,  OB,  OC,  . . .  qui  rencontreront  ime 
transv^ersale  en  des  points  a,  b,  c, . . .,  et  qu'on  prenne  sur  cette 
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traiaversale  le  point  p,  déterminé  par  l'équation 


dans  laijueUe  r  est  le  point  de  rencontre  de  la  transversale  et  de 
ladroite  L,  la  droite  Op,  passera  toujours  par  un  point  Jixe. 

Et  ce  point  sera  le  même  quelle  que  soit  la  position  de  la 
transversale. 

Le  point  p,  déterminé  sur  la  transversale  par  l'équation  (A)  a 
été  appelé  par  M.  Poncelet  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
des  points  a,  h,  ...  relatif  au  point  r,  et  le  point  p  par  lequel 
passent  toutes  les  droites  Op,  le  centre  des  moyennes  harmoniques 
des  points  A,  B,  C, . . .  relatif  à  la  droite  L  (  '  )■ 

469.  D'après  ces  déBniiions,  le  théorème  exprime  que  ; 

Etant  donné  un  système  de  points  A,  B,  ...  et  leur  centre  des 
mcryennes  harmoniques  p  relatif  à  une  droite  L,  si  d'un  point  de 
cette  droite  on  mène  des  rayons  à  tous  ces  points,  et  que  l'on  tire 
une  transversale  qui  rencontre  ces  rayons  en  des  points  a,  b,. . .,  pi 
etla  droiteh  en  unpointt,  lepointp,  sera  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  des  points  a,  b,  ...  relatif  au  point  r. 

470.  L'équation  (h),  qui  détermine  le  centre  des  moyennes  har- 
moniques ^1  des  points  a,  b,...  par  rapport  au  point  r,  se  met 
sous  une  autre  forme.  Qu'on  y  fasse 

«Pi  =  '■pi  —  '«» 
*Pi  =  '■pi  —  '^t 

elle  devient  / 


{')  Voir  le  JUéntoire  tar  hi  ctntres  dei  moytiinej  karmoniquei,  «H.  29  (p.  îjj  du 
Journal  de  Mathtmatiquti  do  M.  Crelle,  t.  III;  anDée  iSiB). 
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Cela  est  évident;  car,  si  Ton  divise  tous  les  termes  de  Téquation 

par  le  rapport    .  du  premier  terme,  on  forme  dans  tous  les 

autres  des  rapports  anharmoniques  de  sinus  auxquels  on  peut 
substituer  les  rapports  anharmoniques  des  segments  correspon- 
dants ;  d'où  résulte  l'équation  que  nous  venons  de  poser. 

Or  cette  équation  exprime  le  théorème  (468)  sur  le  centre  des 
moyennes  harmoniques ,  de  sorte  qu'on  peut  dire  que  :  Le  point 
appelé  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de  points 
matériels  A,  B,  C,  . . . ,  relatif  à  une  droite  L,  est  le  centre  de 
gravité  de  ces  mêmes  points,  qui  auraient  d'autres  masses  égales 
respectivement  aux  premières  diy^isées  par  les  distances  des  points 
à  la  droite  L. 

474.  Observfation,  —  Les  divers  théorèmes  contenus  dans  les 
trois  paragraphes  II,  III  et  IV  de  ce  Chapitre  pouvant  tous  se  dé- 
duire les  uns  des  autres,  d'une  manière  facile  et  directe,  au  moyen 
du  rapport  anharmonique  qui  forme  leur  lien  commun,  on  peut 
les  considérer  comme  exprimant  tous,  sous  des  énoncés  différents, 
une  même  propriété  relative  à  un  système  de  droites  passant  par 
un  même  point.  L'expression  la  plus  simple  de  cette  propriété 
est  la  suivante  : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d'un  point,  ses  distances  p, 
p',  •  •  •  à  plusieurs  points  fixes  quelconques  ont  entre  elles  une 
relation  homogène  du  premier  degré 

u.p-\-  6./?' -h  y^p" '^-  . . .  --  o, 

dont  tous  les  coefficients,  moins  deux,  peuvent  être  pris  arbitrai- 
rement. 

Et  réciproquement,  quand  plusieurs  droites  satisfont  à  cette 
relation  constante,  elles  passent  toutes  par  un  même  point. 
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CHAPITRE  XXIIL 


SYSTftMBS   DE  GOORDONNfiBS   SBRYANT   A   REPRÉSENTER   PAR   UNB   EQUATION 


TOUS  LES  POINTS  d'uNB   COURBB. 


I. 

475.  Nous  avons  vu  (430)  qu'étant  donnés  deux  axes  AG,  BD 
(Jig*  io6)  et  deux  points  fixes  P,  Q  situés  sur  la  droite  AB,  si  au- 
tour de  ces  deux  points  on  fait  tourner  deux  rayons  dont  le  point 
de  concours  m  décrive  une  ligne  droite,  les  segments  que  ces  deux 
rayons  feront  respectivement  sur  les  deux  axes  AC,  BD  auront 
entre  eux  la  relation  constante 

Et  réciproquement. 

De  sorte  qu'une  telle  relation  forme  Véquation  d'une  ligne 
droite  dont  chaque  point  se  trouve  déterminé  par  les  deux  rap- 
ports — -r9  y-^'  Ces  rapports  peuvent  s'appeler  les  coordonnées  du 

point  m,  abscisse  et  ordonnée;  et,  en  les  représentant  par  deux 
simples  lettres  x^y^  on  dira  que  Véquation  du  premier  degré 

est  celle  d'une  ligne  droite. 
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4-76.  Il  s'ensuit  qu'une  équation  du  degré  m  entre  les  deux 
mêmes  coordonnées  représentera  une  courbe  jouissant  de  la  pro- 
priété d'être  coupée,  par  une  droite  quelconque,  en  itz  points  réels 
ou  imaginaires  ;  ce  qu'on  appelle  une  courbe  géométrique  du  degré 
ou  de  i ordre  m. 

Car  cette  équation  étant 

les  ordonnées  des  poin  ts  d'intersection  de  la  courbe  par  la  droite  (  i') 
seront  les  racines  de  l'équation 

laquelle  est  du  degré  m. 

Ainsi,  dans  ce  système  de  coordonnées,  comme  dans  le  système 
en  usage,  toute  courbe  géométrique  de  l'ordre  m  est  représentée 
par  une  équation  du  degré  m . 

477.  On  peut,  comme  nous  l'avons  vu  (431),  faire  diverses 
hypothèses  sur  la  position  des  axes  AC,  BD  et  celle  des  deux  points 
fixes  C,  D,  qu'on  peut  placer  à  l'infini.  Les  deux  pôles  P,  Q  peuvent 
aussi  être  à  l'infini,  auquel  cas  les  deux  points  A,  B  s'y  trouvent 
eux-mêmes.  Dans  tous  les  cas,  ceux  des  segments  A  a,  ...  dont 
les  origines  sont  à  Tinfini  disparaissent  de  l'équation,  comme  s'ils 
étaient  devenus  égaux  à  l'unité.  Nous  avons  donné  (431  )  les  équa- 
tions qui  résultent  de  ces  diverses  hypothèses;  nous  n'y  revien- 
drons pas  ici.  Nous  examinerons  en  particulier  un  seul  des  sys- 
tèmes de  coordonnées  qui  répondent  aux  positions  différentes  des 
axes  et  des  pôles,  celui  qui  a  le  plus  d'analogie  avec  le  système  en 
usage  dans  la  Géométrie  analytique, 

478.  Prenons  pour  les  pôles  P  et  Q  {fig*  107)  les  deux  points  B 
et  A  respectivement,  et  pour  les  points  C  et  D  le  point  de  con- 
cours S  des  deux  axes;  les  deux  coordonnées  x,  y  d'un  point  m 

seront  les  rapports  — »  ^  que  les  deux  rayons  Bm  et  Am  forment 

sur  les  deux  axes  SA,  SB. 

Si  l'on  suppose  les  deux  points  A  et  B  à  l'infini,  ce  système  de 
coordonnées  deviendra  précisément  celui  de  la  Géométrie  analy- 
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tique,  imaginé  par  Descartes,  puisque  les  deux  segments  infinis  a  A, 
bB  disparaîtront  de  Téquation,  comme  nous  Tavons  vu  précédem- 
ment (433). 

Considérons  le  cas  général  où  les  deux  points  A  et  B  sont  à  dis- 
tance finie. 

i**  Le   rapport  des   coordonnées  d'un  point  -  ou  — -  :  -r-=^  est 

égal  au  rapport  —  des  segments  que  la  droite  menée  de  ce  point 

à  Torigine  S  fait  sur  la  base  AB,  ce  rapport  étant  pris  avec  le  signe  —  ; 
ainsi 

.r_      cB 

y~      ck 

En  efTety  on  a  dans  le  triangle  ASB 

«S  6B  c^  _ 

IUl  îTs  75 "■""'' 

d*OLl 

rB  rtrS      ^S  r 

•— — ■    _  _         ■  ■  —     -    _^^   ^^»    ^—  • 

cA  aK  ' ùB  y 


2®  La  somme  des  deux  coordonnées  d'un  point  m  est  égale  à 

S 


— ^;  car  on  a,  dans  le  quadrilatère  aShni, 


ou 


^  +  ^  =  ^^     (359.V) 

«A       ba       niL 


/wS 


3®  Les  coordonnées  de  chaque  point  de  la  base  AB  sont  infinies  ; 
car  pour  ces  points    on  a  rtA=o,  iB  =  o,  et  par  conséquent 

a\        o 


-  =  -  =  00  et  de  même  y  =  QO. 


479.  Tr ouvrer  les  points  oit  la  droite  représentée  par  l' et/ na- 
tion 

rencontre  les  axes  SA,  SB  et  la  base  AB  {Jig-  io8). 
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Les  deux  coordonnées  Xy  y  d'un  point  m  sont  les  deux  rapports 
— >  -r=.  •  Si  ce  point  coïncide  avec  le  point  a,  où  la  droite  proposée 

rencontre  l'axe  SA,  le  point  h  coïncide  avec  S,  et  l'on  a  j^  =  y—  =  o; 

S  ensuit  x  =  — -  =  a. 

«A 

Pour  le  point  6  sur  l'axe  SB,  onaa:  =  oetr  =  s^=Ç- 

Le  point  y,  où  la  droite  perce  la  base  AB,  se  détermine  par  la 
relation  qui  a  lieu  dans  le  triangle  ASB  coupé  par  la  droite  aS, 
savoir  : 

7  A a  A  6S  7  A        i 

Ainsi,  on  peut  dire  que,  dans  l'équation  d'une  droite 

X  -+-  V  =  t*, 

les  deux  paramètres  |x  et  X  déterminent  respectivement  les  points 
où  la  droite  rencontre  l'axe  des  x  et  la  base  ;  et  leur  rapport,  le 
point  où  la  droite  rencontre  l'axe  des  y. 

Il  est  clair  que,  réciproquement,  deux  des  trois  points  où  une 
droite  rencontre  les  deux  axes  SA,  SB  et  la  base  AB  font  connaître 
immédiatement  les  deux  coeflicients  de  l'équation  de  la  droite. 

480.  Discussion  de  l'équation  (i).  —  Au  moyen  des  expres- 
sions géométriques  des  deux  coeflicients  X  et  |x  que  nous  venons 
de  donner,  on  discute,  sans  difficulté,  les  différents  cas  que  peut 
présenter  l'équation  de  la  droite.  Voici  le  résultat  de  cette  dis- 
cussion : 

i«  f*=o,         x-F>7  =  0, 

droite  passant  par  l'origine  S. 

2®  >  =  O,  Jf  =  fi, 

droite  passant  par  le  pôle  B. 

3®  >  =r  00  ,      ^  =  const. , 

droite  passant  par  le  pôle  A. 


COORDONNÉES  D*VN  POINT.  3l9 

droite  parallèle  à  la  base  AB. 
droite  parallèle  à  l'axe  des  x  ou  SA. 

A  A 

droite  parallèle  à  l'axe  desj^. 

droite  située  à  Tinfini. 

Car,  pour  chaque  point  m  de  la  droite  représentée  par  Téqua- 

tion  X  -^j  =  I ,  on  a  -—  =  i  (478,  2®)  ;  ce  qui  prouve  que  le  point 

m  est  à  rinfini. 

On  peut  encore  dire  que,  d'après  4**^  5®  et  6®,  la  droite  est  pa- 
rallèle tout  à  la  fois  aux  deux  axes  SA,  SB  et  à  la  base;  ce  qui  ne 
peut  avoir  lieu  que  si  elle  est  à  l'infini. 

481.  Trouver  les  points  oii  une  courbe  représentée  par  une 
équation  F(x,  y)  =  o  rencontre  les  axes  et  la  base. 

On  détermine  les  abscisses  des  points  où  la  courbe  rencontre 
l'axe  SA,  en  faisant  J  =  0  dans  l'équation  ;  et  de  même  les  ordon- 
nées des  points  où  elle  rencontre  l'axe  SB,  en  faisant  x  =  o. 

Quant  aux  points  où  la  courbe  rencontre  la  base  AB,  une  diffi- 
culté semble  se  présenter,  car  pour  chacun  de  ces  points  les  deux 
coordonnées  sont  infinies  (478,  3**);  mais  leur  rapport  va  suffire 
pour  déterminer  chaque  point.  En  efiet,  le  rapport  des  deux  coor- 

cB 
données  d'un  point  m  est  égal  à (478,  1®).  Quand  les  deux 

coordonnées  sont  infiniment  grandes,  le  point  approche  indéfini- 
ment de  la  base  et  le  rapport  des  deux  coordonnées  exprjme  tou- 

cB 
jours  le  rapport -•,  à  la  limite,  le  point  m  se  trouve  sur  la  base 

même,  coïncidant  avec  le  point  c  ;  donc  le  rapport  des  deux  coor- 
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données  infinies  exprime  le  rapport qui  détermine  ce  point  c. 

Il  faut  donc  trouver  dans  Téqualion  F[x,jr)  =o  les  valeurs  du 
rapport  -  quand  xeij-  sont  supposés  infinis. 

Prenons  une  courbe  géométrique  du  degré  m,  et  soit 

son  équation.  Écrivons,  en  divisant  par  j^*", 

x"'        ,  .r'«-*  ^r^->   I  „         F 

A ho  ■ -  -h  a '  -H hEH :=:0. 

Faisons  y  infini  ;  Téquation  se  réduit  à 


(j)"-(r'- 


o. 


.r 


C^est  cette   équation  qui  donnera  les  valeurs   du   rapport  -   ou 

-»  lesquelles  déterminent  les  points  d'intersection  de  la  courbe 

et  de'  la  base  AB. 


482.  Remarquons  que  dans  cette  équation  le  terme  constant  F 
de  l'équation  de  la  courbe  n'entre  pas.  Il  s'ensuit  que  deux  équa- 
tions qui  ne  ditTèrent  que  par  le  terme  constant  représentent  deux 
courbes  qui  coupent  la  base  AB  dans  les  mêmes  points.  Dans  le 
système  de  coordonnées  en  usage,  les  deux  équations  représentent 
deux  courbes  homothé tiques  (c'est-à-dire  semblables  et  sembla^ 
blenient  placées),  et,  comme  ce  système  diffère  de  celui  dont  il  est 
ici  question  en  ce  que  la  base  AB  y  est  à  l'infini,  on  en  con- 
clut que  : 

Deux  courbes  homothétiques  sont  deux  courbes  qui  ont  les 
mêmes  points,  réels  ou  imaginaires,  à  l'infini. 

Cela  je  vérifie  du  reste  tout  naturellement  en  cherchant  les  di- 
rections des  asymptotes  (réelles  ou  imaginaires)  des  deux  courbes. 

483.  équation  de  la  tangente  en  un  point  d'une  courbe.  — 
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L'équation  d'une  droite  qui  doit  passer  par  deux  points  {af,  y^) 
et  {a/\  y)  est  évidemment 

On  en  conclut,  comme  dans  le  système  de  coordonnées  en  usage, 
que  la  tangente  en  un  point  [x'^j')  d'une  courbe  F(x,  y)  =  o  a 
pour  équation 

ilr  ,  ,.  flF ,  ,,       fiF ,  ,. 


II.  —   Autres  expressions  des  coordonnées  d'un  point, 

484.  L'équation  (i)  exprime  que  les  deux  points  a,  b  forment 
sur  les  deux  axes  AC,  BD  [fig*  io6)  deux  divisions  homogra- 
phiqueSy  dans  lesquelles  les  points  A  et  B  sont  deux  points  homo- 
logues. On  peut  prendre,  pour  exprimer  ces  deux  divisions,  l'é- 
quation 

.    .  sin^PG         sîn/>QD 

'^^  sinâPÂ  "^  ' sîïTiTQB  ■"■ '*' 

qui  signifie  que  les  deux  rayons  tournants  Pa,  Qi  forment  deux 
faisceaux  homographiques  (152);  de  sorte  qu'on  peut  considérer 
cette  ëquation  comme  étant  celle  d'une  ligne  droite,  et  les  deux 
rapports  de  sinus  seront  les  deux  coordonnées  d'un  point. 

485.  Soient  Pj  p'  et  q  les  distances  de  ce  point  aux  trois  droites 
PC,  QD  et  PQ;  l'équation  se  change  en  celle-ci, 

ou 

(3)  p-hlp'—iiq; 

c'est-à-dire  qu'on  peut  prendre  pour  l'équation  d'une  droite  une 
relation  homogène  du  premier  degré  entre  les  distances  de  chaque 

point  de  la  droite  à  trois  axes  fixes.  Les  rapports -f  ^  de  deux  de 

Chaslib.  —  Géom,  sup,  ^ I 
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qes  distances  à  la  troisième  seront  regardés  comme  les  coordonnées 
d'un  point. 

Il  s'ensuit  que  Téquation  d'une  courbe  de  l'ordre  m  sera  une 
relation  homogène  du  degré  m  entre  les  distances  de  chaque  point 
de  la  courbe  aux  trois  axes  fixes. 

.  Si  le  troisième  axe  auquel  se  rapporte  la  distance  q  est  à  l'infini ^ 
cette  variable  disparaît  de  l'équation  (  3  )  comme  si  elle  devenait 
égale  à  l'unité,  ainsi  que  nous  l'avons  vu  souvent  ;  et  alors  on  re- 
trouve le  système  de  coordonnées  en  usage. 

* 

III.  —  Applications  des  systèmes  de  coordonnées  précédents, 

486.  Proposons-nous  de  de'montrer  ce  théorème  : 

Quand  une  courbe  géométrique  de  V ordre  m  rencontre  les  côtés  d'un 
triangle  ASB  en  des  points  a,  a', . . .  sur  kS^  b,  b',  ...  sur  SB  e/  c,  c\  . . . 
sur  BA,  on  a  la  relation 

,    ,  aK  a'k  6S  6'S  rB  c'B 

I  a  I  •  •  •  ^ •  •  •  ^  —  •  •  •  zrr  -♦-  I  . 

^^  «S   a'S         ^6B6'B        ^cAc'A        — ^'^ 

les  points  pouvant  être  réels  ou  imaginaires,  en  totalité  ou  en  partie,  sur 
chacun  des  côtés  du  triangle. 
En  eRet,  soit 

A  jr«  -4-  {«  -h  ^r  )  ''"■'*  -+-...  -^  Ej-"»  -f-  F  =  G 

l'équation  de  la  courbe,  rapportée  aux  deux  axes  SA,  SB  comme  précé- 
demment (&^1)- 

On  détermine  les  abscisses  des  points  a,  a',  . . . ,  c'est-à-dire  les  ni]^rts 

—  9  TT'i''**^  ^^  faisant  j^  =  o  dans  Téquation  de  la  courbe.  L'équation 

devient 

A JT*" -+- «x^-* -+- , . .  -i-F=:o, 

et  |)ar  conséquent  on  a 

«S  «'S  ^F 

-^■^       ■  •  •  •  —  "i  —  • 

aK  dk  A 

PareiUeraent,  en  faisant  :r  =:  o  dans  Téqualion  de  la  couHie,  on  trouve, 
pour  le  produit  des  ordonnées  des  points  h^h\ où  la  courbe  rencontre 


3a3 
l'axe  SB, 
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d'un  point. 

^S  b'S 
bB  b'B 

E 

MaiS|  d'après  l'équation  qui  donne  les  rapports  -  ou  —  —  relatifs   aux 
points  de  la  courbe  situes  sur  la  base  AB  (tôl),  on  a 

cB  c'B  E 

I  •  •  • -4—  —  • 

cA  c'a  a 

De  ces  expressions  des  trois  produits  de  rapports  on  conclut  l'équation 
qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

487.  CoEOLLAiEEs..  —  Ou  pcut  douncr  au  théorème  une  autre  expression 
et  dire  que  :  Si  par  deux  points  fixes  A,  B  on  mène  deux  droites  quelconques 
se  coupant  en  un  point  S  et  rencontrant  la  courbe  en  deux  séries  de  points  a, 
a',  ...  eth^h'j  .  .  . ,  on  aura  la  relation 

fik  a'k  bS  //S 

qstelle  que  soit  la  direction  des  deux  droites. 

Car  cette  équation  devient  l'équation  (a)  si  l'on  y  met»  pour  la  constante 

cK  c' K 
qui  forme  le  second  membre,  le  produit  — --  -r—  •  •  •  »  qui   reste  constant 

c?B  c  B 

d'après  l'hypothèse. 

488.  Dans  ce  théorème,  on  peut  supposer  que  le  point  S  ou  bien  l'un 
des  deux  points  A,  B,  ou  tous  les  deux  à  la  fois,  soient  à  l'infinii  et  l'équa- 
tion subsistera,  comme  si  les  segments  infinis  étaient  devenus  égaux  à 
l'unité.  En  effet,  dans  le  premier  cas,  où  le  point  S  est  à  Tinfini,  les  rap- 

|K>rts,  tels  que  t^'  d<^  deux  segments  infinis  comptés  sur  deux  droites  pa- 
rallèles à  partir  de  deux  points  déterminés  sont  égaux  à  l'unité;  ainsi  les 
segments  infinis  disparaissent  et  l'équation  devient 

.   .  Aa.Aa  .  .  . 

C'est-à-dire  que  : 

Si  par  deux  points  fixes  A,  B  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  gëomi'-. 
trique  on  mène  deux  transperstUes  parallèles  entre  elles,  les  produits  des  seg» 

21 . 
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ments  [réels  ou  imaginaires)  compris  sur  ces  droites  entre  la  courbe  et  Us 
deux  points  A  et  B  respectivement,  seront  entre  eux  dans  un  rapport  con- 
stant,  quelle  que  soit  la  direction  commune  des  deux  transpersales, 

489.  Si  c'est  le  point  B  que  Ton  suppose  à  Tinfinî,  les  segments  bh^  ... 
formeront  avec  cB,  . . . ,  qui  se  trouvent  dans  Texpression  de  la  constante 
qui  constitue  le  second  membre,  des  rapports  égaux  à  l'unité,  de  sorte  que 
réquation  deviendra 

id)  -7-  -7^---X*S.fc'S.. .  =:const. 

^    '  aS  a'S 

490.  Pareillement,  si  le  point  A  passe  à  l'infini,  cette  équation  devient 

(  e  )  -^ — yx- —  =  const. , 

ce  qui  exprime  que  : 

Si  par  un  point  S  on  mène  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique  deux 
transversales  parallèles  à  deux  axes  fixes ,  les  produits  des  segments  (réels 
ou  imaginaires)  /ormes  sur  ces  deux  droites  entre  le  point  S  et  la  courbe  ont 
un  rapport  constant ,  quel  que  soit  le  point  S. 

491*  Observation.  —  Cette  propriété  des  courbes  géométriques  se  pré- 
sente si  naturellement  dans  la  Géométrie  analytique,  qu'on  pourrait  en 
faire  remonter  la  connaissance  au  moment  où  Descartes  a  mis  au  jour  son 
immortel  Ouvrage.  Toutefois,  on  la  désigne  assez  souvent  sous  le  nom  de 
i/iéorème  de  Newton,  parce  qu'on  la  trouve  dans  l'Ouvrage  intitulé  Énu- 
mération  des  courbes  du  troisième  ordre  [De  ratione  contentorum  sub  parai' 
lelarum  segmentis)» 

Le  théorème  général  relatif  aux  segments  faits  sur  les  trois  côtés  d'un 
triangle  est  dû  à  Carnot,  qui  Ta  donné  dans  sa  Géométrie  de  position 
(p.  291  et  436). 

On  peut  le  conclure  très-facilement  du  théorème  de  Newton.  En  effet, 
que  l'on  mène  par  un  point  0  trois  droites  parallèles  aux  trois  cotés  du 
triangle,  les  produits  des  segments  faits  par  la  courbe  sur  ces  trois  droites 
à  partir  du  point  O  auront,  deux  h  deux,  des  rapports  égaux  aux  rapports 
des  segments  Êiits  sur  les  trois  côtés  du  triangle.  II  résulte  de  là  trois  égalités 
qui,  multipliées  membre  à  membre,  produisent  l'équation  de  Carnot. 

Le  théorème  s'applique  à  un  polygone  quelconque  et  se  démontre  soit 
en  partant  du  cas  du  triangle,  soit  par  le  mode  de  démonstration  même 
que  nous  venons  d'indiquer  pour  le  cas  du  triangle. 
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IV.  —  Autre  application, 

492.  TujCoEiMB.  —  Si  autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourner  une  trans- 
x'ersale  qui  rencontre  une  courbe  de  i  'ordre  n  en  n  points  (  réels  ou  imagi^ 
naires]  dont  on  prend  le  centre  des  moyennes  harmoniques  M  relatif  au 
point  fixe,  le  lieu  de  ce  point  M  est  une  ligne  droite. 

Soit 

Ax'"-+-  (rt-f-  ^7)x'"-*-4-. . .  =  o 

réquatîon  de  la  courbe,  rapportée  à  deux  axes  coordonnés  SA,  SB;  et 
prenons  le  sommet  A  pour  le  point  fixe  autour  duquel  tourne  la  trans- 
versale. 

Soit  y  l'ordonnée  du  point  où  cette  droite,  dans  Tune  de  ses  positions, 
rencontre  l'axe  SB;  Téquation  de  la  droite  sera  ^  =y ,  et  les  abscisses  des 
points  m^m',. . .  où  elle  rencontre  la  courbe  seront  données  par  l'équation 

Ax^-^la-h  fcy)j'"->-f-  ...  -hE/'»H-F  =  o. 
Leur  somme  est  donc 

nS       a'S  a-^hf 

ak       ak  A 

Or  la  droite  menée  du  point  B  au  centre  des  moyennes  harmoniques 
des  points  m,  m', . . .,  relatif  à  l'origine  A,  passe  par  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  des  |)oints  a^  a%  ...  [469],  lequel  se  détermine  par  la  re- 
lation 


On  a  donc 


M,S       aS       «'S  ,.^^, 

M|A       aK       ak 


M,S  a-rhy 


ou,  en  appelant  x'  le  rapport  --^  • 

Ml  A 

/ix'h ^  =  o. 

C'est  une  relation  entre  les  deux  coordonnées  x',  /'  du  point  M,  centre  des 
moyennes  harmoniques  des  points  d'intersection  de  la  courbe  par  la  trans- 
versale. Cette  relation  du  premier  degré  est  l'équation  d'une  ligne  droite. 
Donc  le  lieu  du  point  M  est  une  ligne  droite.  c.  q.  f.  p. 
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493#  Corollaire.  —  Nous  avons  vu  que,  quand  Torigine  par  rapport 
à  laquelle  on  prend  le  centre  des  moyennes  harmoniques  d'un  système  de 
points  est  à  l'infini,  ce  point  devient  le  centre  des  moyennes  distances  du 
système  de  points  (  Wl).  Par  conséquent,  si  le  point  A,  autour  duqud  on 
a  fait  tourner  la  transversale,  est  à  l'infini,  on  a  ce  théorème  : 

Si  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique  on  mène  une  série  de  transver- 
sales parallèles  entre  elles,  et  qu'on  prenne  sur  chacune  le  centre  des  moyennes 
distances  des  points  où  elle  rencontre  la  courbe,  le  lieu  de  ce  point  est  une 
ligne  droite. 

On  a  appelé  cette  droite  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  des  trans- 
versales. 

Cette  propriété  des  courbes  géométriques  est  due  à  Newton  et  se  trouve 
dans  VEnumération  des  courbes  du  troisième  ordre  [De  curvarum  dia- 
metris,  etc.);  celle  relative  aux  centres  des  moyennes  harmoniques  est  due 
à  Cotes  et  a  été  démontrée  par  Maclaurin  dans  son  Traité  des  propriétés 
des  courbes  géométriques  {§  27,  Tfaéor.  IV),  cité  précédemment,  p.  4i- 


»o< 
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CHAPITRE  XXIV. 

STSTtHBS  Dl  COORDONNÉES   SBRYANT  À  REPRÉSENTER   PAR   UNI  ÉQUATION 

TOUTES  LES   TANGENTES   d'uNE   COURBE. 


I. 

494.  Nous  avons  vu  (452)  qu'en  déterminant  la  position  d'une 
droite  par  les  rapports  de  segments  qu'elle  fait  sur  deux  axes 
fixes  SAy  SB  [fig'  109)1  s'il  existe  entre  ces  rapports  la  relation 
du  premier  degré 

la  droite,  dans  toutes  ses  positions,  passe  toujours  par  un  mémo 
point;  et  nous  avons  appelé  cette  relation  Y  équation  de  ce  point. 

On  peut  dire  que  les  deux  rapports  — ^  et  —  sont  les  coordonnées 

de  la  droite,  abscisse  et  ordonnée.  Nous  les  représenterons,  pour 
abréger,  par  x  ety.  Ainsi  l'équation  d'un  point  sera 

495.  Une  équation  F(x,j^)  =  o  représentera  une  inGnité  de 
droites  dont  chacune  sera  déterminée  par  un  système  de  valeurs 
de  X  et  ^  satisfaisant  à  l'équation,  de  sorte  qu'on  pourra  dire 
que  l'équation  est  celle  de  la  courbe  enveloppe  de  toutes  ces 
droites. 

Si  l'équation  est  algébrique  et  du  degré  m,  la  courbe  qu'elle 
représente  jouira  de  la  propriété  que  par  un  point  quelconque  on 
pourra  lui  mener  m  tangentes,  réelles  ou  imaginaires. 

En  effet,  on  détermine  les  tangentes  qui  passent  par  le  point 
dont  l'équation  est  ;r  -H  Xj^  =  pt  en  remplaçant  x  par  ft — Xy  dans 
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Téquation  proposée,  laquelle  devient 

Les  m  racines  de  cette  équation  sont  les  ordonnées  des  m  tan- 
gentes cherchées.  Donc  la  courbe  admet  m  tangentes,  réelles  ou 
imaginaires,  passant  par  un  même  point. 

496.  On  peut,  dans  ce  système  de  coordonnées,  prendre  le 
point  S  à  TinGni  {fig-  i  lo)  *,  alors  les  deux  axes  AS,  BS  sont  paral- 
lèles, et  les  deux  coordonnées  d'une  droite  ab  sont  deux  simples 
segments  x  =  Aa,j^  =  Bi,  comme  dans  la  Géométrie  de  Des- 
cartes, mais  formés  différemment. 

On  peut  aussi,  en  conservant  le  point  S  à  distance  finie 
{fis*  '^9)'  supposer  les  deux  points  A,  B  à  Tinfini  ;  on  a  alors 

x  =  -7— »  r  =  TTT»  c'est-à-dire    que   les  deux  coordonnées  d'une 
Sa  ^        So  * 

droite  ab  sont  les  valeurs  inverses  des  deux  segments  que  cette 

droite  fait  sur  deux  axes  fixes  à  partir  de  leur  point  de  rencontre. 

Considérons  le  cas  général  d'un  triangle  ABS. 

497.  Etant  donnée  l'équation  d'un  point,  déterminer  les  droites 
qui  vont  de  ce  point  aux  trois  sommets  du  triangle  ASB  [fig-  m)* 

L'équation  d'un  point  m  est 

.r  -H  yj'  =  p. 

X  et  y  représentent  les  rapports  —  j  -—  qu'une  droite  quelconque, 

menée  par  le  point  m,  forme  sur  les  deux  axes  SA,  SB.  Pour  dé- 
terminer le  point  a  où  la  droite  Bm  rencontre  l'axe  SA,  il  faut 

faire  j^  =  o,  c'est-à-dire  y-  =  o  ;  on  a 


^S 


«A 


«S 


Pareillement,  faisant  x  =  o,  on  a 
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On  détermine  le  point  y  où  la  droite  S  m  rencontre  la  base  AB 
parla  relation 

7A «A^S p 

7  B  ~  "  i^  il  ~  ""  •"  •  A  "~  ""  • 

Ainsi,  dans  Téquation  d'un  point 

.r  H-  >>•  =r  01, 

les  deux  paramètres  X  et  |cx  déterminent  respectivement  les  deux 
droites  menées  de  ce  point  à  Torigine  S  et  au  point  B;  et  leur  rap- 
port ^  détermine  la  droite  menée  du  même  point  au  point  A. 

498.  Rapport  des  deux  coordonnées  d'une  droite,  —  On   a 
{fis-  "2) 

/f  A  ^  6B  ck  .r cK 

c'est-à-dire  que  :  Le  rapport  des  coordonnées  d^une  droite  est 
égal  au  rapport  des  segments  que  la  droite  fait  sur  la  base, 

499.  Discussion  de  V équation  d^ un  point.  —  i®  Si  le  point  m 
est  situé  sur  la  base  AB,  on  a  ^=  o,  et  l'équation  du  point  est 

jr  4-  >/  =1  0. 

Car  la  droite  Bm  rencontre  l'axe  SA  en  un  point  a  pour  lequel 
on  a  -—  =  /A  =  o.  La  position  du  point  est  déterminée  par  le  rap- 

2^  Si  le  point  ni  est  sur  l'axe  AS,  on  a  7.  =  o;  et  l'équation  du 

point  est  x  =  [i.  Car  alors  le  rapport  —  =  ^  est  infini.  Donc  X=o. 

3^  Toute  droite  passant  par  l'origine  S  a  ses  coordonnées  in- 
finies. 
Car  pour  une  telle  droite  on  a  aS  =  o,  4S  =  o,  et  par  consé- 

«A       I  j        * 

quent  x=  —  =:-=x),  et  de  méme^  =  oo  . 
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800.  Etant  donnée  l'équation  d'une  courbe,  troui^er  celles  de 
ses  tangentes  qui  passent  par  les  sommets  à  la  base.  A,  B,  et  par 
V origine  S. 

Soit  F(x,  ^)  =  o  Téquation  de  la  courbe  ;  si  Ton  y  fait^  =  o, 
l'équation  donnera  les  abscisses  des  tangentes  issues  du  point  B. 

£t  de  même,  en  faisant  x  =  o,  on  aura  les  ordonnées  des  tan* 
gentes  issues  du  point  A. 

Les  tangentes  qui  passent  par  Forigine  S  ont  leurs  coor- 
données  infinies  (499,  3^);  mais  on  détermine  leur  direction  par 
le  rapport  de  leurs  coordonnées,  lequel  a  une  valeur  finie.  En  effet, 
supposons  que  la  droite  que  Ton  considère  passe  infiniment  près 
du  point  S  [fig»  lia)  et  coupe  les  deux  axes  SA,  SB  en  a,  i,  et 
la  base  AB  en  c,  on  a 

ck        ak     ^B       X 


—  • 


cB        flS     ^S       jr 

A  la  limite,  où  les  segments  aS,  6 S  deviennent  nuls,  et  les  deux 

coordonnées  de  la  droite  infinies,  le  rapport  —  qui  détermine  la 

direction  de  la  droite  est  toujours  égal  à  celui  de  ces  deux  coor- 
données. Il  faut  donc,  pour  déterminer  les  tangentes  à  la  courbe 

qui  passent  par  le  point  S,  prendre  le  rapport  -  dans  Féquation  de 

la  courbe  et  y  faire  x  et^  infinis.  Soit 

Ax"* H-  (a  -f-  by)x"'-^ -♦-.,. -h  Ey  -t-  F  =  o 

cette  équation  ;  celle  qui  donne  les  rapports  -  =  —  quand  x  et  / 
sont  infinis,  est 

A(-j    +*(-)        -t-...-t-E  =  o. 

Remarque.  —  Le  terme  connu  F  n'entre  pas  dans  cette  équa- 
tion. Il  en  résulte  que  :  Deux  courbes  dont  les  équations  ne  diffè- 
rent que  par  le  terme  connu  ont  les  mêmes  tangentes  issues  de 
l^ origine  S. 

501 .  On  distingue  les  courbes  ainsi  représentées  par  une  équa- 
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tien  entre  les  coordonnées  de  leurs  tangentes,  parle  degré  de  cette 
équation,  et  Ton  appelle  courbe  de  seconde  ou  de  troisième,  etc., 
classe  les  courbes  dont  Téquation  est  du  second,  ou  troisième,  etc., 
degré. 

On  peut  dire  aussi  que  la  classe  d^une  courbe  indique  le  nombre 
de  tangentes  réelles  ou  imaginaires,  qu'on  peut  lui  mener  par  un 
point. 

502.  Trouver  l'éifuation  du  point  d'intersection  de  €leux 
droites  déterminées  par  leurs  coordonnées. 

Soient  a/,  y  les  coordonnées  de  la  première  droite,  et  x!'y  y" 
celles  de  la  seconde  ;  Téquation  du  point  sera  évidemment 

503.  Troui^er  l'équation  du  point  de  contact  d'une  courbe  et 
d'une  de  ses  tangentes. 

Soit  ¥{x,jr)  =  o  l'équation  de  la  courbe,  et  j/,  y' les  coordon- 
nées de  la  tangente  dont  on  veut  trouver  le  point  de  contact. 
L'équation  de  ce  point  sera 

r-jr=  —  [^-a:)      ou      (..-..)_ -|-  (r -/)-,=:  o. 


II.  —  Autres  expressions  des  coordonnées  d  *une  droite. 

504.  L'équation  (i),  qui  représente  un  point,  exprime  que  la 
droite  mobile  ab  {fig*  ii3)  fait  sur  les  deux  axes  SA,  SB  deux 
divisions  homographiques  qui  ont  deux  points  homologues  coïn- 
cidents en  S.  Or  on  exprime  encore  l'homographie  des  deux  divi- 
sions par  l'équation 

sinaBA       ^  sin^AB  /-m^> 

sinaBS  sin^AS  ^        ' 

On  peut  donc  prendre  cette  relation  pour  l'équation  d'un  point,  et 

,      ,       .  sinaBA    sin^AB  ,  , 

recarder  les  deux  rapports  -. — :=r^  >    .    ,  ,^  comme  les  coordonnées 
°  ^*^         smuBS     smoAS 
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de  la  droite  ab.  ëd  représentant  ces  deux  rapports  par  x  et  y, 
l'équation  d'un  point  sera 

■r  -H  V  =  C 

Cl  celle  d'une  courbe  de  m'*""  classe, 

Aar"  -1-  («  H-  V)  jr"-'  +  ...-(-  E/"  +  F  =  O. 

S05.  L'équation  (i)  donne  lieu  encore  à  une  autre  interpréta- 
tion. Le  rapport  —  est  égal  à  celui  des  perpendiculaires  abaissées 


Soient  donc  p,  f/  el  q  les  distances  de  la  droite  ab  aux  trois  points 
A,  B,  S,  on  aura  la  relation 

^  +  lP-  =  u      ou      p-hl.p'=:^.q. 
<{  q         ■ 

C'est-à-dire  que  l'on  peut  prendre  pour  Vétfuation  d'un  point  une 
relation  homogène  du  premier  degré  entre  trois  variables  repré- 
sentant les  distances  d'une  même  droite  à  trois  points  fixes.  Cette 
droite  passera  toujours  par  un  même  point  qui  sera  le  point  re- 
présenté par  l'équation  homogène. 

Les  deux  rapports-)  —  peuvent  être  considérés  comme  les  coor- 

données  de  la  droite  ab,  puisqu'ils  déterminent  la  position  de 
cette  droite. 

Orf  conclut  de  là  que,  en  général,  une  équation  homogène  du 
degré  m  entre  les  distances  d'une  droite  à  trois  points  fixes  repré- 
sentera une  courbe  géométrique  de  la  m'*""  classe,  c'est-à-dire  une 
courbe  à  laquelle  on  pourra  mener  par  un  même  point  m  tangentes, 
réelles  ou  imaginair" 


S06.  ThéoeAmb.  — 
fixe  L,  le  centre  des 
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relatif  h  la  droite  h  (468],  sera  un  point  fixe^  de  quelque  point  de  la 
droite  L  qu'on  ait  mené  les  tangentes. 

Soit 

rëquation  de  la  courbe  rapportée,  comme  précédemment  (495),  à  deux 
axes  SA,  SB,  et  supposons  que  la  droite  L  coïncide  avec  SB.  Les  tangentes 
menées  par  un  point  O  de  cet  axe,  dont  Tordonnée  est  jr\  rencontreront 

l'axe  SA  en  des  points  a^  q\  ...  dont  les  abscisses  —^  >  •  •  •  seront  données 

aS 

par  l'équation  de  la  courbe,  dans  laquelle  on  mettra  j^  à  la  place  de  y, 

L*équation  devient 

A.r"»  -t-  (a  4-  ^y  ) x"«-«  4-  ...  -h  E/""  -+-  F  =  o; 

de  sorte  que  la  somme  de  ces  abscisses  est 

a  A        n'K  a  -f-  h  y* 

^  "^^"^       ^         X     * 

Soit  pi  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  a,  a',  . . .  relatif 
au  point  S,  lequel  sera  déterminé  par  l'équation 

Aoi        A/î        Ka^  /f-Ai 

m^z^  _  ^  4-  ..  •       470  , 

Spi         Sa        Su  ^ 

ou 

A^o,  a-^hy 

Sp,  A 

Ifous  avons  vu  (468)  que  la  droite  Opi  passe  par  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  d'un  système  de  points  pris  sur  les  droites  Oa,  Oo',  . . . ,  les- 
quelles sont  les  tangentes  à  la  courbe  ;  par  conséquent,  cette  droite  passe 
par  le  centre  des  moyennes  harmoniques  des  points  de  contact  de  ces  tan- 
gentes. 

Représentons  par  a/  le  rapport -7^  9  l'équation  précédente  devient 

S  pi 

mxr  H '■ —  =:  o  : 

A 

équation  du  premier  degré  entre  x'  ety,  et,  par  conséquent,  équation  d'un 
point.  C'est-à-dire  que  la  droite  Opi,  dont  ^  et  y'  sont  les  coordonnées,  passe 
toujours  par  un  même  point  fixe.  Je  dis  que  ce  point  est  le  centre  des 
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moyennes  harmoniques  des  points  de  contact  du  faisceau  dé  tangentes 
issues  de  chaque  point  0  de  la  droite  SB.  En  effet,  si  Ton  conçoit  deux 
faisceaux  de  tangentes  issues  de  deux  points  O,  0%  chaque  tangente  du  se- 
cond faisceau  pourra  être  considérée  comme  étant  la  position  qu*a  prise 
une  tangente  du  premier  faisceau,  quand  on  a  fait  glisser  le  point  O  en  O'  ; 
de  sorte  que  les  tangentes  des  deux  faisceaux  se  correspondront  deux  à  deux; 
si  Ton  prend  les  m  points  d^intersection  des  tangentes  correspondantes,  le 
point  fixe  par  lequel  passent  les  deux  droites  Op^,  0^^\  est  le  centre  des 
moyennes  harmoniques  de  ces  m  points  (  468).  Or,  si  le  point  O'  est  infini- 
ment voisin  de  O,  ces  m  points  seront  les  points  de  contact  des  m  tan- 
gentes issues  du  point  O.  Donc  le  centre  des  moyennes  harmoniques  de  ces 
m  points  de  contact  reste  un  point  fixe,  quelle  que  soit  la  position  du 
point  O  sur  Taxe  SB.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Go&oLLAïuE.  —  Quand  la  droite  L  est  à  l'infini,  le  centre  des  moyennes 
harmoniques  des  points  de  contact  des  tangentes  devient  leur  centre  des 
moyennes  distances  (472).  On  a  donc  cette  propriété  des  courbes  géomé* 
triques  : 

Si  l'on  mène  à  une  courbe  géométrique  toutes  ses  tangentes  [réelles  ou 
imaginaires),  parallèles  à  une  même  droite,  leurs  points  de  contact  [réels  ou 
imaginaires]  auront  pour  centre  des  moyennes  distances  un  point  fixCy 
quelle  que  soit  la  direction  commune  de  toutes  ces  tangentes. 

507.  Pour  donner  un  exemple  de  l'usage  des  rapports  de  sinus  pris  pour 
coordonnées  d'une  droite  (504) ,  démontrons  la  propriété  suivante  des  courbes 
géométriques. 

Théorème.  —  Étant  pris  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique  un 
triangle  dont  les  trois  côtés  sont  A,  B,  C  ;  si  par  ses  sommets  on  mène  toutes 
les  tangentes  à  la  courbe  [réelles  ou  imaginaires),  et  qu'on  représente  par 
ce,  a',  . . .  les  tangentes  issues  du  sommet  opposé  au  côté  K\  et  par  ^^  6',  ... 
tf^y,  y',  ...  les  groupes  de  tangentes  issues  des  sommets  opposés  aux  deux 
côtés  B,  G,  on  aura  Inéquation 

sin(a,  B).sin(a^B)...sin(6,  C).sin(g^  C)...  sin(7,  A).sin(7',  A)... 

sin(a,  C).sin(a  ,C)...sin(e,  A).sin(6',  A)...  sin(7,  B).sin(7',B)...  ' 

le  signe  étant  -h  ou  —  suivant  que  le  nombre  des  tangentes  (  réelles  ou 
imaginaires  )  menées  d'un  niéme  point  à  la  courbe  est  pair  ou  impair, 

.Prenons  les  deux  cotés  A,  B  pour  les  deux  axes  coordonnés,  et  des 
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rapports  de  sinus  pour  coordonnées  comme  précédemment  (50{^).  Soit 

Ax"»  -h  (rt  4-  bx)x"'-^  -h ...  4-  Ejr"»  -f-  ej""-^  -f.  F  =  o 

l'équation  de  la  courbe. 

Les  tangentes  a^  a',  . . . ,  issues  du  sommet  du  triangle  opposé  au  côté  A, 
rencontrent  ce  côté  en  des  points  dont  les  abscisses  sont  données  par  l'équa- 
tion de  la  courbe,  dans  laquelle  on  fait  j  =  o^ 

A.r'«  -f-  .  .  .  -h  F  =  o. 

F 

Le  produit  des  abscisses  est  donc  zh  --  • 

A 

F 

Pareillement,  le  produit  des  ordonnées  est  ±  =  • 

Les  rapports  -: — ;      ^,  5  •  •  •  sont  déterminés  par  Téquation 
'^'^        sin(7,  Bj  ^         ^ 

-)    +*(-)        -h-..  +  E  =  o     (500); 

E 

et,  par  conséquent,  leur  produit  est  égal  à  db  ---•  Ces  expressions  des  trois 

produits  donnent  l'équation  qu'il  s'agit  de  démontrer.         , 

508.  Remarque,  —  Si  Ton  suppose  que  x,  y^  dans  Téquation  de  la 
courbe,  représentent  des  rapports  de  segments,  au  lieu  de  rapports  de  sinus, 
la  démonstration  reste  la  même,  et  le  théorème  prend  cet  énoncé  : 

Si  des  sommets  d'un  triangle  ABC  on  mène  les  tangentes  (  réelles  ou  ima^ 
ginaires  ]  à  une  courbe  géométrique,  lesquelles  rencontrent  les  côtés  opposés 
en  des  points  a,  a',  . .  . ,  b,  b',  ...  et  c,  d ^  . ,  ,j  on  a,  entre  les  segments 
que  ces  points /ont  sur  les  côtés,  la  relation 

nB.a'B...    ^C.^'C.  .  .  rA.c/A. .  . 

flC.a'C...   bA,b'A,~  cB.c'B...  ""  — *' 

le  signe  du  second  membre  étant  -^  ou  — ,  selon  que  le  nombre  des  tan- 
gentes [réelles  ou  imaginaires)  qu'on  peut  mener  à  la  courbe,  par  un 
même  point,  est  pair  ou  impair. 

509.  Obsbryation.  —  Quoique  nous  ayons  exposé,  dans  ce  Chapitre  et 
dans  le  précédent,  les  systèmes  de  coordonnées  qui  servent  ou  peuvent 
servir  à  déterminer  par  une  équation  tous  les  points  ou  toutes  les  tangentes 
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d'une  courbe,  nous  n'aurons  point  à  faire  usage  de  ces  méthodes,  dont  les 
applications  constituent  la  Géométrie  anedy tique.  Mais,  comme  les  bases  sur 
lesquelles  elles  reposent  n'impliquent  que  des  considérations  de  pure  Géo- 
métrie, nous  avons  cru  devoir  ne  pas  les  passer  sous  silence,  d'autant  plus 
qu'elles  se  présentaient  ici  naturellement  et  dans  un  degré  dVxtension  nou- 
veau à  plusieurs  égards. 
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CHAPITRE  XXV. 

THÉORIE   DES    FIGURKS    UOMOGRAPBIQUES. 


§  I-  —  Définition  et  construction  générale  des  figures  homographiqnes. 

510.  y dîç^eWe  figures  homo graphiques  deux  figures  dans  les- 
quelles à  des  points  et  à  des  droites  de  Tune  correôpondent,  res- 
pectivement, des  points  et  des  droites  dans  Tautre,  de  manière  que 
quatre  points  en  ligne  droite  dans  une  figure  aient  leur  rapport 
anharniionique  égal  à  celui  des  quatre  points  correspondants  de  la 
seconde  figure,  et  que  quatre  droites  issues  d'un  même  point  dans 
la  première  figure  aient  leur  rapport  anbarmonique  égal  à  celui  des 
quatre  droites  correspondantes  de  la  seconde  figure. 

Deux  figures  planes,  dont  l'une  a  été  formée  parla  perspective  de 
Tautre,  sont  évidemment  deux  figures  homographiques ;  car  elles 
ont  entre  elles  les  relations  que  comporte  notre  définition 
(16  et  19). 

I.  —  Construction  générale  tles  figures  homographiques. 

SI  1 .  Etant  pris  un  triangle  ABC  {Jig-  1 14)  ^^tis  le  plan  d'une 
figure,  si  de  ses  sommets  A,  B  on  mène  à  chaque  point  m  de  la 
figure  deux  droites  qui  forment  sur  les  côtés  opposés  les  deux 

rapports  de  segments  j—j  —  *,   puis,    qu'on  prenne    un    second 

triangle  quelconque  A!  W  (y  et  deux  constantes  X,  (z,  et  qu'on  déter- 
mine dans  ce  triangle  un  point  td!  tel,  que  les  rapports  des  seg- 
ments faits  par  les  droites  A' m',  B'm'  sur  les  côtés  opposés  aient, 
ai/ec  les  premiers  rapports,  les  relations 

r.OASLES.  —  Géom,  SUJf,  2^ 
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le  point  w!  appartiendra  à  une  figure  homographique  à  la  pro- 
posée. 

C'est-à-dire  que  :  i°  quand  des  points  m  de  la  première  flgurc 
seront  en  ligne  droite,  les  points  m'  de  la  seconde  figure  seront 
aussi  en  ligne  droite;  7?  quand  des  droites  de  la  première  figure 
passeront  par  un  même  point,  les  droites  correspondantes  de  la  se- 
conde figure  passeront  aussi  par  un  même  point;  3^  quatre  points 
en  ligne  droite  dans  la  seconde  figure  auront  leur  rapport  anhar- 
monique  égal  à  celui  des  quatre  points  de  la  première  figure;  et 
4°  quatre  droites  passant  par  un  même  point  dans  la  seconde  figure 
auront  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites 
de  la  première  figure. 

Démonstration.  —  i®  Je  dis  que  des  points  ni  en  ligne  droite 
donnent  lieu  à  des  points  m'  également  en  ligne  droite. 

En  effet,  puisque  le  point  m  décrit  une  droite,  on  a  entre  les 

deux  rapports  —  et  j—  une  relation  du  premier  degré  (430). 
Donc  il  existe  aussi,  en  vertu  des  équations  (a),  une  relation  du 

premier  degré  entre  les  deux  rapports  "7— /'  tttï?*  Donc  le  point  m! 

décrit  une  droite. 

tP  Quand  des  droites  passent  par  un  même  point  dans  la  pre- 
mière figure,  les  droites  correspondantes  dans  la  seconde  figure 
passent  aussi  par  un  même  point.  Cela  est  évident,  car  chacune 
de  ces  droites  passe  par  le  point  correspondant  au  point  d^inter- 
section  commun  aux  droites  de  la  première  figure. 

3°  Quatre  points  m  pris  en  ligne  droite  dans  la  première  figure 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  m'  de 
la  seconde  figure,  car  les  quatre  points  m  ont  leur  rapport  anhar- 
monique égal  à  celui  des  quatre  points  a,  et  les  quatre  points  m' 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  a'. 

Mais,  d'après  la  relation  — -  =  X-— »  les  quatre  points  a'  ont  leur 

rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  a  (120).  Donc 
les  quatre  points  m'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  quatre  points  m. 

4^  Enfin  quatre  droites  \J  de  la  seconde  figure  passant  par  un 
même  point  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre 
droites  L  de  la  première  figure. 
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En  effet,  une  droite  L  de  la  première  figure  rencontre  les  deux 
côtés  ACy  BC  en  deux  points  a,  b,  et  l'on  détermine  la  droite 
correspondante  \J  dans  la  seconde  figure  en  prenant  les  points  a^ 
V  liés  k  ttyb  par  les  relations  (a).  Or  les  quatre  droites  L  passent 
par  un  même  point,  et  par  conséquent  leur  rapport  anharmoniquo 
est  égal  à  celui  des  quatre  points  a\  celui-ci  est  égal  à  celui  des 
quatre  points  a'j  en  vertu  des  équations  (a),  et  ce  dernier  est  égal 
à  celui  des  quatre  droites  \Jj  parce  qu'elles  passent  par  un  même 
point.  Donc,  etc. 

Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

II.  —  Des  points  siiués  à  l'infini, 

812.  jiux  points  d'une  figure  situes  à  l'infini  correspondent 
dans  la  figure  homo graphique  des  points  situés  en  ligne  droite. 

Car,  quand  un  point  m  de  la  première  figure  se  meut  à  l'infini, 
les  deux  rayons  parallèles  menés  des  deux  sommets  A,  B  à  ce 
point  forment  deux  faisceaux  homographiques  et  par  conséquent 
déterminent  sur  les  deux  côtés  opposés  BC,  AC  deux  rapports  de 

segments  j-t  —  entre  lesquels  a   lieu  la  relation  du    premier 

degré  — 7"+"r5  =  ï  (^0,  7**).  Donc  le  point  correspondant  m' 

dans  la  seconde  figure  a  pour  lieu  la  droite  représentée  par  l'équa- 
tion 

a'C         h'C  _ 

Ainsi,  à  l'infini  d'une  figure  correspond  une  ligne  droite  dans  la 
figure  homographique,  de  même  que  dans  la  perspective  des  figurer» 
planes. 

513.  Appelons  I  la  droite  de  la  première  figure  qui  correspond 
à  l'infini  de  la  seconde,  et  J^  la  droite  de  la  seconde  figure  qui  cor- 
respond à  l'infini  de  la  première.  Tout  point  de  la  droite  I  a  son 
homologue  à  l'infini  dans  la  seconde  figure,  de  sorte  qu'à  deux 
droites  parallèles  dans  la  seconde  figure  correspondent  dans  la 
première  deux  droites  concourantes  en  un  point  de  la  droite  I. 

32. 
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II  s'ensuit  que  :  Le  point  situé  à  l'infini  sur  la  droite  J'  de  la 
seconde  Jigure  a  pour  homologue  le  point  situé  à  l'infini  sur  la 
droite  I  de  la  première.  Car  ce  point  situé  à  l'inflni  sur  J'  est  à 
rintersection  de  deux  droites,  J'.et  Tinfini;  donc  son  homologue* 
dans  la  première  figure  est  à  l'intersection  des  deux  droites  cor- 
respondantes, qui  sont  l'infini  et  I;  donc  c'est  le  point  de  cette 
droite  I  situé  à  Tinfini. 

II  suit  de  là  que  :  Une  droite  parallèle  à  la  droite  I  dans  la 
première  figure  a  pour  homologue  dans  la  seconde  une  droite 
parallèle  à  la  droite  J'. 

Ces  deux  droites  homologues,  parallèles  respectivement  aux 
deux  I  et  J',  jouissent  de  cette  propriété  qa^elles  sont  divisées  sem- 
blablement,  c'est-à-dire  en  parties  proportionnelles,  par  leurs 
points  homologues.  Cela  résulte  (124)  de  ce  que  leurs  points  à 
l'infini  sont  deux  points  homologues. 

Nous  verrons  plus  loin  (579)  qu'il  existe  toujours  un  système 
de  deux  droites  homologues  qui  sont  divisées  en  parties  égales ^d^v 
leurs  points  homologues. 

m.  —  Observations  relatives  à  la  construction  des  figures  homographiques. 

514.  Dans  les  relations  (a),  chaque  rapport  sert  à  déterminer  la 
position  d'une  droite  issue  d'un  des  points  fixes  A,  B,  A',  B'.  Lr 

rapport  y—»  par  exemple,  détermine  la  direction  de  la  droite  A;w. 

On  peut  encore  déterminer  cette  direction  par  un  rapport  de  sinus, 

sin  m  AC  j  ^ .        .    ^        ,     . 

savoir  -: -TT  >  et  prendre,  au  lieu  de  la  relation 

sin/TiAB         ^ 

Ac_   //cr 

celle-ci 

sin^AC  hT/ 


=  1^117, 


sinbAB      ^' b'B' 

Cela  est  évident;  car  cette  équation  exprime  que  les  deux  droites 
Ab  et  A'b'  forment  deux  faisceaux  homographiques,  de  même  que 
la  première;  de  sorte  que  les  deux  équations  sont  équivalentes. 

Chacun  des  autres  rapports  de  segments  pourra  semblablement 
être  remplacé  par  un  rapport  de  sinus. 
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Cette  remarque  permettra  de  supposer  que  Tune  des  droites CA, 
CB  ou  C'A',  C'B'  soit  à  rinfini. 

Les  formules  (a)  s^appliquent  d'elles-mêmes  au  cas  où  Tune  des 
deux  bases  AB,  A'B',  ou  toutes  deux  seraient  à  rinGui,  ainsi  qu'au 
cas  où  l'un  des  sommets  dans  chaque  triangle  serait  à  Tinfini. 

S15.  Ces  formules  ne  s'appliquent  pas  explicitement  à  deux 
points  correspondants  c,  c',  situés  sur  les  deux  bases  AB,  A'B' 
(Jig'  i}5);  mais  on  en  déduit  la  relation  qui  a  lieu  entre  ces  deux 
points,  laquelle  est 

rA       II  c'a' 


»T»' 


cti       l  cB 

En  effet,  que  par  les  points  c,  c'  on  mène  deux  droites  homo- 
logues quelconques  ca,  c' a*  \  on  a  dans  les  deux  triangles  les  rela- 
tions 

çA  itC  ^  _  c[A^  fl^  h^  _ 

d'où  Ton  conclut,  en  ayant  égard  aux  équations  (a),  la  relation 
qu'il  s'agit  de  démontrer. 

516.  Après  avoir  pris  arbitrairement  les  trois  points  A',  B',  01 
qui  doivent  correspondre,  dans  la  seconde  figure,  aux  trois  points  A, 
B,  C  de  la  première,  on  peut  prendre  arbitrairement  un  quatrième 
point  D'  pour  correspondre  à  un  point  D  de  la  première  figure;  ce 
sera  la  position  de  ce  point  D'  qui  déterminera  les  valeurs  des  deux 
constantes  X  et  |ui,  parles  relations 

aK^    a'k'      ^'     bl^~~^b'W* 

Ainsi  :  Pour  former  une  figure  homo graphique  à  une  figure 
donnée,  on  peut  prendre  arbitrairement  les  quatre  points  qui 
correspondront  à  quatre  points  désignés  de  la  figure  donnée. 

Toutefois,  il  faut  que  des  quatre  points  désignés  il  n'y  en  ail 
pas  trois  en  ligne  droite;  car,  si  les  points  D,  ly  étaient  sur  les 
droites  AC,  A'C  respectivement    ils  feraient  connaître  la  seule 
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constante  'k,  parla  relation 

DC         p^' 
DA""    D'A'' 

et  la  seconde  [jl  resterait  indéterminée. 

ol7.  On  peut  se  donner,  dans  la  seconde  figare,  soit  trois  points 
A',  B',  C  et  une  droite  U,  soit  quatre  droites  U,  pour  correspondre 
dans  le  premier  cas  à  trois  points  A,  B,  C  et  une  droite  L  de  la 
première  figure,  et  dans  le  second  cas  à  quatre  droites  L. 

Mais  les  données  ne  peuvent  pas  être  deux  points  A',  B'  et  deux 
droites  L',  M',  devant  correspondre  à  deux  points  A,  B  et  deux 
droites  L^  M;  car  les  deux  droites  L,  M  rencontrent  la  droite  AB 
en  deux  points  E,  F,  et  les  deux  droites  L',  M'  rencontrent  la 
droite  A'B'  en  deux  points  E',  F'  qui  correspondent  aux  deux  pre- 
miers. Donc  les  quatre  points  A',  B',  E',  F'  devraient  avoir  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  A,  B,  E,  F. 
ce  qui  n^aurait  pas  lieu  si  A',  B',  U  et  M'  étaient  pris  arbitraire- 
ment; et,  dans  le  cas  où  cette  égalité  aurait  lieu,  les  données 
équivaudraient  à  quatre  points,  dont  trois  en  ligne  droite,  savoir 
le  point  C,  intersection  des  deux  droites  L',  M',  et  les  trois  points  A', 
B',  E';  ce  qui  est  insuffisant. 

818.  Puisque  deux  figures  planes  perspectives  Tune  de  l'autre 
sont  deux  figures  homographiques  (510),  on  pourra,  pour  faire  la 
perspective  d'une  figure,  ne  déterminer  directement,  en  se  servant 
de  la  position  de  4'œil,  que  quatre  points  en  perspective,  dont  on 
se  servira  ensuite  pour  construire  complètement  la  perspective  de 
la  figure,  sans  conserver  aucune  trace  de  la  position  de  Tœil. 


§  II.  —  Développements  relatifs  aux  propriétés  métriques  des  figures 
homographiques.  —  Nouvelles  définitions  de  ces  figures. 


I. 

519.  Les  relations  métriques  ou  de  grandeur  de  deux  figures 
homographiques  dérivent  de  l'égalité  des  rapports  anharmoniques 
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qui  a  lieu  soit  entre  deux  séries  de  quatre  points  correspondants, 
soit  entre  deux  faisceaux  de  quatre  droites  correspondantes. 

Remarquons  d'abord  que  cette  égalité  donne  lieu  aux  deux  pro- 
positions suivantes,  qui  en  sont  des  conséquences  immédiates  : 

I  ^  Deux  droites  correspondantes  dans  les  deux  figures  sont 
dwisées  homo graphiquement  par  leurs  points  correspondants. 

0?  Deux  faisceaux  correspondants  dans  les  deux  figures  sont 
homo graphiques. 

Gela  résulte  de  la  définition  même  des  divisions  homographiques 
et  des  faisceaux  homographiques. 

D'après  la  première  de  ces  deux  propositions,  si  Ton  considère 
sur  une  même  droite  dans  la  première  figure  deux  points  fixes  a, 
b  et  un  point  variable  m,  et  dans  la  seconde  figure  les  deux  points 
fixes  a\  &'  et  le  point  variable  m!  qui  correspondent  aux  trois  pre- 
miers, on  aura  la  relation 

am a' m* 

bm  b'm' 

dans  laquelle  X  est  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  posi- 
tion des  deux  points  a,  b,  c'est-à-dire  que,  ces  deux  points  étant 
fixes  ainsi  que  a'  et  b',  si  m  et,  m'  sont  deux  points  correspondants 

variables  sur  les  deux  droites  ab  et  a'b\  les  deux  rapports  -j—  et 


bm 


a  m 


;— ;  sont  entre  eux  dans  une  raison  constante  (lâO). 


b*m 


am       »  a'm' 


S20.   On  sait  que,    dans  l'équation   7— ssXtt— 7?   chacun   des 

bm  0  m 

points  fixes  a,  b,  a\  b'  peut  être  pris  à  l'infini  et  que  l'équation 

subsiste,  comme  si  les  segments  comptés  à  partir  de  points  situés 

à  l'infini  étaient  égaux  à  l'unité  (123). 

Si  donc  le  point  b  est  pris  à  l'infini,  on  aura 


a'm' 


am  =  ).  -jj— 
b  m 


Si  le  point  a'  de  la  seconde  figure  est  aussi  à  l'infini,  il  vient 
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am  ==  77— r  ou,  suivant  notre  notation  habituelle, 
u  m 

tm  ,j  m  m  A, 

c'est-à-dire  que  :  Dans  deux  Jigures  homographiques,  si  Von 
prend  sur  deux  droites  correspondantes  les  points  iet']'  dont  les 
homologues  sont  à  l'infini,  le  produit  des  distances  de  deux 
points  homologues  quelconques  de  ces  deux  droites  aux  deux 
points  i  et  y,  respect ii^ement,  sera  constant. 


II. 

521.  Concevons  deux  droites  homologues  (c'est-à-dire  corres- 
pondantes) L,  U  passant  respectivement  par  les  deux  points  m,  m'; 

le  rapport  —  est  égal  au  rapport  des  distances  de  la  première 

droite  aux  deux  points  a,  &,  et  de  même  p — ;  est  égal  au  rapport 
des  distances  de  la  droite  U  aux  deux  points  a\  h'.  Par  consé- 
quent, on  conclut  de  la  relation  générale  - —  =  X  77—7  cette  pro- 
priété fort  importante  : 

Etant  pris  deux  points  fixes  dans  une  figure  et  les  deux  points 
homologues  dans  la  figure  homographique ,  si  l'on  mène  deux 
droites  homologues  quelconques,  le  rapport  des  distances  de  la 
première  aux  deux  points  fixes  de  la  première  figure  sera  au 
rapport  des  distances  de  la  seconde  aux  deux  points  fixes  de  la 
seconde  figure  dans  une  raison  constante,  quelles  que  soient  ces 
deux  droite^, 

III. 

522.  Soient  A,  B  deux  droites  fixes  quelconques  de  la  pre- 
mière figure  et  A^,  B'  les  deux  droites  homologues  dans  la  seconde 
figure  ;  si,  autour  du  point  d'intersection  des  deux  premières,  on 
fait  tourner  une  droite  M,  et  autour  du  point  d'intersection  des 
deux  autres  la  droite  homologue  M',  ces  deux  droites  M  et  M' for- 
meront deux  faisceaux  homographiques  (510),  et  par  conséquent 
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on  aura  la  relation 

sin(A,M)_    sin(A%]\r) 
sin(B,M)  ~"  'sin(B',M')' 

X  étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  position  des  deux 
droites  fixes  A,  B  (149). 

Considérons  sur  les  deux  droites  M,  M'  deux  points  homo- 
logues niy  m'\   le   rapport  des   distances  du  premier  aux   deux 

droites  A,  B  est   .    , ,/  ^^  [  >  et  le  rapport  des  distances  du  second 

sin  (  B,  M  )  '  ^ 

aux  deux  droites  A',  B',    .    :,^/\,n*  Donc  :  Quand  deux  fleures 

sin  (B',M  )  ^  '^  ^ 

sont  homographiques,  si  f  on  prend  dans  la  première  deux  droites 

fixes  et  dans  la  seconde  les  deux  droites  correspondantes,  les 

rapports  des  distances  de  deux  points  homologues  quelconques  à 

ces  deux  couples  de  droites,  respectivement,  seront  entre  eux  dans 

une  raison  constante. 

Ainsi,  soient  p^  q  les  distances  du  point  m  aux  deux  droites  A, 

B,  et  p',  q'  les  distances  du  point  m'  aux  deux  droites  A',  B';  on 

aura 

- —  A  -7» 
q  q 

A  étant  une  constante  qui  ne  dépend  que  de  la  position  des  deux 
droites  A,  B. 

523.  Chacune  des  quatre  droites  peut  être  prise  à  Tinfini,  et  la 
distance  qui  se  rapporte  à  cette  droite  disparaît  de  Téquation, 
comme  si  cette  distance  devenait  égale  à  Tunité. 

Ainsi,  supposons  que  la  droite  B  de  la  première  figure  soit  à 
Tinfini  ;  je  dis  que  Ton  aura 

.p' 

En  effet,  dans  ce  cas,  l'homographie  des  deux  faisceaux  formés 
par  les  deux  droites  M,  M'  s'exprime  par  l'équation 

_ ,  siniAVM') 
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am  étant  le  segment  compris  sur  une  transversale  fixe  entre  les 

deux  droites  A  et  M  (1S6).  Or,  si  l'on  considère  sur  les  deux 

droites  M  et  M'  deux  points  homologues  m,  m',  la  distance  p  du 

premier  à  la  droite  A  est  proportionnelle  au  segment  am,  et  le 

rapport  des  distances  du  second  aux  deux  droites  A',  B'  est  tou- 

sin(A',M')     j  »  1        1     • 

lours   .    )^,  ,.,  ;  de  sorte  au  on  a  la  relation 

"*  sin   B',M)'  ^ 


./>' 

P  =  ^Tr 


On  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Dans  deux  figures  homo graphiques,  la  distance  de  chaque 
point  de  l'une  à  une  droite  fixe  A  est  au  rapport  des  distances 
du  point  homologue  de  la  seconde  figure  aux  deux  droites  A', 
ly,  qui  correspondent  respectivement  à  la  droite  h.  et  à  l'infini  de 
la  première  figure,  dans  une  raison  constante. 

524.  On  peut  prendre  la  droite  A'  de  la  seconde  figure  à  l'infini; 
la  distance^'  disparaîtra  de  l'équation,  et  l'on  aura 

car,  dans  ce  cas,  les  deux  droites  M,  M'  forment  deux  faisceaux 
de  droites  parallèles  aux  deux  A  et  B'  respectivement.  L'homo- 
graphie des  deux  faisceaux  s'exprimera  par  celle  des  deux  séries 
de  points  qu'ils  marqueront  sur  deux  transversales  fixes  quelcon- 
ques, et  par  conséquent  par  l'équation  am  =  -jj—ij  am  et  b'm 

étant  les  segments  compris  sur  ces  deux  transversales  entre  les 
deux  droites  A  et  M  d'une  part  et  les  deux  droites  B'  et  M' d'autre 
part,  puisque  a  et  b'  sont  les  points  qui,  dans  les  divisions  homo- 
graphiques  faites  sur  les  deux  transversales,  ont  leurs  homologues 
à  l'infini.  Or,  si  sur  les  deux  droites  M,  M'  on  considère  deux 
points  homologues,  leurs  distances  p,  q'  aux  deux  droites  A  et  B 
respectivement  sont  proportionnelles  aux  segments  am,  A'm'.  On 
a  donc  l'équation 
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ce  quî  prouve  que  : 

Etant  données  deux  figures  homo graphiques,  si  Von  prend 
dans  la  première  la  droite  qui  correspond  à  V infini  de  la  seconde 
et  dans  celle-ci  la  droite  qui  correspond  à  l'infini  de  la  première, 
les  distances  de  deux  points  homologues  quelconques  des  deux 
figures  à  ces  deux  droites,  respectii^ement,  ont  leur  produit  con- 
stant. 

525.  Toutes  les  relations  précédentes  dérivant  de  Tégalité  de 
deux  rapports  anharmoniques  dans  les  deux  figures,  et  cette  égalité 
ayant  lieu  dans  une  figure  plane  et  sa  perspective,  on  en  conclut 
que  toutes  ces  relations  s'appliquent  à  deux  figures  perspectives 
Tune  de  Tautre. 

IV.  —  Nouvelles  définitions  des  figures  homographiques. 

526.  D'après  le  théorème  (522),  on  peut  donner  cette  nouvelle 
définition  des  figures  homographiquesi  aussi  simple  que  précise  : 

Deux  figures  homographiques  sont  celles  dans  lesquelles  les 
points  se  correspondent  deux  à  deux,  de  manière  que  les  rapports 
des  distances  de  chaque  point  de  la  première  figure  à  trois  droites 
fixes  soient  aux  rapports  des  distances  du  point  correspondant 
de  la  seconde  figure  à  trois  autres  droites  fixes  dans  des  raisons 
constantes. 

527.  On  peut  encore  dire  que  : 

Deux  figures  sont  homographiques  quand  des  droites  dans 
l'une  correspondent  à  des  droites  dans  l'autre,  de  manière  que 
les  rapports  des  distances  de  chaque  droite  de  la  première  figure 
à  trois  points  fixes  soient,  aux  rapports  des  distances  de  la  droite 
correspondante  dans  la  seconde  figure  à  trois  autres  points  fixes, 
dans  des  raisons  constantes. 

Cela  résulte  du  théorème  (521). 

De  Tune  ou  de  l'autre  de  ces  deux  définitions,  on  remonte  sans 
diflficulté  aux  relations  (a)  et  à  toutes  les  propriétés  des  figures 
homographiques. 
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§  III.  —  Figures  homologiqnes. 

I.  —  Manières  de  former  deux  figures  homologiques. 

528.  Quand  deux  figures  sont  la  perspective  Tune  de  l'autre 
dans  l'espace^  telles  que  deux  triangles  ABC,  abc^  les  droites  qui 
joignent  leurs  points  homologues  concourent  en  un  même  point 
de  l'espace,  qui  est  la  position  de  Tœil  ;  et  les  droites  homologues 
concourent  en  des  points  situés  sur  la  droite  d'intersection  des 
plans  des  deux  iigures,  qu'on  appelle  la  ligne  de  terre.  Si  l'on 
fait  tourner  le  plan  de  la  seconde  figure  autour  de  cette  ligne,  les 
droites  aby  bc,  cd  tournent  autour  de  trois  points  fixes  de  cette 
ligne,  et  les  droites  Aa,  Bi,  Ce  concourent  toujours  en  un  même 
point  qui  forme  une  nouvelle  position  de  l'œil,  de  sorte  que  les 
deux  figures  sont  toujours  en  perspective  (378);  et,  si  le  plan  de 
la  seconde  figure  abc  s'applique  sur  le  plan  de  la  première  ABC, 
il  n'y  a  plus  perspective  proprement  dite,  mais  les  droites  Aa, 
B6,  Ce  concourent  encore  en  un  même  point,  parce  que  les  droites 
AB,  BC,  CA  rencontrent  respectivement  leurs  homologues  abj  bc, 
ca  en  des  points  situés  en  ligne  droite  (375). 

Ces  figures,  dont  les  points  homologues  sont  sur  des  droites 
concourantes  en  un  même  point  et  dont  les  lignes  homologues 
se  rencontrent  sur  une  même  base,  sont  celles  que  Poncelet  a 
appelées  figures  homologiques.  Le  point  de  concours  est  leur 
centre  d'homologie,  et  la  base  «6  leur  axe  de  concours  ou  d'homo- 
logie  (*). 

Toutefois,  ce  n'est  pas  précisément  par  cette  considération  du 
rabattement  du  plan  d'une  figure  sur  le  plan  de  sa  perspective  que 
le  célèbre  auteur  a  formé  des  figures  homologiques  :  c'est  d'une 
autre  manière,  également  simple,  savoir  par  la  perspective  sur  un 
plan  de  deux  figures  semblables  et  semblablement  placées,  ou  Ao- 
mothétiques,  contenues  dans  un  autre  plan.  La  perspective  produit 
deux  figures  homologiques  dont  le  centre  d'homologie  est  la 
perspective  du  centre  de  similitude  des  deux  figures  homothé- 
tiques  et  dont  Vaxe  de  concours  ou  d'homologie  est  la  perspec- 

(')  Traité  des  Propriétés  projectivcs  des  figures,  p.  iGo. 
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tîvede  la  droite  située  à  Tinfini  dans  le  plan  de  ces  deux  figures. 
Cela  est  évident,  et  les  propriétés  des  deux  figures  homothétiques 
donnent  lieu  naturellement  à  celles  des  deux  figures  homolo- 
giques(*). 

II.  —  Construction  graphique  d*  une  figure  homolugique  à  une 

figure  donnée, 

529.  Quand  le  centre  et  Taxe  d'homologie  sont  donnés,  il  suffit, 
pour  construire  la  figure  homologique  à  une  figure  donnée,  de 
connaître  le  point  a  qui  correspond  à  un  point  donné  A  de  la 
figure  proposée;  car  le  point  b  correspondant  à  un  autre  point 
quelconque  B  sera  à  l'intersection  de  la  droite  SB  et  de  la  droite 
menée  du  point  a  au  point  y  où  la  droite  AB  rencontre  Taxe  d'ho- 
mologie.  Ainsi,  étant  donné  le  seul  point  a  de  la  nouvelle  figure, 
on  déterminera,  par  de  simples  intersections  de  lignes  droites, 
tous  les  autres  points  de  la  figure.  La  droite  correspondant  à  une 
droite  donnée  se  déterminera  par  deux  de  ses  points,  dont  Tun 
pourra  être  celui  où  la  droite  donnée  rencontre  Taxe  d'homologic. 

Si  Ton  donne  Taxe  d'homologie  avec  les  deux  points  a\  V  de  la 
seconde  figure,  qui  doivent  correspondre  aux  deux  a,  b  de  la  pre- 
mière, on  peut  construire  la  seconde  figure  sans  se  servir  du  centre 
d'homologie,  en  déterminant  chaque  point  m!  correspondant  à 
chaque  point  m  par  Tintersection  de  deux  droites  tournant  autour 
des  deux  points  a',  V  et  rencontrant  les  deux  droites  ma,  mb^  res- 
pectivement, sur  Taxe  d'homologie. 

On  peut,  par  une  construction  analogue,  construire  la  seconde 
figure  en  connaissant  seulement  le  centre  d'homologie  et  deux 
droites  de  cette  figure  correspondant  à  deux  droites  de  la  pre- 
mière figure. 

C'est  ainsi,  par  des  intersections  de  lignes  droites,  que  M.  Pon- 
celet  a  construit  les  figures  homologiques  dans  son  Traité  des 
propriétés  projectives{^),  Ouvrage  dans  lequel  se  trouvent  de  très- 
heureuses  applications  de  cette  théorie,  comme  nous  le  verrons  en 
traitant  des  sections  coniques. 


(')  Traité  des  propriétés  projectives  des  figures  y  p.  iSg-iG». 
(•)  Voir  p.  i6a-i64,  irl.  302-304. 
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m.  —  Autre  manière  de  former  les  figures  homologiques. 

530.  Etant  pris  dans  le  plan  d'une  figure  un  point  fixe  S  et 
un  axe  fixe  X,  si  sur  le  rayon  mené  de  ce  point  à  chaque 
point  m  de  la  figure  on  détermine  un  second  point  m' par  la  re- 
lation 

, , ,  S/71        .  um 

^    '  Sm  tim 

(i  étant  le  point  où  le  rayon  S  m  rencontre  l'axe  fixe  X  ef  X  une 
constante,  le  point  m'  appartiendra  à  une  figure  homologique  à 
la  proposée;  le  point  S  et  l'axe  X  seront  le  centre  et  l'axe  d'ho- 
mologie  des  deux  figures. 

En  effet,  les  deux  figures  satisfont  à  Tune  des  deux  conditions 


\  a 


V 


m 


/_/ 


a  (x 

^  '^  m' 


1/ 
8 


de  construction  des  figures  homologiques,  savoir,  que  les  points 
homologues  soient  sur  des  droites  concourantes  en  un  même  point; 
il  sufïit  donc  de  prouver  que  deux  droites  homologues  se  rencon- 
trent sur  Taxe  fixe.  Or,  pour  deux  couples  de  points  correspon- 
dants a,  a'  et  m,  m\  on  a 

Sa a  a  Sm .  ^m 

a  ua  S  m  um 

et  par  conséquent 


Sa      a  a        S  m      um 

,        •  »—  _____  •  1 


Saf  '  Ku'       S  m'     ^im' 
Cette  relation  prouve  que  les  deux  séries  de  points  S,  a,  a,  a  et 
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Sy  niy  yij  m'  ont  le  même  rapport  anharmonique,  et  par  consé- 
quent que  les  deux  droites  am^  a' m!  concourent  sur  Taxe  fixe 
AfA  (42)  ;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

On  peut  appeler  la  constante  \  le  coefficient  d'homologie  des 
deux  figures. 

Quand  on  donne  un  pointa^  de  la  figure  que  l'on  veut  construire, 
correspondant  à  un  point  a  de  la  figure  proposée,  cette  constante 
se  trouve  déterminée  par  la  relation 


cta 


531 .   Cas  particuliers.  —  I.  Si  l'on  suppose  l'axe  d'homologie 

à  l'infini,  le  rapport  -^-—7  devient  égal  à  l'unité,  et  la  relation  se 

réduit  à 

Sm , 

S  m' 

Alors  les  deux  figures  sont  semblables  et  semblablement  placées 
ou  homothétiques.  Leur  centre  et  leur  rapport  de  similitude  sont 
le  point  S  et  la  constante  X. 

II.  Le  centre  d'homologie  de  deux  figures  peut  être  à  l'infini; 

alors  le  rapport  —-,  est  égal  à  l'unité,  et  la  relation  se  réduit  à 


S  m' 


pm        I 
IfLin'       À 

On  peut  dire  que  la  seconde  figure  est  formée  par  l'accroisse- 
ment des  ordonnées  de  la  première  dans  un  rapport  constant. 

IV.  —   Construction  des  figures  komologiques  dérivée  de  la  construction 

générale  des  figures  homographiques» 

532.  Supposons  que  dans  la  construction  générale  des  figures 
homographiques  (oH)  on  prenne  pour  les  points  A',  B',  C  de  la 
seconde  figure  les  trois  points  A,  B,  G  de  la  première;  les  rela- 
tions (a)  deviennent 

aC        a'C        hC_    b^ 


35'À  TRAITÉ  DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.   —   CHAPITRE  XXV. 

Si  X  et  /x  ont  des  valeurs  quelconques,  les  deux  figures  n!ont  rien 
de  particulier  dans  leur  position  relative  ;  seulement,  trois  points 
de  Tune  coïncident  avec  leurs  homologues  respectifs  dans  Fautre, 
ce  qui  a  lieu  en  général,  comme  nous  le  verrons  (572),  quelle  que 
soit  la  position  de  deux  figures  homographiques.  Mais,  si  les  deux 
constantes  X  et  [i  sont  égales,  alors  les  deux  figures  sont  homolo- 
giques;  le  point  C  {fig»  116)  est  leur  centre  d'homologie  et  la 
base  AB  leur  axe  d'homologie. 

En  effet,  les  deux  constantes  étant  égales,  les  deux  équations 
donnent  celle-ci 

nC     fi'C  _hC  ,  f/C 

qui  prouve  que  les  deux  séries  de  points  A,  a,  a',  C  et  B,  £,  £', 
C  ont  le  même  rapport  anharmonique,  et  par  conséquent  aussi 
les  deux  faisceaux  de  quatre  droites  qui  ont  leurs  centres  en  B  et 
A  et  dont  les  rayons  passent  par  ces  deux  séries  de  quatre  points, 
respectivement. 

De  là  on  conclut,  d'abord  que  les  deux  droites  ai,  a'b'^  qui 
sont  deux  droites  homologues  dans  les  deux  figures,  concourent 
en  un  même  point  de  la  base  AB  (42),  et  en  second  lieu  que  les 
deux  points  m,  m'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  C  (i7). 

Ainsi  les  deux  figures  satisfont  aux  deux  conditions  de  con- 
struction des  figures  homologiques;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

La  relation  caractéristique  des  figures  homologiques 

Cm      um 

-—7  :  ^  =  const. 

Lm      iLnt 

dérive  aussi  de  ces  considérations. 

Car,  les  trois  points  C,  m,  m'  étant  en  ligne  droite,  on  a 

Cw      ij.m        Ca      An 
C//1      /xm'       Ca     Aa 

V.  —  Relations  métriques  des  figures  homologiques, 

533.  Quand  on  considère  deux  figures  homologiques  comme 
deux  figures  qui  ont  été  la  perspective  l'une  de  l'autre,  on  en  con- 
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dut  que  toutes  les  relations  métriques  des  figures  homographiquesi 
démontrées  dans  le  paragraphe  précédent,  s'appliquent  d'elles- 
mêmes  aux  figures  homologiques.  Toutefois,  la  position  particu- 
L'ère  de  ces  figures  donne  lieu  à  quelques  relations  spéciales  fort 
importantes  que  nous  verrons  plus  loin  (VI)- 

53-i.  Quand  on  décrit  les  figures  homologiques  sur  le  plan,  soit 
par  des  intersections  de  lignes  (529),  soit  par  la  relation  (  i),  la  dé- 
monstration directe  de  leurs  deux  propriétés  métriques  fondamen- 
tales, d'où  toutes  les  autres  se  déduisent,  est  extrêmement  facile  ; 
elle  dérive  immédiatement  des  conditions  de  position  des  deux 
figures.  Ces  propriétés  consistent  en  ce  que  quatre  points  en  ligne 
droite  ou  quatre  droites  concourantes  en  un  même  point  dans 
la  première  figure  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui 
des  quatre  points  ou  des  quatre  droites  correspondantes  dans  la 
seconde  figure. 

Or,  dans  deux  figures  homologiques  :  i^les  droites  qui  joignent 
quatre  points  de  la  première  a,  &,  c,  ^  à  leurs  homologues  a\  h\ 
c\  d'  respectivement  passent  par  un  même  point  (le  centre  d'ho- 
mologie);  donc,  si  les  deux  séries  de  quatre  points  sont  sur  deux 
droites,  leurs  rapports  anharmoniques  sont  égaux  (14)  ;  2®  quatre 
droites  concourantes  en  un  même  point  dans  la  première  figure 
rencontrent  respectivement  les  quatre  droites  correspondantes  en 
quatre  points  situés  en  ligne  droite  (sur  l'axe  d'horaologie )  ;  donc 
les  rapports  anharmoniques  des  deux  faisceaux  de  quatre  droites 
sont  égaux  (13). 

Ainsi  les  relations  métriques  qui  font  le  caractère  des  figures 
homographiques  en  général  se  trouvent  démontrées  directement 
pour  les  figures  homologiques. 

535.  Considérons  les  deux  droites  I  et  J' qui,  dans  chaque  figure 
respectivement,  correspondent  à  l'infini  de  Tautre  figure.  Ces 
deux  droites  sont  évidemment  parallèles  à  l'axe  d'homologie ,  car 
la  droite  à  l'infini  dans  la  seconde  figure  et  la  droite  I  qui  lui  cor- 
respond dans  la  première  rencontrent  l'axe  d'homologie  au  même 
point,  et  ce  point  est  à  Tinfini;  donc  la  droite  I  est  parallèle  à  l'axe 
d'homologie. 

Les  distances  des  deux  droites  I  et  J'  soit  au  centre,  soit  à  Taxe 

C.UAtLkJ.  ^  Géom,  iup,  23 
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d'homologie  dépendent  de  la  constante  X  dans  la  relation 


Sm iim 


=  X 


S  m'         /*/»' 

Soient /y  y'  et.r  les  points  oCi  le  rayon  S//i  rencontre  les  deux 
droites  I  et  J' et  Taxe  d'homologie.  Faisant  S  m' infini,  on  a  — :  =X  ; 

et,  faisant  S  m  infini,  ^  =  -• 

J'J  A 


XI 


Ainsi  Ton  a 


—,z=z—j       ou       St.Sj  =:xt.x/. 
XI        S/ 


Cette  relation  montre  que  le  milieu  des  deux  points  i  eij'  coïn- 
cide avec  celui  des  deux  points  S  et  x,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
que  la  distance  de  la  droite  I  au  point  S  est  égale,  mais  en  sens 
contraire,  à  celle  de  la  droite  J^  à  Taxe  d'homologie.  En  effet,  la 

S/       xf  j 
proportion  — .  =  —  donne 

'  ^j  ^'     J'y       o  V 


St  —  xi      xj'  —  Sj'  Sx      xS 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu,  car  les  points  m  et  m'des  deux 
figures  situés  sur  un  même  rayon  forment  deux  divisions  homo- 
graphiques  dont  les  points  doubles  sont  S  etx;  par  conséquent, 
le  point  milieu  de  ces  deux  points  coïncide  avec  celui  des  deux  î  et 

VI.  —  Développements  relatifs  aux  propriétés  métriques  des  figures  homo^ 
logiques.  —  Diverses  manières  de  former  la  figure  homologique  à  une 
figure  donnée, 

536.  Considérons  dans  une  figure  deux  droites  fixes,  et  dans  la 
figure  homologique  les  deux  droites  correspondantes.  Soient  mp^ 
niq  les  perpendiculaires  abaissées  d^un  point  m  de  la  première 
figure  sur  les  deux  premières  droites,  et  /w'p',  m!q*  les  perpendi- 
culaires abaissées  du  point  m!  sur  les  deux  autres  droites  ;  les  deux 

mp     m'p'  , 

rapports  — ^j  —j-;  seront  entre  eux  dans  une  raison  constante, 
*  mq     m  q 
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quels  que  soient  les  deux  points  homologues  m,  m! ^  car  cette  rela- 
tion dérive,  comme  nous  l'avons  vu  (522),  de  l'égalité  des  rapports 
anharmoniques  de  deux.faisceaux  homologues.  Écrivons  donc 

mp         m'p' 
^    '  mq  m  q 

Cette  équation  donne  lieu  à  plusieurs  autres  relations. 

537.  Supposons  que  la  première  droite  de  la  première  figure 
passe  par  le  centre  d'homologie;  elle  coïncidera  avec  son  homo- 
logue, et  l'on  aura 

mp  Sm 


m'y  "■  Sm'  ^ 

et  par  conséquent 

(^0 

Sm        ^  mq 
^m'          m'a' 

Ainsi  :  Dans  deux  figures  homologiques,  si  l'on  prend  deux  droites 
fixes  homologues  L,  U,  le  rapport  des  distances  de  deux  points 
homologues  quelconques  au  centre  d'homologie  sera  au  rapport 
des  distances  de  ces  deux  points  aux  deux  droites  L,  \Jy  respectif 
vernentj  dans  une  raison  constante. 

538.  Si  l'on  prend  pour  la  droite  L  l'axe  d'homologie,  V  coïn- 
cidera aussi  avec  cet  axe,  et  le  rapport  — ^  sera  égal  à  ^— ?;  il  en 

^■^         mq'  ^  fim 

résulte 


Sm  fim 

S  m'  a  m 


1 1 


ce  qui  est  la  relation  déjà  démontrée  (532). 

Nous  n'aurions  pas  besoin  de  dire  que,  dans  ces  diverses  rela- 
tionsy  de  même  que  dans  celles  qui  suivent,  la  constante  A  ne  con- 
serve pas  la  même  valeur. 

539.  Supposons  que  la  droite  L  soit  à  l'infini;  le  segment  mq 
disparaît  de  l'équation  [d)  et  Ton  a 

,  _,  -  Sm 

mq 

7.3. 
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m!q'  est  la  distance  du  point  m'  à  la  droite  J^,  qui  dans  la  seconde 
fig^ure  correspond  à  Tinfini  de  la  première  (535). 

Cette  relation  entre  deux  figures  homologiques  sera  très  utile 
pour  transporter  à  une  figure  les  propriétés  d'une  autre.  On  voit, 
par  exemple,  que,  si  la  première  est  un  cercle  ayant  son  centre  en  S, 
on  aura  dans  la  seconde 

S  m' 

— P-;  =  const.: 

m  q 

ce  qui  montre  que  celle-ci  est  une  conique  ayant  son  foyer  en  S  et 
pour  directrice  la  droite  fixe  J'. 

540.  Supposons  dans  Téquation  générale  (c)  que  la  première 
droite,  à  laquelle  se  rapportent  les  perpendiculaires  mp,  soit  à 
Tinfini,  et  que  la  seconde  soit  la  droite  I  qui  correspond  à  rinfini 
de  la  seconde  figure  ;  les  deux  segments  mp^  mfq'  disparaîtront,  et 
Ton  aura 

luq 

Ainsi,  les  deux  droites  I  et  J',  qui  correspondent,  dans  chaque 
figure  respectivement,  à  Finfini  de  Tautre  figure,  jouissent  de  cette 
propriété  que  le  produit  des  distances  de  deux  points  homologues 
à  ces  deux  droites,  respectivement,  est  constant. 

Par  conséquent  :  Étant  données  deux,  droites  parallèles  dans 
le  plan  d'une  figure,  si  d'un  point  fixe  on  mène  un  rayon  à 
chaque  point  m  de  la  figure,  et  que  sur  ce  rayon  on  prenne  un 
point  m!  tel  que  le  produit  des  distances  des  deux  points  m,  m' 
aux  deux  droites,  respectix^ement,  soit  constant,  le  point  m'  de- 
crira  une  figure  homologique  à  la  proposée. 


§  IV.  —  Expression  analytiq[ae  des  figures  homographiqiaes. 

I. 

541 .  Ptapporlons  les  points  de  la  première  figure  à  deux  axes 
coordonnés  OX,  OY,  et  ceux  de  la  seconde  figure  à  deux  autres 
axes  coordonnés  ox^  oy  pris  arbitrairement. 
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La  propriété  des  deux  Ggures,  exprimée  parle  théorème  (5S2), 
fourDit  immédiatement  l'expression  des  coordonnées  de  chaque 
point  de  la  seconde,  en  fonction  des  coordonnées  du  point  homo- 
logue de  la  première. 

En  effet,  soient 

AX  4-  BY  -h  1  =  o,     A'  X  +  B'  Y  -4-  I  =  o,     A^'X  -h  B'' Y  4-  î  =  o 

les  équations  de  trois  droites  de  la  première  figure  (433,  Corol- 
laire), et 

ax  -h  hr  -I-  î  r=  o,     a'x  4-  l'y  -|-  i  :=  o,     a" x  -f-  h" y  -f- 1  =:  o 

celles  des  trois  droites  correspondantes  dans  la  seconde  figure. 

Soient  X,  Y  les  coordonnées  d'un  point  M  de  la  première  figure 
et  X,  y  celles  du  point  homologue  m  de  la  seconde  figure  ;  le  rap- 
port des  distances  du  point  M  à  deux  des  droites  de  la  première 
figure  sera  au  rapport  des  distances  du  point  m  aux  deux  droites 
correspondantes  de  la  seconde  figure  dans  une  raison  con- 
stante (522).  On  aura  donc  les  deux  équations 

AX4-BY-4-1    _      ax-hbx-^J 
A'^X-f-B'^Y-f-i  ''    arr-{-by-^i' 

'''  '   A'X-4-B^Y-4-i  _     a'.T^b'x'hi 

A'^X  -h  B'^Y  -H  I  ^^a"x  4-  b'y  +  1  ' 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  de  x  eiy  en  fonction  des  coordonnées  X, 
Y,  lesquelles  sont  de  la  forme 

.    .  _       «X-f-eY-hi  _      «'X4-6'Y-hi 

l^^  •^-'•«"x-h6"Yn'    '^'~^-«-'xTe''YTi' 

542.  On  peut  démontrer  a  priori  que  les  expressions  de  a:  et  y 
sont  de  cette  forme.  Pour  cela,  considérons  les  axes  oy  et  ox 
comme  deux  droites  faisant  partie  de  la  seconde  figure;  soient 

aX-h6YH-i  =  o     et     «'X -h  S'Y -I- 1  =  o 

les  équations  des  deux  droites  qui  correspondent  dans  la  première 
figure  à  ces  deux-là,  et 

«*'X  +  rY-i-i  =  o 
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celle  de  la  droite  qui  correspond  dans  cette  figure  à  TinGni  de  la 
seconde. 

La  distance  d'un  point  m  de  la  seconde  figure  à  Taxe  oj  sera 
au  rapport  des  distances  du  point  homologue  M  de  la  première 
figure  aux  deux  droites  correspondant  à  Taxe  o^  et  à  Tinfini  de 
la  seconde  dans  une  raison  constante  (523).  On  a  donc 


et  pareillement 


_      «X-f-gY-H 


^a*'X-+-e'^Y-+-I 


C.    Q.    F.    D. 


II. 

543.  Les  trois  équations 

«X  -f-  eY  +  I  =  O,     ce'X  -+-  e'  Y  -4-  I  =:  0,      fle''X  -+-  e^'Y  -f  I  =  O 

représentent  les  trois  droites  de  la  première  figure  qui  ont  pour 
homologues  dans  la  seconde  Taxe  oj^,  Taxe  ox  et  Tinfini. 

Les  axes  OX,  OY  de  la  première  figure  sont  arbitraires,  ainsi 
que  les  deux  oXy  oy  de  la  seconde  figure.  On  peut,  en  disposant 
convenablement  de  ces  quatre  axes ,  donner  aux  formules  des 
expressions  plus  simples,  que  voici  : 

1°  Les  deux  axes  OX,  OY  sont  quelconques,  et  les  deux  ox,  oy 
sont  les  droites  qui  leur  correspondent  dans  la  seconde  figure  : 

^    '  •^  — «"X-+-6"Y+i'     -^""a^X-f-rY-M* 

a^  OY  est  parallèle  à  la  droite  I  qui,  dans  la  première  figure, 
correspond  à  Tinfini  de  la  seconde;  OX  est  quelconque;  oj^et  ox 
correspondent  respectivement  à  OY  et  OX;  \oy  est  parallèle  à  la 
droite  J',  qui,  dans  la  seconde  figure,  correspond  à  Tinfini  de  la  pre* 
mière  (513)]  : 
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3®  OY  est  la  droîte  I  ;  OX  quelconque  ;  oar,  oy  quelconques  : 

«X-l-eY4-î  «'X  4- S'Y -M 

(5)  *=« ^^ »     r  =  ? ^ • 

4^  OY  est  la  droite  I;  OX  est  quelconque;  ox  correspond  à 
OX,  et  oy  est  quelconque  : 

,r^  aX4-€Y4-I  »  Y ' 

(6)  J^=« ^ »    -^^X' 

5*  OY  est  la  droîte  I;  OX  quelconque;  ox  est  la  droîte  J',  et 
oy  quelconque  : 

(7)  '  =  « ^ »    -^"^x*  ^ 

6*  OY  est  la  droîle  I;  OX  quelconque  ;  ox  est  la  droîte  J',  et  oy 
correspond  à  OX  : 

(8)  ,=.^.     r=t. 

7®  OY  est  la  droîte  I  ;  OX  quelconque  ;  oy  est  la  droite  J',  et  ox 
correspond  à  OX  : 

.    .  «  ?Y 

(9)  *  =  ^»     ^  =  ^^ 

Ces  différentes  relations  s*appllquent  aux  figures  homogra- 
phîques  dans  toute  leur  généralité,  et  sont  indépendantes  de  la 
position  relative  des  deux  figures. 


§  V.  ^  Figures  homographiq[ae8  ayant  deiu  droites  homologues 

coïncidentes  i  l'infini. 


I.  —  Conditions  de  construction  des  figures, 

544.  Si,  dans  les  formules  [a)  qui  nous  ont  servi  à  construire  une 
figure  homographique  à  une  figure  donnée,  on  prend  les  deux 
constantes X  et  fA  égales  à  + 1 ,  les  deux  figures  présenteront  cette  cir- 
constance particulière,  que  la  droite  à  l'infini  dans  l'une  awa 
son  homologue  également  à  l 'infini  dans  l 'autre. 
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En  effet,  ab  ei  a'b*  {fig*  ii4)  étant  deux  droites  correspon- 
dantes dans  les  deux  figures,  on  a,  par  hypothèse. 

Si  la  première  droite  est  à  l'infini,  les  deux  rapports  — 9  t^  sont 
égaux  à  Tunité,  et,  par  conséquent,  on  a  aussi 

a'a  _  b'C  _ 

ce  qui  exige  que  les  points  a'  ei  b'  soient  à  Tinfini.  De  sorte  que 
la  droite  a'b'  est  à  l'infini.  Ce  qui  démontre  la  proposition 
énoncée. 

On  peut  dire  que  tout  point  à  l'infini  dans  la  première  figure  a 
son  homologue,  dans  la  seconde,  pareillement  àl'infini. 

Il  s'ensuit  que  :  Deux  droites  parallèles,  dans  la  première  Ji^ 
gure,  ont  pour  homologues  dans  la  seconde  deux  droites  paral- 
lèles. 

De  sorte  que  :  A  un  parallélogramme  dans  la  première  figure» 
correspond  un  parallélogramme  dans  la  seconde  figure. 

II.  —  Relations  métriques, 

545.  Dans  ces  figures,  les  relations  métriques  se  simplifient  : 
elles  dérivent  de  cette  propriété  principale  : 

Deux  droites  homologues,  dans  les  deux  figures,  sont  dii^isées 
semblablement  par  leurs  points  homologues. 

En  effet,  a,  £,  c,  d  étant  quatre  points  en  ligne  droite  dans  la 
première  figure,  et  a',  i',  c\  d' les  quatre  points  correspondants 
dans  la  seconde,  on  a 

ab    db  _^^  <rb' 
ac  '  de        a*d  '  à!c* 

Les  points  à  l'infini  sur  les  deux  droites  étant  deux  points  cor- 
respondants (544),  on  peut  prendre  ces  points  pour  ^  et  d\  et 
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celle  relation  devient 

ab       ah* 


ac        u  c 


ce  qui  exprime  que  les  deux  droites  sont  divisées  en  parties  pro- 
portionnelles ou  semblablement. 
De  là  vont  résulter  d^autres  relations  importantes. 

546.  Deux  segments  pris  sur  deux  droites  parallèles,  dans  la 
première  figure,  sont  entre  eux  dans  le  même  rapport  que  les 
deux  segments  homologues  dans  la  seconde  figure. 

En  effet,  soient,  dans  la  première  figure,  les  deux  segments  AB, 
ab  {fig.  117)  sur  deux  droites  parallèles,  et  dans  la  seconde  figure 
leurs  homologues  A'B',  a^b'f  lesquels  sont  aussi  parallèles  (544). 
On  a 

AB_AC  A*B'  _  X'C 

au~^aC     ^*      a^ù'^u'C' 

AB       A'B' 


au        à  b'  ' 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

547.  Etant  prises,  dans  les  deux  figures,  deux  droites  fixes  ho- 
mologues, les  distances  de  deux  points  homologues  quelconques 
à  ces  deux  droites,  respectii^ement,  sont  entre  elles  dans  un  rapport 
constant. 

En  effet,  Téquation  précédente  s'écrit 

AB         ab 


'ij 


A  B'        ab 

Or,  les  deux  segments  AB,  ab  sont  entre  eux  comme  les  dis- 
tances des  deux  points  A,  a  à  la  droite  fixe  BC;  et  pareillement, 
les  deux  segments  A'B^  a'b'  sont  entre  eux  comme  les  distances 
des  deux  points  A',  a'  à  la  ligne  droite  fixe  B'C^  On  peut  donc 
dire  que  le  rapport  des  distances  des  deux  points  homologues  A, 
A'  aux  deux  droites  BC,  B'C,  respectivement,  est  égal  au  rapport 
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des  distances  des  deux  points  a,  a!  aux  deux  mêmes  droites.  Ce 
qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

ni.  —  Relation  entre  les  aires  des  figures. 

548.  Considérons,  dans  la  première  (ig^ure,  deux  parallélo- 
grammes ABCDy  abcdy  ayant  leurs  côtés  respectivement  parallèles  ; 
soient  Q,  (f  leurs  surfaces,  on  a 

Q       AB.AD 

q         aO.ad 

A  ces  deux  parallélogrammes  correspondent,  dans  la  seconde 
figure,  deux  autres  parallélogrammes  A'B'C'D',  a'b'c'd'  ayant 
aussi  leurs  côtés  respectivement  parallèles.  Soient  Q^  tf  leurs  sur- 
faces, on  a 

Q'       A'B'.A'D' 


Oi 


Donc 


7' 

a'b' 

.a'd! 

AB       A'B' 
ab  ""  a'b' 

et 

AD 

ad 

A'D' 

Q     Q' 

ou 

Q_ 

1 
1'' 

(546). 


C'est-à-dire  que  : 

Si  Von  prend,  dans  la  première  figure,  un  parallélogramme 
quelconque  ayant  ses  côtés  parallèles  à  deux  axes  fixes,  Voire  de 
ce  parallélogramme  sera  à  Vaire  du  parallélogramme  correspond 
dant  dans  la  seconde  figure  dans  une  raison  constante. 

549.  L'espace  compris  dans  un  périmètre  de  forme  quelconque 
peut  être  considéré  comme  composé  d'une  infinité  de  parallélo- 
grammes infiniment  petits,  ayant  leurs  côtés  parallèles  à  deux 
axes  fixes.  Les  aires  de  ces  parallélogrammes  seront  aux  aires  des 
parallélogrammes  homologues  dans  la  seconde  figure  dans  une 
raison  constante.  On  en  conclut  que  : 

Si,  dans  les  deux  figures,  on  considère  deux  courbes  homo^ 
logues,  leurs  aires  seront  entre  elles  dans  une  raison  constante, 
quelles  que  soient  ces  deux  courbes. 
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Ces  propriétés  des  figures  homographiques  qui  ont  deux  droites 
homologues  coïncidentes  à  rinfini  sont  les  mêmes  que  celles  de 
deux  figures  dont  Tune  est  la  projection  de  Tautre. 

IV.  —  Construction  analytique  des  figures» 

550.  Ayant  pris  deux  systèmes  quelconques  d'axes  coordonnés 
OX,  OY  et  ox,  oj^,  dans  les  deux  figures  respectivement,  soient 

AX-hBY-hi  =  o     et     A'X-+-B'Y+i  =o 

les  équations  des  deux  droites  de  la  première  figure,  et 

ûx  4-  ^/  -f-  I  =  o,     a'x  -h  h'jr  -+-  i  :=  o 

celles  des  deux  droites  correspondantes  dans  la  seconde  figure. 
Soient  X,  Y  etx,  y  ^^s  coordonnées  de  deux  points  correspon- 
dants des  deux  figures  ;  les  distances  de  ces  deux  points  à  deux 
droites  correspondantes,  respectivement,  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant  (o47);  de  sorte  qu'on  a  les  deux  équations 

AX  4-  BY  -f-  i  =  \[ax  ^   bf '\-  i), 

A'X+B'Y-h  I  =iiL[a'x-^  b'y-hi)y 

d'où  Ton  tire  pour  x  ely  des  expressions  de  la  forme 

x=«(aX-+-eY-hf),     r=?(«'X-h6'Y-t-i)- 
Ces  expressions  se  peuvent  déterminer  a  priori.  Soient 

aX-heY-M=:o     et     a  X-f- S'Y  H- 1  =o 

les  équations  des  deux  droites  qui  correspondent,  dans  la  première 
figure,  aux  axes  ox,  oy  de  la  seconde  ;  les  distances  d'un  point  m 
de  la  seconde  figure  aux  deux  axes  oy^  ox  sont  proportionnelles 
siux  distances  du  point  correspondant,  dans  la  première  figure, 
aux  deux  droites  qui  correspondent  à  ces  axes.  On  a  donc  les  deux 
équations 

*=ii(«x-i-eY-f-i),  j=ry(«'x-hrY4-i). 

On  simplifie  ces  formules  en  prenant  pour  les  axes  OX,  OY 
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les  droites  correspondantes  aux  deux  axes  ox,  ojr.  On  a  alors 


§  VI.  —  Propriétés  relatives  an  système  de  denz  figxires  homographiqnes 
placées  d'une  manière  quelconque  l'une  par  rapport  à  l'antre. 

I.  —   De  la  courbe  d'intersection  drs  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 

homograph  iq  ues . 

551.  La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de 
deux  faisceaux  homographiqurs  passe  par  les  centres  des  deux  faisceaux. 

Construction  îles  tangentes  à  la  courbe  en  ces  points. 

Soient  O,  O'  [fig-  ii8)  les  centres  des  deux  faisceaux;  Om,  O'm  deux 
rayons  homologues.  Le  rayon  00'  du  premier  faisceau  rencontre  son  ho- 
mologue O'Ci'  au  point  O'  ;  de  sorte  que  la  courbe  passe  par  ce  point. 

La  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  est  précisément  le  rayon  0*Ql  ;  car, 
si  Ton  conçoit  le  rayon  du  premier  faisceau  Ou  infiniment  peu  incliné 
sur  00%  son  homologue  O'w  sera  infiniment  peu  incliné  sur  O'n',  et  le 
point  u,  intersection  de  ces  deux  rayons  homologues  Ou,  O'u,  sera  le  point 
de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  O'.  La  droite  0'Q.\  limite  delà 
droite  O'»,  sera  donc  la  tangente  à  la  courbe.  c.  q.  f.  p. 

552.  La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de 
deux  faisceaux  homographiques  ne  peut  être  rencontrée  par  une  droite 
qu'en  deux  points  réels  ou  imaginaires. 

Déterminer  ces  points. 

Les  rayons  du  premier  faisceau  [fig.  1 19)  rencontrent  une  droite  L  en 
des  points  a,  6,  c,  . . . ,  et  les  rayons  homologues  du  second  faisceau  en 
des  points  a\  b\  r',  ...  ;  ces  deux  séries  de  points  forment  deux  divisions 
homographiques,  et  il  est  évident  que  les  points  d'intersection  de  la  courbe 
en  question  par  la  droite  L  sont  les  points  doubles  de  ces  deux  divisions. 
Ce  qui  prouve  que  la  courbe  n'est  rencontrée  par  la  droite  qu'en  deux  points, 
réels  ou  imaginaires. 

Ces  deux  points  se  déterminent  par  la  construction  générale  des  points 
doubles  de  deux  divisions  homographiques  (  161  et  271  ). 

553.  11  résulte  de  là  que  Téquation  de  la  courbe,  exprimée  dans  Tun  des 
systèmes  de  coordonnées  du  Chapitre  XXin,  sera  du  second  degré. 
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Réciproquement  :  Toute  équation  du  second  degré  représente  une  courbe 
lieu  des  points  ^intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 
komographiques. 

Car,  par  cinq  points  de  la  courbe  représentée  par  l'équation  du  second 
degré,  on  pourra  faire  passer  une  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques,  ayant  leurs  centres 
en  deux  des  cinq  points,  et  l'équation  de  cette  courbe  sera  du  second  degré. 
On  aura  donc  deux  équations  représentant  deux  courbes  se  coupant  en  cinq 
points,  ce  qui  prouve  que  les  deux  courbes  coïncident,  parce  que  deux 
courbes  du  second  degré  différentes  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre  points 
d*intersection. 

Observation,  —  Si  le  système  de  coordonnées  est  celui  dans  lequel  les 
deux  coordonnées  d'un  point  sont  les  rapports  des  distances  de  ce  point  à 
trois  axes  fixes  (&>85),  on  en  conclut  que  la  courbe  lieu  des  points  d'inter- 
section des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  est  le 
lieu  d'un  point  dont  les  distances  a  trois  axes  fixes  ont  entre  elles  une  rela» 
tion  homogène  du  second  degré, 

55{h.  La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de 
deux  faisceaux  homographiques  jouit  de  la  propriété  que,  si  autour  de 
deux  quelconques  de  ses  points  on  fait  tourner  deux  rayons  se  coupant 
sur  la  courbe,  ces  deux  rayons  décrivent  deux  faisceaux  homographiques» 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  (4^25),  relatif  à  l'hexagone, 

555.  Puisque  les  deux  rayons  A  m,  Bm,  qui  tournent  autour  de  deux 
points  fixes  quelconques  de  la  courbe,  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phi(|ues,  les  quatre  rayons  menés  du  point  A  à  quatre  points  de  la  courbe 
ont  leur  rapport  anharmunique  égal  à  celui  des  quatre  rayons  menés  du 
point  B  aux  quatre  mêmes  points,  et  cette  égalité  a  lieu  quel  que  soit  le 
point  B  ;  de  là  résulte  ce  théorème  : 

La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux 

m 

faisceaux  homographiques  Jouit  de  la  propriété  que  les  quatre  droites 
menées  de  quatre  points  fixes  de  la  courbe,  à  un  cinquième  point  quel- 
conque de  la  courbe,  ont  toujours  le  même  rapport  anharmonique. 

Réciproquement  :  Étant  donnés  quatre  points  fixes  non  situés  en  ligne 
droite,  si  l'on  demande  le  lieu  d'un  point  tel,  que  les  quatre  droites  menées 
des  quatre  points  fixes  à  ce  point  variable  aient  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  une  quantité  constante,  le  lieu  de  ce  point  sera  le  lieu  des  points 
d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques. 
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les  droites  correspondantes  aux  deux  axes  ox^  oy.  On  a  alors 

§  VI.  —  Propriétés  relatives  an  système  de  denz  figxires  homographiques 
placées  d'une  manière  quelconque  l'une  par  rapport  à  l'autre. 

I.  —   De  la  courbe  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 

homographiques* 

551.  La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de 
deux  faisceaux  homographiques  passe  par  les  centres  des  deux  faisceaux. 

Construction  tles  tangentes  à  la  courbe  en  ces  points. 

Soient  O,  O'  (Jîg.  ii8]  les  centres  des  deux  faisceaux;  0/it,  O'm  deux 
rayons  homologues.  Le  rayon  00'  du  premier  faisceau  rencontre  son  ho- 
mologue O'of  au  point  O'  ;  de  sorte  que  la  courbe  passe  par  ce  point. 

La  tangente  à  la  courbe  en  ce  point  est  précisément  le  rayon  O'ùf  ;  car, 
si  Ton  conçoit  le  rayon  du  premier  faisceau  Ou  infiniment  peu  incliné 
sur  00' y  son  homologue  O'u  sera  infiniment  peu  incliné  sur  O'û',  et  le 
point  ft>,  intersection  de  ces  deux  rayons  homologues  Ou,  O'u,  sera  le  point 
de  la  courbe  infiniment  voisin  du  point  O'.  La  droite  O'H',  limite  de  la 
droite  O'u,  sera  donc  la  tangente  à  la  courbe.  c.  q.  f.  p. 

552.  La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de 
deux  faisceaux  homographiques  ne  peut  être  rencontrée  par  une  droite 
qu'en  deux  points  réels  ou  imaginaires. 

Déterminer  ces  points. 

Les  rayons  du  premier  faisceau  (Jlg.  119)  rencontrent  une  droite  L  en 
des  points  a,  6,  c,  . .  . ,  et  les  rayons  homologues  du  second  faisceau  en 
des  points  a\  b\  c\  , , .  ;  ces  deux  séries  de  points  forment  deux  divisions 
homographiques,  et  il  est  évident  que  les  points  d'intersection  de  la  courbe 
en  question  par  la  droite  L  sont  les  points  doubles  de  ces  deux  divisions. 
Ce  qui  prouve  que  la  courbe  n'est  rencontrée  par  la  droite  qu'en  deux  points, 
réels  ou  imaginaires. 

Ces  deux  points  se  déterminent  par  la  construction  générale  des  points 
doubles  de  deux  divisions  homographiques  (161  et  271  ). 

553.  11  résulte  de  là  que  l'équation  de  la  courbe,  exprimée  dans  l'un  des 
systèmes  de  coordonnées  du  Chapitre  XXIII,  sera  du  second  degré. 
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Rëciproquemeat  :  Toute  équation  du  second  degré  représente  une  courbe 
lieu  des  points  ^intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux 
homographiques. 

Car,  par  cinq  points  de  la  courbe  représentée  par  Téquation  du  second 
degréy  on  pourra  faire  passer  une  courbe  lieu  des  points  d*intersection  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques,  ayant  leurs  centres 
en  deux  des  cinq  points,  et  l'équation  de  cette  courbe  sera  du  second  degré. 
On  aura  donc  deux  équations  représentant  deux  courbes  se  coupant  en  cinq 
points,  ce  qui  prouve  que  les  deux  courbes  coïncident,  parce  que  deux 
courbes  du  second  degré  différentes  ne  peuvent  avoir  plus  de  quatre  points 
d'intersection. 

Obscn^ation.  —  Si  le  système  de  coordonnées  est  celui  dans  lequel  les 
deux  coordonnées  d'un  point  sont  les  rapports  des  distances  de  ce  point  à 
trois  axes  fixes  (&>85],  on  en  conclut  que  la  courbe  lieu  des  points  d'inter- 
section des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  est  le 
lieu  d'un  point  dont  les  distances  à  trois  axes  fixes  ont  entre  elles  une  relU" 
tion  homogène  du  second  degré, 

SSb-.  La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de 
deux  faisceaux  homographiques  jouit  de  la  propriété  que,  si  autour  de 
deux  quelconques  de  ses  points  on  fait  tourner  deux  rayons  se  coupant 
sur  la  courbe,  ces  deux  rayons  décriçent  deux  faisceaux  homographiques. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  (&>25],  relatif  à  l'hexagone. 

555.  Puisque  les  deux  rayons  A/n,  Bm,  qui  tournent  autour  de  deux 
points  fixes  quelconques  de  la  courbe,  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phie] ues,  les  quatre  rayons  menés  du  point  A  à  quatre  points  de  la  courbe 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  rayons  menés  du 
point  B  aux  quatre  mêmes  points,  et  celte  égalité  a  lieu  quel  que  soit  le 
point  B  ;  de  là  résulte  ce  théorème  : 

La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux 

m 

faisceaux  homographiques  Jouit  de  la  propriété  que  les  quatre  droites 
menées  de  quatre  points  fixes  de  la  courbe,  à  un  cinquième  point  quel- 
conque de  la  courbe,  ont  toujours  le  même  rapport  anharmonique. 

Réciproquement  :  Étant  donnés  quatre  points  fixes  non  situés  en  ligne 
droite,  si  l'on  demande  le  lieu  d'un  point  tel,  que  les  quatre  droites  menées 
des  quatre  points  fixes  à  ce  point  variable  aient  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  une  quantité  constante,  le  lieu  de  ce  point  sera  le  lieu  des  points 
d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques. 
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En  effet,  soient  A,  B,  C,  D  (J!g.  1 20  )  les  quatre  points  fixes  donnes,  et  M 
l'un  des  points  qui  satisfont  à  la  question;  c*est-à-dire  que  les  quatre  droites 
MA,  MB,  MC,  MD  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  une  quantité 
donnée  >.  Soient  m,  m!  les  points  où  les  deux  droites  CM,  DM  rencontrent 
la  droite  BC;  les  quatre  points  A,  B,  /i?,  /n'  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  à  X;  on  a  donc 

Km     Km'       ^  km       ^  Km' 

^ l^ — 7  =  A,       ou       ^; —   =A- r- 

Bm     Bm'  Bm  Bm* 

Cette  équation  prouve  que  les  deux  points  m,  m'  forment  deux  divisions 
homographiques ;  donc  les  deux  droites  C/n,  Dm'  forment  deux  (aisceaux 
homographicjues.  Ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé, 

556.  Deux  courbes  dont  chacune  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  peuvent  être  con^ 
sidérées  comme  deux  figures  homographiques  dans  lesquelles  trois  points 
quelconques  de  Vune  correspondront  respectivement  à  trois  points  de  l'autre. 

Soient  A,  B,  C  [fig*  ii\)  les  trois  points  de  la  première  courbe  qui 
doivent  correspondre  aux  trois  points  A',  B',  C  de  la  seconde.  Prenons  les 
points  A  et  B  pour  les  centres  de  deux  faisceaux  homographiques  dont 
les  rayons  homologues  se  coupent  sur  la  première  courbe;  AC  et  BC  seront 
deux  rayons  homologues,  et  la  relation  entre  deux  autres  rayons  homologues 
A  m,  Bm  sera  de  la  forme 

sin/TzAB       ^sin/nBA  ..M^^ 

sin/nAC  smmBL  ^        ' 

Soient  pareillement  A',  B*  les  centres  des  deux  faisceaux  relatifs  à  la  se- 
conde courbe;  A'C,  B'CJ  seront  deux  rayons  homologues  fixes,  et  la  rela- 
tion entre  d<jux  autres  rayons  homologues  A'/ti',  B'm'  sera 

,  sinm^A^B^  ûnm'B'K'  __ 

*  sin/w'A'C  "*"     sinw'B'C'""'' 

Le  point  m  étant  pris  arbitrairement  sur  la  première  courbe,  on  peut 
déterminer  un  point  m'  de  la  seconde  piu:  les  relations 

sin  m  AB         ,  sin  m'K'  B'        ^  sin  m  B  A       ^,  sin  m' B'  A' 

a :=  a  9      o zm  6    • 

sin/7iAC  sinw'A'C  sinmBC  sinw'B'C 

Car  les  rapports  de  segments  qui  déterminent  ce  point  m'  satisfont  à  l'équa- 
tion de  la  seconde  courbe,  en  vertu  de  Téquation  de  la  première.  Mais  ces 
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relations  établissent  que  les  deux  courbes  sont  homographiques  (Sli-).  Le 
théorème  est  donc  démontré. 

557.  Nous  verrons  (580)  que  deux  fi|^ures  homographiques  peuvent 
être  placées  de  manière  «\  être  la  perspective  l'une  de  l'autre  ;  par  consé- 
quent : 

Deux  courbes,  dont  chacune  est  le  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons 
homologues  de  deux  faisceaux  homographiques,  peuvent  être  placées  de 
manière  à  être  la  perspective  Tune  de  l* autre;  ttvis  points  de  la  première 
devant  correspondre  à  trois  points  désignés  de  la  seconde, 

558.  Les  rayons  menés  de  deux  points  fixes  d'un  cercle  à  un  troisième 
point  de  la  circonférence  forment  deux  faisceaux  homographiques,  parce 
que  les  angles  de  l'un  sont  égaux  respectivement  aux  ant^Ies  de  Taiitre;  de 
sorte  qu'un  cercle  est  une  des  courbes  lieux  des  points  d'intersection  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques.  II  résulte  donc  du 
théorème  précédent  que  : 

La  courbe  lieu  des  points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux 
faisceaux  homographiques  peut  toujours  être  considérée  comme  la  section 
plane  d'un  cône  à  base  circulaire;  c'est-à-dire  que  cette  courbe  est  une  sec- 
tion conique. 

Jutre  démonstration-,  —  Concevons  une  droite  quelconque  L  qui  ne 
rencontre  pas  la  courbe  ;  et  soient  a,  a'  les  points  où  les  deux  rayons  ho- 
mologues Am,  Bm  rencontrent  cette  droite.  Ces  points  forment  deux  divi- 
sions homographiques  dont  les  points  doubles  sont  imaginaires,  puisque  lu 
droite  ne  rencontre  pas  la  courbe  (552).  Donc  il  existe  deux  points  P  et  P' 
situés  de  part  et  d'autre  de  la  droite,  d'où  l'on  voit  tous  les  segments,  tels 
que  aa\  sous  des  angles  égaux  (  177  ).  Concevons  un  cercle  décrit  sur  PP' 
comme  diamètre,  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  L;  d*un  point 
quelconque  S  de  ce  cercle,  on  verra  les  segments  aa'  sous  des  angles  égaux. 
Que  l'œil  reste  placé  en  ce  point  et  que  l'on  fasse  la  perspective  de  la  figure 
sur  un  plan  parallèle  au  plan  mené  par  ce  point  et  la  droite  L;  les  deux 
rayons  Â  a,  Ba'  auront  pour  perspective  deux  droites  parallèles  aux  deux 
Sa,  Sa',  et  par  conséquent  faisant  entre  elles  un  angle  de  grandeur  con- 
stante. Donc  ces  deux  droites  qui  tournent  autour  de  deux  points  fixes, 
perspectives  des  deux  A,  B,  se  coupent  sur  un  cercle.  Donc,  la  perspective 
de  la  courbe  en  question  est  un  cercle.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 
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II.  —  De  la  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
les  points  homologues  de  deux  divisions  homogtaphiques, 

559 .  Quand  deux  droites  L,  L'  sont  divisées  honiographiquement  en  deux 
séries  de  points  a,  b,  c,  . .  .  et  a',  b',  c',  . .  .  [fig,  122)  la  courbe  enve^ 
loppe  des  droites  aa',  bb',  .  .  .  qui  joignent,  deux  à  deux,  les  points  homo" 
loguesy  est  tangente  aux  deux  droites  "L^  U. 

Trouver  les  points  de  contact. 

Soit  A  le  point  d'intersection  des  deux  droites  L,  L'  ;  considérons  ce 
point  comme  appartenant  à  la  première  division,  son  homologue  A'  dans 
la  seconde  division  sera  sur  la  droite  L'  ;  par  conséquent,  cette  droite  L' 
ou  AA'  est  une  des  tangentes  à  la  courbe. 

Son  point  de  contact  est  le  point  A'.  En  effet,  si  le  point  a  est  pris  infi- 
niment voisin  de  A,  le  point  a'  est  infiniment  voisin  de  A'  et  la  droite  aa' 
est  la  tangente  à  la  courbe,  infiniment  voisine  de  la  tangente  U.  Le  pointa', 
intersection  de  ces  deux  tangentes,  est  le  point  de  contact  de  Tune  d'elles. 
A  la  limite  où  a  coïncide  avec  A,  a'  coïncide  avec  A'.  Donc  c'est  en  ce  point  A' 
qu'a  lieu  le  contact  de  la  droite  L'. 

560.  Par  un  point  on  peut  mener,  en  général,  deux  tangentes  réelles 
ou  imaginaires,  à  la  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux 
les  points  homologues  de  deux  divisions  homographiques. 

Trouver  ces  deux  tangentes. 

Les  droites  menées  d'un  point  fixe  aux  deux  séries  de  points  a,  by  c^  .,* 
et  a\  b',  c\  ...  des  deux  divisions  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques,  dont  les  rayons  doubles  sont  deux  tangentes  à  la  courbe;  car 
chacun  de  ces  rayons  passe  par  deux  points  homologues  des  deux  divisions; 
ce  qui  est  la  propriété  des  tangentes  à  la  courbe. 

On  conclut  de  là  qu'on  ne  peut  mener  à  la  courbe,  par  un  point  donné, 
que  deux  tmgentes,  lesquelles  se  détermineront  comme  rayons  doubles  de 
deux  faisceaux  homographiques.  Ces  rayons,  et  par  conséquent  les  deux 
tangentes,  pourront  être  imaginaLi*es. 

561.  Puisque  par  un  point  donné  on  ne  peut  mener  que  deux  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  à  la  courbe  enveloppe  des  droites  qui  divisent  bo- 
mographiquement  deux  droites  fixes,  on  en  conclut  que  cette  courbe  est 
de  deuxième  classe  (  501  )  ;  et  que  son  équation  exprimée  dans  le  système 
des  coordonnées  d'une  droite  est  du  *  second  degré,  c'est-à-dire  qu'il  existe 
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une  équation  du  second  degrë  entre  les  rapports  des  segments  — -  et  -7-77 

[fig'  109]  que  chaque  tangente  à  la  courbe  fait  sur  deux  axes  fixes  SA, 
SB;  ou  bien  qu*il  existe  une  relation  homogène  du  second  degrc  entre  les 
distances  de  chacune  des  tangentes  à  la  courbe  «1  trois  points  fixes  quel- 
conques S,  A,  B  (SOoj. 

Rëciproquement  :  L équation  générale  du  second  degré  entre  les  deux 

aA     bB  ^  . 
rapports  de  segments  — ->  j—  faits  sur  deux  axes  fixes,  représente  une 

courbe  dont  toutes  les  tangentes  forment,  sur  deux  tangentes  fixes,  deux 
décisions  homographiques. 

Car  trois  tangentes  et  les  deux  tangentes  fixes  de'terminent  une  courbe 
enveloppe  de  toutes  les  droites  qui  divisent  homographiquement  ces  deux  tan- 
gentes fixes.  Cette  courbe  aura  une  équation  du  second  degré  (561);  donc 
on  aura  deux  courbes  représentées  Tune  et  l'autre  par  une  équation  du  se- 
cond degré  et  ayant  cinq  tangentes  communes.  Donc  les  deux  courbes 
coïncident,  parce  que  deux  courbes  de  seconde  classe  ne  peuvent  avoir 
plus  de  quatre  tangentes  communes. 

Observation,  —  Si  au  rapport  de  segments  on  substitue  pour  coordonnées 
d*ane  droite  les  rapports  des  distances  de  cette  droite  à  trois  points  fixes 
(505),  on  en  conclut  que  :  Les  droites  qui  divisent  homographiquement  deux 
droites  fixes  jouissent  de  la  propriété  que  les  distances  de  chacune  de  ces 
droites  à  trois  points  fixes  ont  entre  elles  une  relation  homogène  du  second 
degré, 

562.  La  courbe  enveloppe  des  droites  qui  Joignent  les  points  homologues 
de  deux  divisions  homographiques  jouit  de  la  pwpriété  que  deux  quel- 
conques de  ces  tangentes  sont  divisées  homographiquement  par  toutes  les 
autres. 

Cela  se  conclut  sans  difficulté  du  théorème  (&'22)  relatif  «\  six  droites, 
dont  quatre  divisent  homographiquement  les  deux  autres. 

563.  Il  suit  de  là  que  :  La  coirbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent  deux 
h  deux  les  points  homologues  des  deux  divisions  homographiques  peut  être 
considérée  comme  l'enveloppe  d'une  droite  mobile  qui,  dans  chacune  de  ses 
positions,  détermine  sur  quatre  droites  fixes  quatre  points  ayant  un  rapport 
anharmonique  constant. 

Réciproquement  :  La  courbe  enveloppe  d 'une  dmite  mobile  qui,  dans 
Cbasles.  —  Géom.  sup,  '  ?4 
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chacune  de  ses  positions^  rencontre  quatre  droites  fixes  en  quatre  points 
ayant  un  rapport  anharmonique  constant ^  peut  être  considérée  comme  l'en- 
veloppe  d'une  série  de  droites  qui  divisent  homographiquement  deux  droites 
fixes. 

Soient  quatre  droites  fixes  A,  B,  C,  D  [fig.  \iZ]  rencontrées  par  une 
cinquième  M  en  quatre  points  a,  6,  r,  d.  Que  du  point  d'intersection  O 
des  deux  droites  A,  B  on  mène  les  deux  Or,  Od\  les  quatre  droites 
A,  B,  Or,  Od  auront  leur  rapport  anharmonique  constant,  quelle  que  soit 
la  droite  M,  parce  que  ce  rapport  est  égal  à  celui  des  quatre  points  a, 
6,  c,  d,  lequel  est  constant,  par  hypothèse:  on  aura  donc 

sxnaOc     sin^Oc       ^  sinaOr       ^  ûnaOd 

•   ::^  \      Qu      3:3  \ • 

smaOd  '  sïikbOd  sinéOc  ûnbOd^ 

ce  qui  prouve  que  les  deux  rayons  Or,  O ^  forment  deux  faisceaux  homo« 
graphiques  (  1  ^9  ] .  Par  conséquent,  les  deux  points  x,  d  forment  sur  les 
deux  droites  fixes  C,  D  deux  divisions  homographiques  ;  ce  qui  démontre  le 
théorème  énoncé. 

36^.  Deux  courbes  y  dont  chacune  est  l'enveloppe  des  droites  qui  joignent 
les  points  homologues  de* deux  divisions  homographiques,  pem^ent  être  con- 
sidérées comme  deux  figures  homographiques,  dans  lesquelles  trois  tan^ 
gentes  quelconques  de  l'une  correspondent  h  trois  tangentes  désignées  dans 
l'autre. 

En  effet,  soient  AB,  BC,  CA  les  trois  tangentes  de  la  première  courbe, 
et  A'B',  B'C,  C'A'  celles  de  la  seconde  courbe  qui  doivent  leur  corres- 
pondre. Une  quatrième  tangente  M  à  la  première  courbe  rencontrera  les 
deux  AC,  BC  en  deux  points  a^  b  qui  formeront  deux  divisions  homogra- 
phiques exprimées  par  la  relation 

a \-Ç—-  =  i       129^. 

aA  ^B  ^ 

On  aura  de  même,  pour  la  seconde  courbe,  une  écjuation 

Les  deux  tangentes  ab,  a  b'  aux  deux  courbes,  respectivement,  peuvent 
être  liées  par  les  relations 

«C         ,aÇJ  bO  b'C 


a\  a'X'  bh  6'B 
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car,  en  vertu  de  l'ëquation  de  la  première  courbe,  les  valeurs  des  rapports 
-TTî^  TT^  données  par  ces  équations  satisfont  à  Tcquation  de  la  seconde. 

Or  ces  relations  établissent  que  les  deux  droites  ab,  a'  b'  enveloppent  deux 
courbes  homographiques  dans  lesquelles  les  trois  droites  A'B',  B'C%  C'A' 
de  la  seconde  correspondent  aux  trois  AB,  BC,  CA  de  la  première  (511). 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

565.  Deux  figures  homographiques  peuvent  être  placées  de  manière  ù 
être  la  perspective  l'une  de  l'autre  (580).  Donc  : 

Deujc  courbes  dont  chacune  est  l'em'cloppe  des  droites  qui  Joignent  les 
points  homologues  de  deux  divisions  homographiques  peut^nt  toi/Jours  être 
considérées  comme  étant  la  perspective  Vune  de  Vautre^  de  manière  que 
trois  tangentes  de  la  première  correspondent  respectivement  à  trois  tangentes 
désignées  de  la  seconde, 

566.  Les  tangentes  à  un  cercle  forment  sur  deux  tangentes  fixes  deux 
divisions  homographiques  (^).  On  conclut  donc  du  théorème  précédent 
celui-ci  : 

La  courbe  enveloppe  des  droites  qui  Joignent  les  points  homologues  de 
deux  divisions  homographiques  peut  être  placée  sur  un  cône  à  base  circu^ 
laire  et  est,  par  conséquent,  une  section  conique. 

Autre  démonstration,  —  Soient  o,  b,  c,  . , ,  et  a',  b\  c',  ...  [^g,  124) 
les  points  des  deux  divisions  formées  sur  deux  droites  L,  L'.  Deux  droites 
telles  que  ab'  et  a' b  se  coupent  en  un  point  dont  le  lieu  est  une  ligne 
droite  A  (113),  et  les  points  où  cette  droite  rencontre  les  deux  L,  L'  sont 
précisément  les  points  de  contact  de  ces  deux  droites  avec  la  courbe  (559]. 
\ji  droite  A  rencontre  la  courbe  en  ces  deux  points,  de  sorte  qu'une  partie 
de  cette  droite  est  au  dehors  de  la  courbe  et  l'autre  dans  son  intérieur. 
Prenons  sur  cette  droite  un  point  O  dans  l'intérieur  de  la  courbe,  de  ma» 
nière  que  les  tangentes  que  l'on  voudrait  mener  par  ce  point  soient  imagi- 
naires. 

Cela  posé,  les  droites  menées  du  point  O  aux  deux  séries  de  points  a,  b, 
r,  ...  et  a\  b\  c\  ...  forment  deux  faisceaux  homographiques^  et  ces 
deux  faisceaux  sont  en  involution,  parce  que,  si  Ton  considère  le  rayon  0^ 
du  premier,  qui  a  pour  homologue  dans  le  second  Oa\  comme  appartenant 


(')  Cette  propriété  du  cercle  sera  démontrée  dans  la  IV*  Section,  Chap.  XWIII, 

S". 

24. 
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au  second  faisceau  et  étant  O^',  son  homologue  Ob  dans  le  premier  fais- 
ceau coUicide  avec  Oa';  ce  qui  sufHt  pour  que  les  deux  faisceaux  soient 
en  involution  (259).  Par  conséquent,  les  intersections  des  deux  faisceaux 
par  une  même  transversale  seront  deux  divisions  homographiques  en  invo- 
lution. Supposons  que  cette  transversale  passe  par  le  point  A,  intersection 
des  deux  droites  L,  L',  et  par  le  point  h^  intersection  des  deux  droites  aa\ 
bb';  et  soient  y^  y'  les  points  où  elle  rencontre  deux  rayons  homologues  Or, 
Oc'  des  deux  faisceaux.  Ce  sont  ces  deux  points  y,  7'  qui  forment  deux  divi- 
sions en  involution  ;  et  ces  deux  divisions  ont  leurs  points  doubles  imagi- 
naires, parce  que  les  deux  rayons  doubles  des  deux  faisceaux,  qui  seraient 
les  deux  tangentes  à  la  courbe  issues  du  point  O  (560),  sont,  par  hypo- 
thèse, imaginaires. 

Donc  il  existe  deux  points  P,  P',  situés  de  part  et  d*autre  de  la  trans- 
versale,  de  chacun  desquels  on  voit  chaque  segment  77'  sous  un  angle 
droit  (210).  Que  sur  PP'  comme  diamètre  on  décrive  une  circonférence 
de  cercle  dans  un.  plan  perpendiculaire  à  la  transversale,  et  qu'en  prenant 
pour  lieu  de  Toeil  un  point  S  de  cette  circonférence  on  fasse  la  perspective 
de  la  figiire  sur  un  plan  parallèle  au  plan  mené  par  le  point  S  et  la  trans- 
versale, on  aura  en  perspective  une  courbe  [fig-  isS]  inscrite  dans  un  lo- 
sange (parallélogramme  à  diagonales  rectangulaires]  dont  toutes  les  tan- 
gentes ce'  seront  vues  du  p(»int  de  croisement  des  deux  diagonales  sous 
des  angles  droits.  Or  on  sait  que  cette  courbe  est  un  cercle.  Donc,  la 
perspective  de  notre  courbe  est  un  cercle  ;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

567.  Il  résulte  des  propositions  (558  et  566}  que  la  courbe  lieu  des 
points  d'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homogra- 
phiques, et  la  courbe  enveloppe  des  droites  qui  joignent  deux  à  deux  les 
points  homologues  de  deux  divisions  homographiques  sont  identiques, 
puisque  ces  deux  courbes  sont  Tune  et  l'autre  des  sections  du  cône  à  base 
circulaire,  c'est-à-dire  des  sections  coniques.  Nous  aurions  peu  de  mots  à 
ajouter  pour  prouver  que  réciproquement  toute  section  conique  peut  être 
considérée  comme  étant  tout  à  la  fois  le  lieu  des  points  d'intersection  des 
rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homographiques  et  l'enveloppe  des 
droites  qui  divisent  homographiquement  deux  droites  fixes.  Mais  nous  vou- 
lons éviter  d'anticiper  ici  sur  la  théorie  des  sections  coniques,  qui  doit  faire 
le  sujet  d'une  étude  spéciale;  par  cette  raison,  nous  passons  sous  silence 
diverses  propriétés  générales  de  ces  courbes,  telles  que  celles  de  l'hexagone 
inscrit  ou  circonscrit,  et  toute  la  théorie  des  pôles,  qui  se  présenteraient  ici 
d'elles-mêmes,  comme  conséquences  naturelles  et  immédiates  de  nos  théo- 
ries du  rapport  anharmonique  et  de  l'homographie  soit  de  deux  séries  de 
points,  soit  de  deux  faisceaux. 
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m.  —  Propriétés  relatives  h  deux  figures  homographiques, 

568.  Quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures  homographiques ^  toutes 
les  droites  de  l'une  qui  passent  par  un  même  point  rencontrent  respective^ 
ment  les  droites  homologues  dans  l 'autre  figure  en  des  points  situés  sur  une 
conique. 

Car  ces  droites  des  deux  figures  forment  deux  faisceaux  homogra- 
phiques (  519  ]  ;  donc  elles  se  rencontrent  deux  à  deux  sur  une  conique 

(558). 

569.  Quelle  que  soit  la  position  de  deux  figures  homographiques,  si  l 'on 
joint  un  à  un  respectivement  par  eles  droites  des  points  de  la  première  situés 
en  ligne  droite  aux  points  homologues  de  la.  seconde,  toutes  ces  droites  e/i- 
velopperont  une  conique. 

Car  les  points  de  la  première  figure  étant  en  ligne  droite,  leurs  homo- 
logues sont  sur  une  seconde  droite  et  les  deux  droites  sont  divisées  homo- 
graphiquement.  Donc  (566)9  etc. 

570.  Dans  deux  figures  homographiques  placées  d'une  manière  quel~ 
conque,  les  points  de  la  première  qui  satisfont  à  la  condition  que  les  droites 
qui  les  joignent  à  leurs  homologues  respectifs,  dans  la  seconde  figure, 
passent  toutes  par  un  même  point  donné,  sont  situés  sur  une  section  co^ 
nique, 

La  courbe  lieu  des  points  en  question  ne  peut  être  rencontrée  par  une 
droite  L  qu'en  deux  points,  parce  que,  cette  droite  étant  considérée  comme 
appartenant  à  la  première  figure,  les  droites  qui  joindront  ses  différents 
points  à  leurs  homologues  respectifs  envelopperont  une  conique  (566)  à 
laquelle  on  ne  pourra  mener  que  deux  tangentes  par  le  point  donné;  de 
sorte  qu'il  n'existe  sur  la  droite  L  que  deux  points  qui,  ébmt  joints  à  leurs 
homologues,  donnent  deux  droites  passant  par  le  point  donné.  Par  consé- 
quent, cette  droite  ne  rencontre  la  courbe  en  question  qu'en  deux  points, 
réels  ou  imaginaires;  par  suite,  cette  courbe  est  du  second  degré  :  c'est 
donc  le  lieu  des  points  d'intersection  des  niyons  homologues  de  deux  fais- 
ceaux homographiques  (553)  ou  enfin  une  conique  (558). 

C.    Q.    F.    D. 

571.  Dans  deux  figures  homographiques,   les  droites  de  la  première 
figure  qui  jouissent  de  la  propriété  de  rencontrer  leurs  homologues  respec- 
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tives  en  des  points  situés  sur  une  droite  fixe  donnée  sont  toutes  tangentes  à 
une  même  section  conique, 

La  courbe  enveloppe  des  droites  en  question  n*admet  que  deux  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  issues  d*un  même  point.  En  efiet,  les  droites  de  la 
première  Gf^ure  issues  d'un  même  point  O  rencontrent  leurs  homologues 
respectives  en  des  points  situés  sur  une  conique  qui  ne  rencontre  la  droite 
donnée  L  qu'en  deux  points;  il  n'existe  donc  que  deux  droites  de  la  pre- 
raière  figure  passant  par  le  point  O  qui  rencontrent  leurs  homologues  res- 
pectives sur  la  droite  L;  conséquemment,  la  courbe  en  question  n*a  que 
deux  tangentes  issues  du  point  O.  Il  s'ensuit  que  celte  courbe  est  de  seconde 
classe,  et,  par  conséquent,  l'enveloppe  des  droites  qui  joignent  les  points 
homologues  de  deux  divisions  homographiques  (561),  c'est-à-dire  une 
conique  (566).  c.   q.  f.  d. 

572.  Deux  figures  homographiques  étant  placées  d'une  manière  quel-- 
co'iquCy  il  existe  en  général  trois  points  qui^  considérés  comme  apporte^ 
nant  h  la  première  figure,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans  la  se- 
conde. 

Deux  de  ces  trois  points  peuvent  être  imaginaires,  mais  le  troisième  est 
toujours  réel. 

En  effet,  considérons  dans  les  deux  figures  deux  faisceaux  homologues 
autour  de  deux  points  0,  O'  ;  leurs  rayons  homologues  se  couperont  en  des 
points  situés  sur  une  conique  passant  par  les  deux  points  O,  O'  (551  et 
558)  ;  et  cette  courbe  passera  évidemment  par  tout  point  A  où  coïncideront 
deux  points  homologues  des  deux  figures,  car  les  deux  droites  OA,  O'A 
seront  deux  rayons  homologues  des  deux  faisceaux. 

« 

Considérons  deux  autres  faisceaux  homologues  autour  des  deux  points  P, 
P'  ;  les  rayons  homologues  se  couperont  encore  sur  une  conique  qui  passera 
par  les  points  tels  que  A.  Cette  conique  et  la  première  se  couperont  en 
général  en  quatre  points,  dont  l'un  est  le  point  d'intersection  des  deux 
droites  OP  et  O'P',  qui  sont  deux  rayons  homologues  dans  chacun  des  deux 
systèmes  de  faisceaux  homologues.  Chacun  des  trois  autres  points  d'inter* 
section  des  deux  coniques  jouit  de  la  propriété  d'être  le  lieu  de  coïncidence 
rie  deux  points  homologues  des  deux  figures;  car,  soit  &>  un  de  ces  points 
d'intersection,  les  droites  Ou,  O'u  des  deux  figures,  respectivement,  sont 
homologues,  parce  qu'elles  se  coupent  sur  la  première  conique,  et  pareille- 
ment les  deux  droites  Pu,  P'u  sont  aussi  homologues,  parce  qu'elles  se 
coupent  sur  la  seconde  conique.  Par  conséquent,  le  point  w,  considéré 
comme  intersection  des  deux  droites  Ou,  Pu  de  la  première  figure,  a  pour 
homologue  le  point  u  lui-même,  considéré  comme  l'intersection  des  deux 
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droites  homologues  O'o),  Vta  dans  la  seconde  figure.  Ainsi  il  est  démontré 
qu'il  existe  en  général  trois  points  jouissant  de  la  propriété  en  question  et 
qu'il  n'en  existe  piis  un  quatrième.  Or,  quand  deux  coniques  se  coupent  en 
un  point,  elles  ont  nécessairement  un  second  point  d* intersection  réel;  donc 
l'un  des  trois  points  en  question  est  toujours  réel,  les  deux  autres  pouvant 
être  imaginaires.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

573.  Dans  deu.r  figures  homographiques  il  existe  en  général  trois  droites 
gui,  considérées  comme  appartenant  à  la  première  figure,  sont  elles-mém  es 
ieurs  homologues  dans  la  seconde  figure. 

Deujc  de  ces  droites  peuvent  être  imaginaires,  mais  la  troisième  est  tou- 
jours réelle, 

£n  effet,  prenons  deux  droites  homologues  L,  V  ;  les  droites  qui  joignent 
deux  à  deux  leurs  points  homologues  enveloppent  une  conique  (566). 
Cette  courbe  est  tangente  à  toute  droite  D  suivant  laquelle  coïncideront 
deux  droites  homologues;  car  il  est  clair  que  cette  droite  D  rencontre  les 
deux  L,  L'  en  deux  points  homologues,  ce  qui  prouve  qu'elle  est  une  des 
tangentes  à  la  conique. 

Considérons  deux  autres  droites  homologues  M,  M';  les  droites  qui 
joignent  leurs  points  homologues  enveloppent  une  seconde  conique.  Ces 
deux  courbes  ont  pour  tangente  commune  la  droite  qui  joint  le  point  d'in- 
tersection des  deux  droites  L,  M  au  point  d'intersection  des  deux  droites  L', 
H',  car  ces  deux  points  sont  deux  points  homologues  sur  L  et  L%  de  même 
que  sur  M  et  M'.  Les  deux  courbes  ont  trob  autres  tangentes  communes, 
dont  deux  |)euyent  être  imaginaires,  mais  dont  la  troisième  est  toujours 
réelle.  Chacune  de  ces  tangentes,  étant  considérée  comme  appartenant  à  la 
première  figure,  est  elle-même  son  homologue  dans  la  seconde  figure  ;  car 
les  deux  |)oints  où  une  de  ces  tangentes  rencontre  les  deux  droites  L,  M 
sont  les  homologues  des  deux  points  où  cette  même  tangente  rencontre  les 
deux  droites  L',  M'.  Par  conséquent,  le  théorème  est  démontré. 


IV.  —  Où  Von  démontre  que  deux  figures  homographiques  quelconques 
peuvent  être  placées  de  manière  à  être  homologiques  ou  perspectives  l'une 
de  l'autre, 

574.  Quand,  dans  deux  figures  homographiques,  trois  points  de  la  pre» 
mière  situés  sur  une  même  droite  coïncident  avec  leurs  homologues  res- 
pectifs, il  en  est  de  même  de  tous  les  autres  points  de  cette  droite,  et  les 
deux  figures  sont  homologiques. 
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Soient  a^  b^  c  les  trois  points  de  la  première  figure,  situés  sur  une  même 
droite  X,  qui  coïncident  avec  leurs  homologues  respectifs  a\  b\  c\  II  est 
évident  qu'un  quatrième  point  quelconque  d,  pris  sur  la  même  droite; 
coïncide  avec  son  homologue  d',  puisque  les  deux  séries  de  quatre  points 
ont  le  même  rapport  anharmonique  (519). 

U  résulte  de  là  que  deux  droites  homologues  quelconques  dans  les  deux 
figures  se  rencontrent  sur  la  droite  X.  Par  conséquent,  pour  que  les  deux 
figures  soient  homologiques,  il  sufQt  que  les  points  homologues  soient  deux 
â  deux  sur  des  droites  concourantes  en  un  même  point  (528). 

Soient  a,  a'  deux  points  homologues;  la  droite  aa'  i*encontre  l*axe  X  en 
un  point  a  dans  lequel  coïncident  deux  points  homologues,  comme  il  vient 
d'être  dit.  Par  conséquent,  les  deux  droites  a  a,  et  a' a  sont  deux  droites 
homologues  coïncidentes.  Soient  pareillement  b,  b'  deux  autres  points  ho- 
mologues et  6  le  point  où  la  droite  bb'  renconti^  l'axe  X;  les  deux  droites 
66,  66'  sont  deux  droites  homologues  coïncidentes.  Le  point  S,  intersec- 
tion des  deux  droites  aa^^  bb'^  est  un  lieu  de  coïncidence  de  deux  points 
homologues ,  car,  comme  appartenant  à  la  première  figure,  il  est  l'inter- 
section des  deux  droites  aa,  66,  et,  considéré  comme  appartenant  à  la  se* 
conde  figure,  il  est  Tintersection  des  deux  droites  homologues  a'  oe,  b*  6.  Le 
point  S  jouissant  ainsi,  de  même  que  chacun  des  points  de  la  droite  X,  de 
la  propriété  d'être  un  lieu  de  coïncidence  de  deux  points  homologues  des 
deux  figures,  il  s'ensuit  que  toute  droite  menée  par  ce  point  dans  Tune 
des  deux  figures  est  elle-même  son  homologue  dans  Tautre;  en  d'autres 
termes,  la  droite  qui  joint  deux  points  homologues  passe  par  le  point  S. 
Donc  les  deux  figures  sont  homologiques. 

Observation,  —  Le  théorème  et  la  démonstration  s'appliquent  au  cas 
où  le  centre  d'homologie  S  est  à  l'infini. 

575.  Quand  deux  figures  sont  homologiques  y  si  l'on  fait  tourner  l'une 
d'elles  autour  de  l'axe  d'homologie  de  manière  à  faire  coïncider  de  nou'- 
i'eau  son  plan  avec  celui  de  l'autre  figure,  les  deux  figures,  dans  leur  nou" 
velle  position  relative ,  seront  encore  homologiques ,  mais  leur  centre  d'ho^ 
mologie  sera  différent. 

Cela  résulte  évidemment  du  théorème  précédent. 

576.  Quand,  dans  deux  figures  homographiques,  trois  droites  de  la  pre- 
mière passant  par  un  même  point  coïncident  avec  leurs  homologues  res- 
pectives, il  en  est  de  même  de  toutes  les  autres  droites  menées  par  ce  même 
point,  et  les  deux  figures  sont  homologiques. 

En  effet,  soient  SA,  SB,  SG  les  trois  droites  de  la  première  figure,  pas* 
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sant  par  un  même  point  S,  qui  coïncident  avec  leurs  homologues  SA',  SB^ 
se  dans  la  seconde  figure.  Une  quatrième  droite  SD  coïncidera  évidem- 
ment avec  son  homologue  SD',  puisque  les  deux  séries  de  quatre  droites 
ont  le  même  rapport  anharmonique  (510).  Ainsi  les  deux  figures  sont 
telles,  que  leurs  points  homologues  sont  deux  à  deux  sur  des  droites  con- 
courantes toutes  au  même  point  S.  Il  faut  faire  voir  que  leui*s  droites  ho- 
mologues se  coupent  deux  à  deux  sur  une  même  droite  qui  sera  Taxe  d'ho- 
mologie  des  deux  figures. 

Soient  A,  A'  deux  droites  homologues,  a  leur  point  d'intersection.  Ce 
point,  considère  comme  appartenant  à  la  première  droite,  est  lui-même 
son  homologue  sur  la  seconde,  puisque  deux  points  homologues  sont  en 
ligne  droite  avec  le  point  fixe  S. 

Considérons  deux  autres  droites  homologues  B,  B';  leur  point  d'inter- 
section €,  considéré  comme  appartenant  à  la  première,  est  lui-même  son 
homologue  sur  la  seconde.  Donc  la  droite  a6,  considérée  comme  apparte- 
nant à  la  première  figure,  est  elle-même  son  homologue  dans  la  seconde;  et, 
puisque  deux  points  homologues  sont  toujours  en  ligne  droite  avec  le 
point  S,  on  en  conclut  que  tous  les  points  de  la  droite  «6  sont  eux-mêmes 
leurs  homologues.  Il  s'ensuit  que  deux  droites  liomologues  quelconques 
rencontrent  cette  droite  aÇ  aux  mêmes  points;  ce  qu'il  fallait  prouver. 

577.  Quand  deux  figures  sont  homologiques,  si  l'on  fait  tourner  l'une 
d'elles  dans  son  plan  autour  du  centre  d'/tomologie,  après  une  rotation 
de  180**  les  deux  figures  seront  encore  homologiques,  mais  ai*ec  un  axe  d'ho- 
mologie  différent. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent. 

578.  Deux  figures  homographiques  de  construction  générale  peuvent 
toujours  être  placées  de  manière  à  former  deux  figures  homologiques. 

Nous  disons  que  les  deux  figures  sont  de  construction  générale,  pour 
exclure  le  cas  où  elles  auraient  un  système  de  deux  droites  homologues 
coïncidentes  à  l'infini,  comme  nous  l'avons  vu  (544).  Ce  cas,  en  ce  qui 
concerne  la  questicm  actuelle,  sera  traité  plus  loin  (584'). 

Démonstration.  —  Qu'on  détermine  dans  la  première  figure  la  droite  I 
correspondante  à  l'infini  de  la  seconde,  et  dans  la  seconde  la  droite  J'  cor- 
respondante à  l'infini  de  la  première  (513)  ;  concevons  que  les  deux  figures 
soient  placées  de  manière  que  ces  deux  droites  soient  f>arallèles. 

Un  point  quelconque  e  de  la  droite  I  a  son  homologue  dans  la  seconde 
figure  situé  à  l'infini;  par  conséquent,  toutes  les  droites  passant  par  le 
point  e  ont  leurs  homologues  parallèles  entre  elles,  et  l'on  peut  déterminer 
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leur  direction.  Que  Ton  mène  par  le  point  e^  dans  la  première  figure,  une 
droite  E  parallèle  à  cette  direction,  et  soit  £'  la  droite  correspondante  dans 
la  seconde  figure;  les  deux  droites  E  et  £'  sont  parallèles  entre  elles. 

Par  un  autre  point  /  de  la  droite  I,  on  mènera  de  même  une  autre 
droite  F  parallèle  à  son  homologue  F'.  Soient  S  le  jKiint  d*intersection  des 
deux  droites  Ë,  F,  et  S'  celui  des  deux  droites  £\  F';  on  placera  la  seconde 
figure  de  manière  que  les  deux  poii^ts  S,  S'  coïncident,  ainsi  que  les  deux 
droites  E,  E'  et  les  deux  F,  F'.  Alors  les  deux  figures  seront  homologiques 
et  leur  centre  d'homologie  sera  le  point  S. 

En  effet,  la  droite  menée  par  le  point  S  parallèlement  aux  deux  droites  I 
et  J',  conside'rée  comme  appartenant  à  la  première  figure,  est  elle-même 
son  homologue  dans  la  seconde  figure,  parce  que  deux  points  homologues 
coïncident  en  S,  et  que  le  point  situé  à  Tinfini  sur  la  droite  est  aussi  lui- 
même  la  réunion  de  deux  points  homologues  dans  les  deux  figures  (513). 
Mais  les  deux  droites  homologues  E,  E'  coïncident,  et  de  même  les  deux  F,  F'. 
Donc,  diaprés  le  théorème  (576),  les  deux  figures  sont  homologiques. 

C.    Q.    F.    D. 

autrement.  Après  avoir  déterminé  dans  les  deux  figures  les  deux  droites 
I  et  J',  que  Ton  mène  par  deux  points  homologues  a,  a'  des  droites  paral- 
lèles à  ces  deux-là  respectivement,  lesquelles  seront  homologues  (513j,  et 
qu*on  prenne  sur  ces  droites  deux  points  homologues  b,  h'.  Puis,  que  Ton 
détermine  les  deux  droites  homologues  a  S,  a' S'  qui  font  des  angles  égaux 
avec  les  deux  ab^  a'  b'  respectivement  (153),  et  sur  ces  deux  droites  les 

deux  points  homologues  S,  S'  tels  que  le  rapport  -7^  soit  égal  à  -y-p  (  *]; 

qu*on  superpose  les  deux  droites  aS,  a'%'  en  faisant  coïncider  les  points  S, 
S',  les  deux  figures  seront  homologiques. 

Si  Ton  veut  déterminer  directement  dans  chaque  figure  la  position  de  la 
droite  qui  devient  Taxe  d'homologie,  on  cherche  sur  les  droites  n  S,  a' S' 
les  points  homologues  oe,  a!  tels  que  Sa  =  S'a'  (133).  Ces  deux  points 
appartiennent  aux  droites  cherchées. 

Ainsi  Ton  peut,  sans  déplacer  les  figures,  déterminer  dans  chacune  le 
point  et  la  droite  qui  deviennent  le  centre  et  l'axe  d*homoIogie. 

679.   Remarque,   —   Ces  deux  droites  homologues  qui,   super|>osée5, 


(*';  Soient  1  et  y'  les  points  où  les  deux  droites  aS,  a' S'  rencontrent  les  deux  I  et 
J'  respectivement;  les  deux  points  S,  S'  seront  déterminés  par  les  deux  relations 


ai        a'j'  «S  ah 
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forment  Taxe  d'homologie  sont  divisées  par  leurs  points  homologues  en 
parties  égales.  Ainsi  se  trouve  démontrée  cette  proposition  énoncée  précé- 
demment (513),  savoir  que  :  Dans  deux  figures  homographiques  [de  con- 
struction générale]  il  existe  toujours  deux  droites  homologues  qui  sont 
divisées  en  parties  égales  par  leurs  points  homologues. 

Si  Ton  considère  les  deux  points  S,  S' des  deux  figures  qui,  superposées^ 
forment  le  centre  d'homologie,  on  peut  dire  qu'/Y  existe  toujours  dans  les 
deux  figures  deux  faisceaux  homologues  égaux  et  superposables, 

580.  Deux  figures  homographiques  étant  rendues  homologiques,  si  Ton 
fait  tourner  l'une  d'elles  autour  de  Taxe  d*homologie,  elles  deviendront  en 
perspective  (528).  Ainsi  : 

Deux  figures  homographiques  de  construction  générale  peuvent  toujours 
être  placées  de  manière  a  être  la  perspective  l'une  de  l'autre, 

581.  Nous  avons  vu  que  deux  quadrilatères  dont  les  sommets  se  cor- 
respcmdent  deux  à  deux  peuvent  être  considérés  comme  appartenant  à  deux 
figures  homographiques  (516);  par  conséquent,  le  problème  que  nous 
venons  de  résoudre  relativement  à  deux  figures  homographiques  doit  s'en- 
tendre de  deux  quadrilatères.  Ainsi  : 

Deux  quadrilatères  quelconques  [qui  ne  sont  pas  tous  deux  des  parallé- 
logrammes )  dont  les  sommets  se  correspondent  deux  à  deux  peuvent  tou~ 
Jours  être  placés,  dans  leur  plan  commun,  de  manière  à  être  homologiques  ; 
c'est'à-^ire  de  manière  que  leurs  sommets  soient  deux  à  deux  sur  quatre 
droites  concourantes  en  un  même  point,  et  que  leurs  côtés  homologues  se 
coupent  deux  à  deux  en  quatre  points  en  ligne  droite. 

Et  les  deux  quadrilatères  peuvent  toujours  être  placés  de  manière  à  être 
la  perspective  l'un  de  l'autre. 

Nous  disons  que  les  deux  quadrilatères  ne  doivent  pas  être  tous  deux 
des  parallélogrammes,  parce  que  dans  ce  cas  ils  appartiendraient  à  deux 
figures  homographiques  de  construction  particulière  dont  il  va  être  ques- 
tion ci-dessous. 

582.  Puisque  deux  figures  perspectives  l'une  de  l'autre  sont  deux  figures 
homographiques  et  que,  réciproquement,  deux  figures  homographiques 
|)euvent  être  mises  en  perspective,  on  en  conclut  que,  quand  on  fait  diverses 
perspectives  A',  A^,  . . .  d'une  même  figure  A  sur  des  plans  difTerents  et 
avec  des  |)Ositions  de  l'œil  différentes,  deux  quelconques  de  ces  figures 
peuvent  être  placées  en  perspective. 
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V.  —  figures  homographiques  dans  lesquelles  il  existe  deux  droites 

homologues  h  l'infini, 

583.  Quand  les  droites  à  l'infini,  dans  deux  figures  homographiques,  sont 
homologues,  par  chaque  point  de  l'une  des  deux  figures  on  peut  mener  en 
général  deux  droites  telles,  que  chacune  d* elles  et  son  homologue  dans 
l'autre  figure  seront  divisées  en  parties  égales  par  leurs  points  homologues. 

Ces  deux  droites  peuvent  être  imaginaires. 

En  effet,  prenons  deux  points  homologues  0,  0'  et  considérons  dans  la 
première  figure  un  cercle  ayant  le  point  O  pour  centre.  Aux  points  de  ce 
cercle  correspondront  dans  la  seconde  figure  les  points  d'une  ellipse.  Cette 
ellipse  aura  deux  demi-diamètres  0'a\  O'  b'  égaux  au  rayon  du  cercle.  On 
cherchera  les  deux  points  a,  b  du.  cercle  correspondant  aux  deux  points  a% 
b'  de  l'ellipse.  Les  deux  droites  O^,  0'«'  satisferont  à  la  condition  de- 
mandeCy  savoir  d'être  divisées  en  parties  égales  par  leurs  points  homologues 
(5%>5].  Il  en  est  de  même  des  deux  droites  0^,  0'^'.  Ainsi  le  théorème  est 
démontré. 

Il  est  clair  que  les  droites  menées  par  deux  points  homologues  quel- 
conques P,  P'  parallèlement  soit  aux  deux  Oa,  0' a'  respectivement,  soit 
aux  deux  06,  O^  b' ^  seront  aussi  divisées  en  parties  égales  (5^6). 

Mais  il  faut  observer  que  les  deux  demi-diamètres  0'a\  O'b'  de  Tellipse 
peuvent  être  imaginaires^  et  alors  les  deux  systèmes  de  droites  divisées  en 
parties  égales  n'existent  pas. 

585».  Étant  données  deux  figures  homographiques  dans  lesquelles  deux 
droites  homologues  coïncident  à  l'infini,  placer  ces  deux  figures  de  manière 
qu'elles  soient  homologiques. 

Soient  0,  0'  deux  points  homologues;  on  cherchera  les  deux  droites  O^, 
Ob  auxquelles  correspondent  deux  droites  O'  a\  O'  b'  telles  que  les  deux 
Oa,  O'a'  soient  divisées  en  parties  égales  par  leurs  points  homologues, 
ainsi  que  les  deux  Ob^  O'  b'.  On  fera  coïncider  les  deux  droites  Oa,  O'a'; 
et,  dans  cette  position,  les  deux  figures  satisferont  à  la  question ,  c'est-à-dire 
que  toutes  les  droites  qui  joindront  les  points  de  la  première  à  leurs  homo- 
logues respectifs  concourront  en  un  même  point,  lequel  sera  situé  à  l'infini. 
Cela  résulte  du  théorème  (575-). 

Si  l'on  veut  déterminer  a  priori  la  direction  de  ces  droites  parallèles,  il 
sufBt  de  chercher  les  deux  droites  homologues  qui,  menées  par  les  deux 
points  O,  O',  font  des  angles  égaux  avec  les  deux  Oa,  O' a'  (153). 

Ce  que  nous  disons  des  deux  droites  Oa,  O'a'  doit  s'entendre  des  deux 


FIGUBES  HOMOGRAPHIQUES.  38 1 

0  b,  O*  V  ;  de  sorte  que  la  question  admet  en  gënëral  deux  solutions,  les- 
quelles peuvent  être  imaginaires. 

585.  Quand  deux  figures  homologiques  ont  leur  centre  d*homologie  à 
l'infini,  si  Ton  fait  tourner  l'une  d'elles  autour  de  l'axe  d*homologie,  les 
droites  qui  joignent  ses  points  aux  points  homologues  de  la  figure  fixe  res- 
teront toutes  parallèles  entre  elles.  Car,  deux  droites  aa\  bb'  [fig.  ia6)  qui 
joignent  deux  points  de  la  première  figure  à  leurs  homologues  étant  paral- 
lèles, les  deux  triangles  aya\  byb'  ont  leurs  côtes  proportionnels,  et  con- 
séquemment»  quand  la  droite  y  a'  V  tourne  autour  de  Taxe  d'homologie  yX 
et  prend  la  position  ya"b"  dans  l'espace,  les  deux  triangles  aya" ^  byb" 
sont  semblables  et  leurs  côtés  aa'\  bb"  sont  parallèles.  Dans  cette  position, 
les  deux  figures  sont  la  projection  l'une  de  l'autre. 

586.  Quand  deux  figures  homographiques  ont  deux  droites  homologues 
à  l'infini,  un  parallélogramme  dans  Tune  a  pour  homologue  un  parallélo- 
gramme dans  l'autre  (5&4>).  La  question  précédente  comprend  donc  la  so- 
lution de  celle-ci  : 

Étant  donnés  deux  parallélogrammes ^  les  placer  de  manière  que  l'un 
soit  la  projection  de  l'autre. 

Cela  pourra  n'être  pas  possible  (58tk],  mais  la  question  suivante  sera  tou- 
jours résoluble  : 

Étant  donnés  deux  parallélogrammes ,  en  projeter  un  sur  un  plan  de 
manière  que  sa  projection  soit  semblable  à  l'autre. 

Au  lieu  de  deux  parallélogrammes,  on  peut  ne  considérer  que  les  deux 
triangles  homologues  retranchés  par  deux  diagonales  correspondantes.  Alors 
on  résout  ce  problème  : 

Étant  donnés  deux  triangles,  en  projeter  un  de  manière  que  sa  projection 
soit  semblable  au  second. 
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CHAPITRE  XXVI. 

THÉORIE   DBS   FIGURES   CORRÉLATIVES. 


§  I.  —  Définition  et  constraction  des  figures  corrélatiTes. 

I. 

587.  J^appelle  figures  corrélatives  deux  figures  dans  lesquelles 
à  des  points  de  Tune  correspondent  des  droites  dans  Tautre,  de 
manière  qu'à  des  points  en  ligne  droite  correspondent  des  droites 
passant  par  un  même  point,  avec  cette  condition  que  le  rapport 
anharmonique  de  quatre  points  soit  égal  à  celui  des  quatre  droites 
correspondantes. 

Puisque,  à  des  points  situés  en  ligne  droite  dans  la  première 
figure  correspondent  des  droites  passant  par  un  même  point  dans 
la  seconde,  ce  point  correspond  à  la  droite  lieu  des  points  de  la 
première  figure  ;  de  sorte  qu'on  peut  dire  que  les  deux  figures  sont 
telles,  qu'à  un  point  et  à  une  droite  dans  Tune  correspondent 
respectivement  une  droite  et  un  point  dans  l'autre. 

588.  Les  figures  supplémentaires  tracées  sur  la  sphère  ont  des 
relations  de  construction  analogues  à  celles  des  figures  corréla- 
tives; car  à  un  point  de  Tune  correspond  un  arc  de  grand  cercle 
dans  l'autre,  de  manière  qu'à  des  points  situés  sur  un  arc  de  grand 
cercle  correspondent  des  arcs  de  grand  cercle  passant  par  un 
même  point;  et  le  rapport  anharmonique  de  quatre  de  ces  points 
est  égal  à  celui  des  quatre  arcs  de  grands  cercles  correspondants. 

Avec  ces  figures  sphériques  on  forme  immédiatement  des  figures 
planes  corrélatives ,  car  il  suffit  de  faire  passer  par  deux  figures 
supplémentaires  deux  cônes  ayant  pour  sommet  commun  le  centre 
de  la  sphère;  les  sections  des  deux  cônes  par  un  plan  ou  par  deuv 
plans  différents  sont  évidemment  deux  figures  corrélatives. 
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II.  —  Construction  des  figures  corrélatives. 

« 

589.   Etant  pris  un  triangle  ABC  [fig*  127)  dans  le  plan  d'une 
jigure,  si  de  ses  deux  sommets  A,  B  o/i  mène  à  chaque  point  m 
de  la  Jigure  les  droites  A  m,  Bm  qui  forment  sur  les  côtés  op- 
posés les  deux  rapports  de  segments  T7;  '  "7;  5  puis  que  l'on  déter- 

mine  sur  les  côtés  À'C,  B'C  d'un  second  triangle  quelconque 
A'B'C  deux  points  a',  b'  formant  deux  rapports  de  segments 
tels  que  l'on  ait  les  relations 

.  aX  a'C        bB  ù'C 

'^  ^-^^''      bC  =  ^b^' 

y^  et  [JL  étant  deux  constantes,  la  droite  a'b'  appartiendra  à  une 
figure  corrélative  de  la  proposée  et  correspondra  dans  cette  Ji- 
gure au  point  m  de  la  première. 

Démonstration,  —  Il  s'agit  de  prouver  ;  1°  que,  quand  des  points 
m  sont  en  ligne  droite,  les  droites  correspondantes  a'A'  passent 
par  un  même  point  ;  2^  que  quand  des  droites  passent  par  un  même 
point,  dans  la  première  figure,  les  points  auxquels  elles  donnent 
lieu,  dans  la  seconde,  sont  situés  en  ligne  droite;  3^  que  quatre 
points  en  ligne  droite,  dans  la  première  figure,  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  droites  correspondantes;  et 
4°  enfin,  que  quatre  droites  passant  par  un  même  point  dans  la 
première  figure  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des 
quatre  points  qui  leur  correspondent  dans  la  seconde  figure. 

I.  Quand  des  points  m  sont  en  ligne  droite,  on  a,  entre  les  deux 

aÇ,     bQ     1         I     •         1  •        1        f 

rapports  —  »  j--»  la  relation  du  premier  degrc 

fj  ni  A'P' 

On  a  donc  entre  les  deux  rapports  -7—;  et  -rr^.  la  relation 

^^         a  A         ù  B' 

g  a' A'       £  ^_ 
<^qualion  qui  prouve  que  la  droite  a'b^  passe  par  un  point  fixe  (452). 


384  TRAITÉ  DE  GEOMETRIE  SUPÉRIEURE.   —  CHAPITRE  XXVI. 

IL  Une  droite  L  étant  donnée  dans  la  première  figure,  le 
point  V  qui  lui  correspond  dans  la  seconde  est  le  point  par  lequel 
passent  les  droites  correspondant  aux  points  de  la  droite  L. 

Donc  quand  plusieurs  droites  L  passent  par  un  même  point,  les 
points  qui  leur  correspondent  se  trouvent  sur  une  même  droite, 
laquelle  est  la  droite  correspondante  à  ce  point. 

III.  Quand  quatre  points  m  sont  en  ligne  droite,  leur  rapport 
anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  droites  qui  leur  corres- 
pondent. En  effet,  les  quatre  points  m  étant  en  ligne  droite,  leur 
rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  points  a;  or, 
d'après  la  première  des  relations  (i),  celui-ci  est  égal  à  celui  des 
quatre  points  a'\  mais  ce  dernier  est  égal  à  celui  des  quatre  droites 
a'b\  puisqu'elles  passent  par  un  même  point. 

IV.  Quatre  droites  L  de  la  première  figure,  passant  par  un  même 
point,  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points 
qui  leur  correspondent  dans  la  seconde.  En  effet,  les  quatre  droites 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  a  où 
elles  rencontrent  le  côté  AC  ;  celui-ci  est  égal  à  celui  des  quatre 
points  a!,  lequel  est  égal  à  celui  des  quatre  points  /'  qui  corres- 
pondent aux  quatre  droites. 

Ainsi  la  proposition  est  démontrée  dans  toutes  ses  parties. 

Observations.  —  Au  point  a  de  la  première  figure  correspond, 
dans  la  seconde,  la  droite  B'a^  Cela  résulte  des  équations  (i);car, 
si  le  point  m  est  en  a  sur  AC,  on  a  èC  =  o,  et  par  conséquent 
A'B'=  o,  de  sorte  que  la  droite  a'b'  passe  par  le  point  B'.  Pareil- 
lement, au  point  b  correspond  la  droite  h!b'\  par  conséquent,  à  la 
droite  ab  correspond  le  point  /',  intersection  des  deux  droites  B'a', 
Mb\ 

Il  s'ensuit  qu'aux  deux  droites  A£,  Ba  correspondent  les  deux 
points  b'  et  a';  et  l'on  en  conclut  qu'aux  trois  droites  AC,  BC 
et  AB  correspondent  les  trois  points  B',  A'  et  C,  et,  par  consé- 
quent, qu'aux  trois  points  A,  B,  C  correspondent  les  trois  droites 
B'C,  A'C,  A'B'. 

Puisque,  à  la  droite  ab  correspond  le  point  /',  nous  pouvons  dire 
que  la  droite  qui,  dans  la  première  figure,  correspond  à  un  point 
de  la  seconde,  se  construit  par  les  équations  (i),  qu'on  peut  écrire 

a'A'       .  aC        A'B'  bC, 


=  > 


aC"     aK        b'C^^bh 


^  z.»  * 
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C'est-à-dire  que  la  droite  corrélative  d'un  point  se  construit  par 
des  formules  semblables,  et  avec  les  mêmes  coefficients,  dans  les 
deux  figures. 

590.  ^  tous  les  points  situés  à  l'infini^  dans  une  des  deux  fi- 
gures, correspondent  des  droites  passant  toutes  par  un  même 
point. 

En  d'autres  termes  :  ^  l' infini,  dans  une  figure,  correspond  un 
point  dans  l'autre  figure, 

£n  eflet,  si  un  point  m  est  à  l'infini,  les  deux  droites  Am,  Bm 
sont  parallèles,  et  l'on  a 


et,  par  suite. 


-4--^-^.     (480,  n 


I  n'A'       2.  ^'B'_ 


équation  qui  prouve  que  la  droite  a'è',  correspondant  au  point  m 
situé  à  l'infini,  passe  par  un  point  fixe  (4o2).  Donc,  etc. 

591.  Aux  points  situés  sur  la  base  AB  dans  la  première  figure, 
correspondent  des  droites  passant  par  le  point  C  dans  la  seconde 
figure.  Ainsi,  à  un  point  g  [fig*  128)  correspond  une  droite  0' g  , 
et,  réciproquement,  au  point  g'  de  la  seconde  figure  correspond  la 
droite  C^'  dans  la  première.  Il  existe  entre  les  deux  points  g",  g*  la 
relation 


trtf 


-A  \  ^'B 


En  eflet,  à  un  point  //*  situé  sur  la  droite  (Zg  correspond  une 
droite  a'b'  qui  passe  par  le  point  g^',  puisque  celui-ci  correspond 
à  la  droite  Cg:. 

Les  trois  droites  qui  passent  par  le  point  m,  dans  le  triangle 
ABC,  donnent  la  relation 

«4'iÇ^=._,     (366), 

gU  aA  ùC  ^        ^ 
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*qui  devient,  en  vertu  des  équations  (i), 

gk   I   a'X'      h'C 
g^B   X  a'C    ^ b'B,' 

Mais,  les  trois  points  g',  a',  V  étant  en  ligne  droite,  on  a,  dans  le 
triangle  A'B'C, 

jof    ^'ki    wr*  — '       \^^^i' 


g'W  a' M    b'C 


Donc 


i^^'iî--,     ou     ^  =  ^1^ 

gBg^B'i  gn        iLg'M' 

C.    Q.     F.    D. 

592.  Les  deux  constantes  X  et  /a  seront  déterminées  si  Ton 
donne,  dans  la  seconde  figure,  la  droite  ou  le  point  qui  doit  cor- 
respondre à  un  point  ou  une  droite  de  la  première  figure.  Cela  est 
évident. 

Il  s^ensuit  que  la  proposition  (589)  implique  le  mode  de  con- 
struction des  figures  corrélatives  dans  les  deux  cas  où  Ton  donne, 
dans  la  figure  que  Ton  veut  former,  les  quatre  points  qui  doivent 
correspondre  à  quatre  droites  de  la  proposée,  ou  trois  points  et 
une  droite  devant  correspondre  à  trois  droites  et  à  un  point  de  la 
figure  proposée. 

III.  —  Discussion  relatipc  aujc  équations  (i). 

593.  Le  mode  de  construction  précédent  des  figures  corréla- 
tives repose  sur  la  considération  des  deux  triangles  ABC,  A'B'C 
qui  appartiennent,  respectivement,  aux  deux  figures  et  dont  les 
sommets  de  Tun  correspondent  aux  côtés  de  Tautre.  On  prend  pour 
les  sommets  de  Tun  des  triangles  trois  points  quelconques  de  la 
figure  à  laquelle  il  appartient.  On  peut  choisir  ces  points  de  ma- 
nière que  dans  chacun  des  deux  triangles  un  sommet  ou  un  côté 
soit  à  rinfini;  ce  qui  donne  lieu  à  plusieurs  cas  dans  lesquels  un 
ou  plusieurs  segments  disparaissent  des  équations. 

i^  Si  le  point  C  est  à  Tinfini,  les  équations  deviennent 

*       ^«'C'        ^„  b'C 
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Alors  la  base  A'B',  dans  la  seconde  figure,  passe  par  le  point  qui 
dans  cette  figure  correspond  à  Tinfini  de  la  première. 

a®  Le  point  C  correspond  à  la  droite  AB  de  la  première  figure  ; 
si  cette  droite  passe  par  le  point  auquel  correspond  l'infini  de  la 
seconde  figure,  le  point  C  sera  à  l'infini  et  les  équations  seront 

aA=z ,      bB  =  ~^' 

û'A'  b'B' 

3^  Si  les  deux  points  A,  B  sont  à  l'infini,  les  équations  devien- 
nent 

1        .  a'C         I  b'C 


"'»      17^  =  f* 


ff 


aC         flA'        bC       '^b'h 

Le  point  C  est  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  à  l'in- 
fini de  la  première. 

4**  Si  le  point  C  est  lui-même  le  point  de  la  première  figure  cor- 
respondant à  l'infini  de  la  seconde,  A^B'  sera  à  l'infini,  et  les  équa- 
tions deviennent 

5®  Lie  point  G  peut  être  à  l'infini,  ainsi  que  la  base  A'B'.  On  a 
alors 

Ces  différentes  formules  s'appliquent  à  deux  figures  corrélatives 
quelconques. 


594.  Dans  les  équations  (i),  on  peut  remplacer  un  rapport  de 

7c 


deux  segments  par  un  rapport  de  sinus,  par  exemple  le  rapport  —^ 


par  le  rapport-: — —y  comme  nous  1  avons  vu  au  sujet  des  figures 

homographiques  (514).  Il  s'ensuit  que  l'on  peut  supposer  la  droite 
AC  à  l'infini,  et  de  même  de  BC  et  des  deux  droites  A'C,  B'C  de 
la  seconde  figure. 

IV.  —  Cas  particulier, 

595.  Si  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  à  l'infini 
de  la  première  est  lui-même  à  l'infini,  on  peut  prendre  ce  point 

25, 
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pour  le  sommet  C  {fig*  129)  ;  la  base  AB  du  premier  triangle  sera 
à  rinfini,  et  Ton  aura 

Considérons  la  première  relation ,  et  remplaçons-y  le  segment  aC 
par  la  distance  du  point  m  à  Taxe  CB  ;  on  aura 

mp  =1 V .  a' A!  9 
ce  qui  exprime  que  : 

Quand  le  point  de  la  seconde  figure  qui  correspond  à  l'infini 
de  la  première  est  lui-même  à  l'infini,  si  l'on  prend  dans  la  se- 
conde figure  un  axe  dirigé  vers  ce  point  à  l'infini  et  sur  cet  axe 
un  point  fixe  A\  puis  dans  la  première  figure  la  droite  CB  cor- 
respondante à  ce  point  A', 

Le  segment  A' a'  qu'une  droite  quelconque  de  la  seconde  figure 
fait  sur  l'axe  à  partir  du  point  A!  est  à  la  distance  du  point  cor- 
respondant, dans  la  première  figure,  à  la  droite  fixe  CB  corres- 
pondant au  point  A!,  dans  une  raison  constante. 


§  II.  —  DéTOloppements  relatifs  aux  propriétés  métriques  des  figures 
corrélatives.  NouTelle  définition  de  ces  figures. 

I. 

596.  La  propriété  fondamentale  de  laquelle  dérivent  toutes  les 
relations  métriques  de  deux  figures  corrélatives  est  celle  que  nous 
avons  énoncée  dans  la  définition  de  ces  figures,  savoir,  que  :  Quatre 
points  en  ligne  droite  dans  une  figure  ont  leur  rapport  anhar- 
monique  égal  à  celui  des  quatre  droites  corrélatii^es. 

Il  résulte  de  là  que  :  Quand  des  points  sont  en  ligne  droite  dans 
une  figure,  les  droites  qui  leur  correspondent  dans  l' autre  fig^^'^ 
rencontrent  cette  droite  en  des  points  qui  forment,  av^ec  les  pre- 
miers, deux  div^isions  homo graphiques, 

597.  D'où  Ton  conclut  que  : 

Sur  une  droite  il  y  a,  en  général,  deux  points  (réels  ou  inui- 
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ginaires)  tels,  que  leurs  droites  corrélatives  passent  par  ces  points 
eux-mêmes,  respectivement. 

Et,  par  un  point  on  peut  mener,  en  général,  deux  droites 
[réelles  ou  imaginaires)  passant  par  leurs  points  corrélatifs  res- 
pectifs. 

598.  Considérons  quatre  points  en  ligne  droite  a^  b,  c,  m  dans 
la  première  figure  et  les  quatre  droites  correspondantes  A,  B,  C, 
M  dans  la  seconde  ;  on  aura 

am  ^  ac sin  (A, M)  ^  sin(A,C) 

bm*  bc      sin  (B,  M)  '  sin  (B,C) 
ou 


am sin  (A, M)  f/ic  ^  sin(A,  C)1 

Âm  "  sin(B,M)  [Te  '  sin(B,  C)J 


La  quantité  entre  parenthèses  est  constante  quel  que  soit  le  point 
m;  écrivons  donc 

am sin  (  A ,  M  ) 

bm  sin(B,M) 

Si  Ton  conçoit  dans  la  première  figure  une  droite  passant  par 

le  point  m,  le  point  corrélatif  dans  la  seconde  figure  sera  sur  la 

,     .      Ti,       sin  (A,  M)  1  11»  j  •    . 

droite  M,  et   .    \^  ^'  sera  le  rapport  des  distances  de  ce  point  aux 

sm(B,Mj  ^^  '^ 

deux  droites  fixes  A,  B.  L'équation  exprime  donc  que  : 

Etant  pris  deux  points  fixes  a,  b  dans  une  figure  et  les  deux 
droites  correspondantes  A,  B  dans  la  figure  corrélative,  le  rap- 
port des  segments  faits  par  une  droite  quelconque  de  la  première 
figure  sur  ab  sera  au  rapport  des  distances  du  point  qui  corres- 
pond à  cette  droite  aux  deux  droites  A,  B  dans  une  raison  con- 
stante. 

599.  Le  rapport  des  segments  faits  sur  ab  par  une  droite  est 
égal  au  rapport  des  distances  de  cette  droite  aux  deux  points  a,  b. 
De  sorte  qu'on  peut  dire  que  : 

Etant  pris  deux  points  fixes  dans  une  figure  et  les  deux  droites 
correspondantes  dans  la  figure  corrélative,  le  rapport  des  dis- 
tances d'une  droite  quelconque  de  la  première  figure  à  ces  deux 
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points  sera  au  rapport  des  distances  du  point  correspondant  de 
la  seconde  Jigure,  aux  deux  droites  fixes,  dans  une  raison  con- 
stante» 

600.  Dans  ce  théorème,  Tune  des  deux  droites  fixes  peut  être  à 
rinfini,  et  la  distance  d'un  point  à  cette  droite  disparaît  de  Téqua- 
tion  comme  si  elle  devenait  égale  à  l'unité,  ainsi  que  nous  l'avons 
vu  souvent.  Il  en  résulte  que  : 

Etant  données  deux  figures  corrélatii^es,  la  distance  d'un  point 
quelconque  de  l'une  à  une  droite  fixe  est  au  rapport  des  dis- 
tances de  la  droite  correspondante  dans  l'autre,  aux  deux  points 
fixes  dont  l'un  correspond  à  la  droite  fixe  et  l'autre  à  l'infini  de 
la  première  figure,  dans  une  raison  constante, 

601.  Dans  le  théorème  (599),  on  peut  supposer  le  point  b  à 
rinfinî  ;  le  segment  bni  disparaîtra  et  le  premier  membre  de  Téqua- 
tion  sera  simplement  ani.  Donc  : 

Quand  deux  figures  sont  corrélatives,  le  segment  qu'une  droite 
quelconque  de  la  première Jait  sur  un  axe  à  partir  d'un  point 
fixe  est  au  rapport  des  distances  du  point  qui  correspond  à  cette 
droite  dans  la  seconde  figure,  aux  deux  droites  correspondant 
au  point  fixe  et  au  point  situé  à  l'infini  sur  l'axe  de  la  première 
figure,  dans  une  raison  constante, 

602.  On  peut  prendre  pour  le  point  fixe  de  la  première  figure 
le  point  qui  correspond  à  l'infini  de  la  seconde  ;  la  distance  d'un 
point  de  la  seconde  figure  à  cette  droite  située  à  l'infini  disparaît 
de  l'équation,  et  l'on  a  ce  théorème  : 

Dans  deux  figures  corrélatives,  étant  pris  le  point  \  de  la  pre- 
mière qui  correspond  à  l'infini  de  la  seconde,  et  étant  mené  par  ce 
point  un  axe  fixe,  puis  étant  prise,  dans  la  seconde,  la  droite  qui 
correspond  au  point  de  la  première  situé  à  l'infini  sur  cet  axe, 
le  segment  qu'une  droite  quelconque  de  la  première  figure  fera 
sur  l'axe  fixe  à  partir  du  point  I  sera  à  la  valeur  inKferse  de  la 
distance  du  point  correspondant,  dans  la  seconde  figure,  à  la 
droite  fixe  correspondant  à  l'infini  de  l'axe  fixe,  dans  une 
raison  constante. 
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II.   —  Nouvelle  définition  des  figures  corrélatives, 

603.  D'après  le  théorème  (599),  on  peut  donner  cette  défini- 
tion des  figures  corrélatives  : 

On  appelle  figures  corrélatives  deux  figures  telles,  qu'aux 
points  de  l'une  correspondent  des  droites  dans  Vautre,  de  ma- 
nière que  les  rapports  des  distances  de  chaque  point  de  la  pre- 
mière figure  à  trois  droites  fixes  soient  aux  rapports  des  dis- 
tances de  la  droite  correspondante  à  trois  points  fixes  dans  des 
raisons  constantes. 

Cette  définition,  qui  a  toute  la  précision  mathématique  dési- 
rable, puisqu'elle  n'implique  aucune  condition  superflue,  se  prête 
néanmoins  sans  grande  difficulté  à  la  démonstration  des  équa- 
tions (i)  et  des  diverses  propriétés  des  figures  corrélatives. 

604.  Cas  di\fers.  —  On  peut  prendre  Tune  des  deux  droites 
fixes  de  la  seconde  figure  à  Tinfini  ;  la  distance  d'un  point  à  cette 
droite  disparaîtra  des  relations  entre  les  deux  figures,  comme  si 
cette  distance  était  devenue  égale  à  Funité. 

De  même,  on  peut  supposer  que  l'un  ou  deux  des  trois  points 
fixes  dans  la  première  figure  soient  à  l'infini  dans  des  directions 
données.  Alors  on  substituera  au  rapport  des  distances  d'une 
droite  à  deux  points  le  rapport  des  segments  que  cette  droite  fait 
sur  celle  qui  joint  ces  deux  points,  et,  si  l'un  de  ces  points  est  à 
l'infini,  le  segment  qui  s'y  rapporte  disparaîtra  de  l'équation, 
comme  s'il  était  devenu  égal  à  l'unité. 

Ainsi,  par  exemple  ;  Si  les  distances  d'un  point  à  deux  axes 
fixes  sont  proportionnelles  respectivement  aux  segments  faits 
par  une  droite  sur  deux  autres  axes  fixes  quelconques,  à  partir 
de  leur  point  de  rencontre,  le  point  et  la  droite  appartiendront  à 
deux  figures  corrélatives, 

§  III.  —  Expression  analytique  des  figures  corrélatives. 
I.  —  Équation  de  la  droite  correspondant  à  un  point  donné, 

605.  Étant  données  les  coordonnées  d'un  point  d'une  figure, 
nous  nous  proposons  de  trouver  l'équation  de  la  droite  qui  cor- 
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respond  à  ce  point  dans  une  figure  corrélative.  Pour  cela,  nous 
nous  servirons  des  relations  établies  par  le  théorème  (599)  con- 
cernant les  distances  d'un  point  quelconque  à  deux  axes  fixes  et 
celles  de  la  droite  corrélative  aux  deux  points  correspondant  à 
ces  axes. 

Soient 

ax   -^  by   -h  I  =r  o, 

a'  X  -\-  y  y  +  I  z=  o, 

a"!  -+-  h" X  -t-  I  =  o 

les  équations  de  trois  droites  fixes  dans  la  première  figure,  et  x^j 
les  coordonnées  d'un  point  m  de  cette  figure.  Les  rapports  des 
distances  de  ce  point  aux  trois  droites  sont 

ar  -4-  h  y  -ht  a  x  -\-  h'  y  -h  i 

e  et  (f  étant  des  constantes  indépendantes  des  coordonnées  du 
point  771. 

Soient  X',  Y';  X",  Y'''  et  X"'^,  Y'"  les  coordonnées  des  trois  points 
fixes  qui,  dans  la  seconde  figure,  correspondent  aux  trois  droites 
de  la  première,  ces  coordonnées  se  rapportant  à  deux  axes  quel- 
conques qui  peuvent  être  différents  des  deux  axes  coordonnés  de 
la  première  figure  ou  les  mêmes  ;  et  soit 

AX  +  BY  -h  I  =  o 

l'équation  de  la  droite  correspondant  dans  la  seconde  figure  au 

point  m  de  la  première.  Il  s'agit  de  déterminer  les  paramètres  A 

et  B  pour  que  cette  droite  enveloppe  une  figure  corrélative  à  la 

proposée. 

Les  rapports  des  distances  de  cette  droite  aux  trois  points  fixes 

sont 

AX^  -4-  BY^  -4-  I  AX"^  -♦-  B Y^^  -♦-  t 

'*  AX-'-h  BY^-f- 1  '     "^^  èCL"  4-  BY*  -h  I  ' 
On  a  donc  (899) 

ax-^-hy-\'\         .   AX'-l-BT-hi 

—  A  ■ 9 


a'x^h'y->r\  _     AX^  +  BY^^  -h  i 
«''x-f.  h''y-^\~'^  AX^'H-  BY'^-+- 1  ' 

X  et  |i  étant  deux  constantes  déterminées. 
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De  ces  deux  équations  on  tirera  les  valeurs  de  A  et  B,  et  on 
les  substituera  dans  Téquation  de  la  droite.  Ces  valeurs  sont  de  la 
forme 

.   __     «r  -h  ej  -^  y  __   a^r  -h  g>  -4-  '/ 

—  a"x  4-  ^"j  4-  v"'  """  «"J7  -+-  t"y  -t-  y"' 

L'équation  de  la  droite  est  donc 

A.  -h  -7 —rr, \ ;;  Y  -4-  I  r=r  O 


ou 

Ainsi  :  Quand  deux  figures  sont  corrélatives,  l'équation  d'une 
droite  dans    l'une  des  figures  contient   au  premier  degré  les 
coordonnées  du  point  correspondant  à  cette  droite  dans  l'autre 
figure. 

606-  Réciproquement  :  Quand  l'équation  d'une  droite  contient 
au  premier  degré  les  coordonnées  d'un  point,  si  ce  point  est  mo- 
bile et  décrit  une  figure,  la  droite  enveloppera  une  figure  cor^ 
rélatit^e. 

En  effet,  soit 

(«^  +  g^  ^_  y  )X  -f-  («'x  4-  é'j  -+-  7')  Y  -h  (a".r  -u  ^"y  ^  7")  —  o 

Téquation  de  la  droite  M  dont  les  coordonnées  courantes,  rap- 
portées à  deux  axes  OX,  OY,  sont  X  et  Y,  et  dans  laquelle  x,  y 
sont  les  coordonnées  d'un  point  variable  appartenant  à  une  figure 
donnée,  coordonnées  relatives  à  deux  axes  oXj  oy  qui  peuvent 
être  différents  des  deux  OX,  OY,  ou  les  mêmes. 

La  droite  M  fait  sur  les  deux  axes  OX,  ,0Y  deux  segments  dont 
les  valeurs  sont 

a"  ,r:  +  t"  y  -{-y"  a"  x -^  €'>  -4-  7' 

«x  -f-  6^  -h  7  ot! X  -H  ^'y  4-  7' 

Or  ces  quantités  sont  proportionnelles  aux  rapports  des  distances 
du  point  (x,  j)  à  trois  droites  fixes  ayant  pour  équations 

«X  -t-  67  4-  7  =  o,     a'x  4-  ô^j  -h  7'  =  o,     «^x  -f-  6*  7  -h  7'  =  o. 
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Donc,  d'après  (604),  quand  le  point  (j:,  j^)  décrit  une  figure,  la 
droite  M  enveloppe  une  figure  corrélative  dans  laquelle  le  point  O, 
intersection  des  deux  axes  OX,  OY,  correspond  à  la  droite  qui  a 
pour  équation 

et  les  points  à  Tinfini,  sur  ces  deux  axes,  correspondent  aux  deux 
droites  qui  ont  pour  équations 

«  jc  H-  6^-  -4-  y  irr  o     et     a' X  -4-  6\>-  -H  y  =  G. 

607.  Il  serait  facile  de  démontrer  directement,  au  mojen  de 
l'équation  de  la  droite  mobile,  que  la  figure  enveloppe  de  cette 
droite  jouit,  par  rapport  à  celle  que  décrit  le  point  (x,j'),  de  toutes 
les  relations  qui  ont  lieu  entre  deux  figures  corrélatives.  Par 
exemple,  démontrons  que,  quand  le  point  (j:,j')  décrit  une  droite, 
la  droite  M  passe  toujours  par  un  même  point. 

Soit 

Lx  H-  M  J  -I-  I  r=r  G 

Téquation  de  la  droite  décrite  parle  point  {jc,j). 
L'équation  de  la  droite  M  se  met  sous  la  forme 

(aX  4- a'Y-+- a")x  4- (eX-+- 6'Y  4- e'')^ -f- (yX -+- /Y -h  y")  =  G. 

On  voit  immédiatement  que  le  point  dont  les  coordonnées  X, 
Y  sont  données  par  les  deux  équations 

aX  -f-  a' Y  -4-  a**^  L  (yX  4-  y'Y  H-  y'^), 
eX-t-e'Y  +  e"  =  M(yX-+-y'Y-f  y") 

est  situé  sur  cette  droite  ;  en  efiet,  ces  coordonnées  satisfont  à  son 
équation,  car  elles  la  ramènent  à 

Lj:  -h  Mj-4-  I  r=  G, 

équation  identique,  puisque  l'on  suppose  que  le  point  (j^,j^)  décrit 
la  droite  représentée  par  cette  équation.  Donc,  quand  le  point 
(x,  j^)  décrit  une  droite,  la  droite  M  passe  par  un  point  fixe. 
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§  IV.  —  Propriétés  des  figures  corrélatives. 

608.  (^uand  trois  points  A,  B,  0»  d' une  figure  ont  chacun  pour 
droite  correspondante  dans  la  figure  corrélative  la  droite  qui 
joint  les  deux  autres. 

Ces  trois  points,  considérés  comme  appartenant  à  la  seconde 
figure  j  ont  pour  droites  corrélatis^es  dans  la  première  les  mêmes 
droites; 

Et  il  en  est  de  même  de  tout  autre  point,  c'est-à-dire  que  tout 
point,  étant  considéré  comme  appartenant  successivement  aux 
deux  figures,  a  la  même  droite  corrélative  dans  les  deux  cas. 

En  eflet,  A,  B,  C  {fi g'  i3o)  sont,  par  hypothèse,  trois  points  de 
Ja  première  figure,  et  les  trois  droites  BC,  CA,  AB  sont  les  droites 
correspondant  à  ces  points ,  respectivement ,  dans  la  seconde 
figure.  Donc  le  point  A,  considéré  comme  intersection  des  deux 
droites  AB,  AC  de  la  seconde  figure,  et  par  conséquent  comme 
point  appartenant  à  cette  figure,  a  pour  droite  corrélative  dans  la 
première  figure  la  droite  BC  qui  joint  les  points  C  et  B,  qui  dans 
la  première  figure  correspondent  aux  deux  droites  AB,  AC  de  la 
seconde.  Ainsi  la  première  partie  du  théorème  est  prouvée. 

Soit  un  point  m  de  la  première  figure  ;  on  détermine  la  droite 
correspondante  dans  la  seconde  figure  en  menant  les  deux  droites 
wA,  mB  et  en  prenant 

a'V  est  la  droite  cherchée. 

Si  le  point  m  est  considéré  comme  appartenant  à  la  seconde 
figure,  on  détermine  la  droite  correspondante  «6  de  la  première 
par  les  formules 


Donc 


ak         aC       ^B  6C    .«^^    ^         » 


aC_aX  eC  _  h'C 


Donc  les  points  a,  6  coïncident  avec  a',  b\  Donc  la  droite  a'  V  est 
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la  droite  correspondant  au  point  m  de  la  seconde  figure  ;  ce  qui 
prouve  la  seconde  partie  du  théorème  (*). 

609.  Quand  on  a  deux  figures  corrélatives  placées  d'une  manière 
quelconque  dans  un  même  plan,  si  Ton  considère  chaque  point  m 
de  ce  plan  comme  appartenant  successivement  aux  deux  figures,  il 
lui  correspond  deux  droites  dans  les  deux  figures  respectivement. 
Si  le  point  m  décrit  une  figure  quelconque,  les  deux  droites  ens^e- 
lopperont  deux  figures  homo graphiques  entre  elles. 

Car  il  est  évident  que  ces  deux  figures  auront  entre  elles  toutes 
les  relations  qui  caractérisent  les  figures  homographiques. 

610.  Il  suit  de  là  que  : 

Si  deux  figures  corrélatives  sont  telles  que  quatre  points  de 
leur  plan,  considérés  comme  appartenant  à  l'une  ou  à  l'autre, 
aient  toujours  les  mêmes  droites  corrélatii^es,  il  en  sera  de  même 
pour  tout  autre  point. 

Car  les  deux  figures  donneront  lieu  à  deux  figures  homogra- 
phiques qui  auront  quatre  points  communs  et  qui,  par  consé- 
quent, coïncideront  entièrement. 

611.  On  conclut  encore  de  ces  considérations  que  : 

Deux  figures  corrélatives  étant  placées  d'une  manière  quel- 
conque,  l'une  par  rapport  à  l'autre,  il  existe  en  général  trois 


(')  On  peut  encore  considérer  la  droite  a'b'  comme  appartenant  à  la  première 
figure,  et  chercher  le  point  qui  lui  correspond  dans  la  seconde. 
Pour  cela,  on  détermine  sur  AC  et  BC  les  deux  points  a",  h"  par  les  équations 

£_A         a;^       É^_     ^ 

Les  droites  kV  et  Ba''  correspondent  aux  deux  points  a\  b',  et  leur  point  d'intersec' 
tion  est  celui  qui  correspond,  dans  la  seconde  figure,  à  la  droite  a'b'  de  la  première. 
Or  ces  deux  équations,  comparées  aux  deux 

«A         «^       *B_     *X 
Je"     a'k'     bC~^b'h* 

prouTent  que  les  deux  points  a"  et  b"  coïncident  avec  les  deux  a,  b;  de  sorte  que  le 
point  cherché  coïncide  avec  le  point  m.  c.  0.  f.  p. 
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points  dont  chacun  a  la  même  droite  corrélativ^e  dans  les  deux 
figures. 

Deux  de  ces  points  peuvent  être  imaginaires,  mais  le  troisième 
est  toujours  réel. 

612.  JE  tant  données  deux  figures  corrélatis^es,  les  points  de  la 
première  qui  jouissent  de  la  propriété  que  les  droites  qui  leur 
correspondent  dans  la  seconde  figure  passent  par  ces  points  eux- 
mêmes  (597)  iont  situés  sur  une  courbe  du  deuxième  ordre,  et 
ces  droites  env^eloppent  une  courbe  de  deuxième  classe. 

En  effet,  d'après  le  théorème  (597),  la  courbe  lieu  des  points 
en  question  sera  telle,  qu'une  droite  la  rencontrera  toujours  en  deux 
points  (réels  ou  imaginaires);  ce  qui  prouve  qu'elle  est  du  deuxième 
ordre;  et  la  courbe  enveloppe  des  droites  correspondant  à  ces 
points  est  telle,  que  par  un  point  on  ne  peut  lui  mener  que  deux 
tangentes  (réelles  ou  imaginaires)  ;  ce  qui  prouve  que  cette  courbe 
est  de  deuxième  classe  (501  ). 

613.  Placer  deux  figures  corrélatives  données  de  manière 
que  chaque  point  de  leur  plan,  considéré  comme  appartenant  à 
l'une  ou  à  l'autre,  ait  la  même  droite  corrélative  dans  les 
deux  cas. 

Il  suffit,  d'après  le  théorème  (608),  que  cette  condition  ait  lieu 
pour  trois  points  du  plan  des  deux  figures. 

Soient  O  [fig-  i3i)  le  point  de  la  première  figure  qui  corres- 
pond à  l'infini  de  la  seconde,  et  Q!  le  point  de  celle-ci  qui  corres- 
pond à  l'infini  de  la  première  figure. 

Soient  les  droites  A,  B,  ...  passant  par  le  point  O  dans  la  pre- 
mière figure,  /«,  /!,...  leurs  points  à  l'infini.  A  ces  points  cor- 
respondent dans  la  seconde  figure  les  droites  M',  N', . ..  passant 
par  le  point  Q!\  et  aux  droites  A,  B,  . . .  correspondent  les  points 
a',  i',  ...  situés  à  l'infini  sur  ces  droites  M',  ]N',  . . .  (Ces  points 
sont  à  rinfini  parce  que  les  droites  A,  B,  . . .  passent  par  le  point  O  ; 
et  ils  sont  sur  les  droites  M',  N',  . . .  parce  que  les  droites  A,  B,  . . . 
passent  par  les  points  /n,  n,  . . .  ). 

Quatre  droites  M',  N',  . . .  ont  leur  rapport  anharmonique  égal 
à  celui  des  quatre  points  m,  n,  . . . ,  et  par  conséquent  à  celui  des 
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quatre  droites  A,  B,  ....  Donc  les  droites  A,  B,  ...  et  les  droites 
M',  N',  . . .  forment  deux  faisceaux  homographiques. 

Les  deux  droites  A  et  M'  qui  se  correspondent  dans  ces  deux 
faisceaux  étant  prises  arbitrairement,  on  cherchera  les  deux  B  et  N' 
qui  font  avec  A  et  M',  respectivement,  des  angles  égaux  (  153),  et 
Ton  placera  les  deux  faisceaux  de  manière  que  N'  et  M'  coïncident 
respectivement  avec  A  et  B,  et  par  conséquent  n  et  m  avec  a'  et 
b'.  Alors  chacun  des  trois  points  m,  /i,  O  aura  pour  droite  corré- 
lative dans  les  deux  figures  la  droite  qui  joint  les  deux  autres.  Par 
conséquent,  tout  autre  point  du  plan  des  deux  figures  aura  la 
même  droite  corrélative  dans  Tune  et  dans  Tautre.  Ainsi  le  pro- 
blème est  résolu. 

Observation,  —  Cette  question  et  surtout  celle  où  il  s'agit  de 
placer  en  perspective  deux  figures  homographiques  (578)  ou  sim- 
plement deux  quadrilatères  quelconques  présenteraient  des  diffi- 
cultés de  calcul  si  Ton  voulait  les  traiter  par  l'analyse,  c'est-à-dire 
par  la  doctrine  des  coordonnées.  La  Géométrie,  au  contraire,  qui 
a  dû  entrer  dans  le  détail  des  propriétés  intimes  des  figures,  y  a 
trouvé  tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  solution  des  deux 
questions. 


•^ 
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CHAPITRE  XXVII. 


DES  APPLICATIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  FIGURES  BOMOGRAPHIQUES,  ET  DR 
CELLE  DES  FIGURES  CORRÉLATIVES,  REGARDÉES  COMME  MÉTHODES  DE  DÉ- 
MON STRATION. 


§  I.  —  Considérations  snr  l'nsage  des  denx  métliodes. 

Principe  de  dualité. 

61i.  La  théorie  des  figures  homographiques  offre  une  méthode  pour 
transformer  une  figure  en  une  autre  du  même  genre  et  appliquer  à  celle-ci 
les  propriétés  de  la  première,  comme  on  fait  par  la  perspective  et  la  projec- 
tion d'une  figure  plane.  Ainsi,  par  exemple,  on  change  un  quadrilatère  de 
forme  quelconque  en  un  parallélogramme,  une  section  conique  en  un  cercle, 
même  avec  certaines  conditions  relatives  aux  autres  parties  de  la  figure;  plus 
généralement  une  section  conique  en  une  autre,  de  manière  qu'à  deux 
points  donnés  dans  Tintérieur  de  la  première  correspondent  dans  la  se- 
conde des  foyers  de  celle-ci,  etc.  Ces  transformations  donnent  le  moyen 
d'appliquer  à  une  figure  les  propriétés  d'une  figure  plus  simple  et  de  géné- 
raliser ainsi  des  vérités  connues;  ou  bien,  un  problème  étant  proposé  à 
regard  d*une  figure,  on  cherche  à  le  résoudre  sur  la  plus  simple  des  figures 
transformées. 

615.  Les  figures  corrélatives  ont  un  tout  autre  caractère.  Avec  une  figure 
donnée,  on  en  forme  une  seconde  qui  est,  en  général,  d*un  genre  différent, 
puisqu*à  des  points  de  l'une  correspondent  des  dmites  dans  l'autre,  et 
réciproquement.  Aux  propriétés  de  la  première  figure  correspondent  des 
propriétés  de  la  seconde,  qui  dérivent  des  premières,  en  vertu  des  relations 
générales  qui  ont  lieu  entre  deux  figures  corrélatives. 

De  là  résulte  une  dualité  constante  dans  les  théorèmes  de  Géométrie 
plane,  nous  pouvons  dire  dans  les  propriétés  de  retendue  en  général,  car 
cette  dualité  a  lieu  aussi  dans  les  figures  à  tmis  dimensions,  où  ce  sont  des 
plans  qui  correspondent  à  des  points  et  des  droites  à  des  droites  (  *  ). 

(')  Aperçu  historique,  etc.,  p.  575-6^5. 
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616.  C*est  la  théorie  des  pâles  dans  le  cercle  et  les  sections  coniques  qui 
a  donné  lieu  à  ces  transformations  de  figures  et  à  l*idée  d'une  dualité  per- 
manente en  Géométrie.  On  a  d'abord  fait  quelques  usages  partiels  de  cette 
correspondance  entre  un  point  et  la  droite  appelée  polaire  dans  les  sections 
coniques;  c'est  ainsi,  par  exemple,  que  Brianchon  a  conclu  du  théorème 
de  Pascal  sur  l'hexagone  inscrit  à  une  conique  son  beau  théorème  sur 
l'hexagone  circonscrit.  Il  suffisait  de  remarquer  que  les  pâles  des  côtés  de 
l'hexagone  inscrit  sont  les  sommets  d'un  hex«igone  circonscrit.  Mais  c'est 
Poncelet  qui  a  montré  le  premier  que  dans  ces  faciles  procédés  de  dé- 
monstration se  trouvait  une  méthode  générale  qui  pouvait  s*appliquer  à 
une  foule  de  propriétés  de  l'étendue,  particulièrement  à  toutes  les  propriétés 
descriptives,  méthode  qu'il  a  appelée  Théorie  des  polaires  réciproques  i^]. 
Quelques  géomètres  ont  ensuite  eu  l'idée  d'un  principe  de  dualité;  toute- 
fois, il  faut  observer  que  la  méthode  de  Poncelet,  la  Théorie  des  polaires 
réciproques,  était  la  seule  qui  servît  alors  aux  transformations  et  par  la- 
quelle on  pût  justifier  ce  principe  de  dualité. 

•  Cependant  il  existe  divers  autres  procédés  particuliers  de  transforma- 
tion, constituant  des  théories  analogues  à  celle  des  polaires  et  donnant  lieu 
de  même  au  principe  de  dualité  [']. 

Mais  ces  divers  procédés  particuliers,  que  nous  n'avons  point  à  étudier 
ici,  sont  compris  soit  dans  la  théorie  analytique  des  figures  corrélatives  [605) 
étendue  aux  trois  dimensions  ['),  soit  dans  le  mode  de  construction  géné- 
rale de  ces  figures,  qui  nous  a  conduit  au  développement  de  leurs  propriétés 
et  à  la  solution  de  cette  question  :  Étant  données  quatre  droites  qui  doivent 
correspondre  à  quatre  points  désignés  d^une  figure^  construite  la  fi§u.re 
corrélative;  question  qui  implique  le  pomt  de  vue  le  plus  général  sous 
lequel  on  puisse  considérer  les  figures  corrélatives. 

617.  On  peut  remarquer  des  exemples  continuels  de  la  dualité  dont  nous 
parlions  tout  à  l'heure  dans  les  diverses  théories  et  les  propositions  isolées 
que  renferme  cet  Ouvrage. 

Ainsi,  aux  divisions  homographiques  sur  des  droites  correspondent  des 
faisceaux  homographiques,  et  les  propriétés  relatives  à  ces  faisceaux  se 
peuvent  conclure  de  celles  des  divisions. 

Aux  côtc's  et  aux  diagonales  d'un  quadrilatère  correspondent  les  sommets 


(*)  Voir  Mémoire  sur  la  Théorie  géiiéi aie  des  polaires  réciproques,  inséré  dans  le 
Journal  de  Mathématiques  de  Crelle,  t.  IV. 

(*)  Voir  Aperçu  historique,  etc.,  p.  ai/j-aaS,  6J6-687. 

(*)  Mémoire  de  Géométrie  sur  deux  principes  généraux,  la  Dualité  et  l'Uoinoffra- 
phie  (  Aperçu  historique,  etc.,  p.  575-694)' 
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et  les  points  de  concours  des  côtes  opposes  du  quadrilatère  corrélatif;  aux 
six  points  dans  lesquels  une  transversale  rencontre  les  quatre  côtés  et  les 
deux  diagonales  du  premier  quadrilatère  correspondent,  dans  le  second, 
les  six  droites  menées  d'un  même  point  à  ses  sommets  et  aux  points  de 
concours  de  ses  côtés  opposés;  les  six  points  du  premier  quadrilatère  sont 
en  involution  ;  donc  les  six  droites  du  second  sont  aussi  en  inyolution.  Et 
ainsi  de  la  plupart  des  autres  théorèmes. 

618.  U  serait  donc  possible  de  conclure,  en  vertu  de  cette  dualité  con« 
stante,  une  moitié  à  peu  près  de  nos  propositions  de  l'autre  moitié,  sans 
nouveaux  frais  de  démonstration. 

Toutefois  nous  n'avons  pas  procédé  de  cette  manière;  il  faut  en  dire  ici 
le  motif. 


§  II.  —  Pourquoi  ron  ne  tait  pas  usage,  dans  le  coim  de  cet  Ouvrage, 

des  méthodes  de  transformation. 

619.  Comme  nous  venons  de  le  dire,  les  méthodes  de  transformation 
qui  constituent  des  théories  analogues  à  celle  des  pôles  et  des  polaires  ont 
conduit  à  Tidée  du  principe  de  dualité  en  Géométrie.  Ces  méthodes  de 
transformation  sont  commodes  pour  déduire  d*un  théorème  déjà  connu 
un  autre  théorème,  ou,  plus  généralement,  d'une  théorie  déjà  connue  une 
autre  théorie.  Mais,  dans  un  Ouvrage  qui  a  pour  but  le  développement 
systématique  des  différentes  parties  de  la  Géométrie,  il  faut  faire  pénétrer 
le  principe  de  dualité  dans  les  éléments  mêmes  et  donner  des  méthodes 
générales  qui  soient  également  propres  à  démontrer  deux  propositions  cor- 
rélatives. C'est  ce  que  nous  avons  fait  ici  ;  et  Ton  remarquera  que  le  prin- 
cipe de  dualité  apparaît  dès  les  commencements  dans  la  considération  du 
rapport  anharmonique  de  quatre  points  en  ligne  droite  d*une  part  et  de 
quatre  droites  concourantes  d'autre  part.  On  pourra  ainsi,  dans  tout  le 
cours  de  l'Ouvrage,  suivre  le  développement  des  propositions  corrélatives, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit  (617). 

Nous  avons,  de  cette  façon,  formé  un  ensemble  de  propositions  consti- 
tuant, par  leur  enchaînement  naturel,  des  théories  et  un  corps  de  doc- 
trine susceptibles  d'applications  fécondes  dans  toutes  les  parties  de  la  Géo- 
métrie. 

Il  nous  a  fallu  démontrer  directement  chacune  de  éeS  proposition^,  Iç* 

unes  au  moyen  des  autres,  par  les  propres  ressources  que  peuvent  offrir 

les  théories  auxquelles  elles  se  rapportent.  C'était  une  condition  à  laquelle  il 

fallait  s'astreindre  pour  constituer  ces  théories,  et  cette  marche  paraît  d'au- 

GaAiLis.  —  Géom,  sup,  ag 
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tant  plus  nécessaire,  que,  en  généra],  il  ne  suffît  pas  de  savoir  qu*une  pro- 
position est  vraie  pour  qu'on  puisse  en  faire  un  usage  utile  en  Mathéma- 
tiques :  il  faut  encore  connaître  toutes  ses  dépendances  avec  les  diverses 
propositions  qui  se  rattachent  au  même  sujet.  Quand  cet  enchaînement  est 
mis  à  nu,  tout  devient  facile,  et  il  est  même  rare  que  Ton  ne  puisse  pas 
démontrer  une  même  proiK)sition  de  bien  des  manières,  car  on  y  arrive  par 
toutes  celles  qui  la  touchent  de  quelque  côté.  C'est  là  un  critérium  qai 
permet  d^apprécier  jusqu'à  quel  point  on  a  pénétré  dans  le  sujet  que  Ton 
traite  et  combien  il  peut  encore  laisser  à  désirer. 

620.  Nous  ne  ferons  donc  \yo\nt  usage,  dans  le  cours  de  cet  Ouvrage,  de 
la  théorie  des  figures  corrélatives.  A  Tégard  de  celle  des  figures  homogra- 
phiques,  on  peut  faire  les  mêmes  remarques. 

D'une  manière  générale,  si  l'on  a  découvert  un  théorème  par  l'une  ou 
Fautre  de  ces  deux  méthodes,  on  pourra  trouver  une  démonstration  di- 
recte de  ce  théorème  en  appliquant  la  méthode  de  transformation  à  l'une 
des  démonstrations  du  théorème  que  Ton  a  transformé. 

621.  Ces  considérations  'suffisent  pour  montrer  pourquoi  nous  avons 
dû  ne  pas  faire  usage  des  méthodes  de  transformation  dans  TOuvrage 
actuel,  eu  égard  au  but  que  nous  nous  y  proposions,  comme  nous 
l'avons  dit. 

£n  se  privant  du  secours  de  ces  méthodes,  on  se  crée  parfois  des  diffi- 
cultés; mais  ce  n'est  pas  sans  utilité,  parce  que  l'obligation  de  démontrer 
par  les  ressources  naturelles  du  sujet  certaines  propositions  qui  auraient  pu 
se  conclure  des  méthodes  de  transformation  met  toujours  sur  la  voie  de 
beaucoup  d'autres  vérités  qui  accroissent  souvent  d'une  manière  inattendue 
et  fort  propice  le  sujet  que  l'on  traite. 

La  théorie  des  sections  coniques  surtout  peut  fournir  de  nombreux 
exemples  très-propres  à  justifier  la  marche  que  nous  nous  sommes  efibrcc 
de  suivre  invariablement.  Dans  ces  courbes,  il  y  a  à  considérer  leurs  points 
et  leurs  tangentes;  à  une  propriété  relative  à  des  points  correspond  une 
propriété  relative  aux  tangentes.  Mais  jusqu'ici  ce  sont  principalement  les 
propriétés  relatives  aux  points  que  Ton  a  étudiées^  parce  que  ce  sont  celles 
qui  se  prêtent  le  plus  aisément  aux  applications  de  la  Géométrie  analytique, 
et  l'on  a  négligé,  en  général,  les  propriétés  relatives  aux  tangentes.  Par 
exemple,  on  démontre  d'une  foule  de  manières  le  théorème  de  Pascal  qui 
concerne  six  points  d'une  conique,  mais  on  ne  démontre  que  rarement 
par  une  méthode  directe  le  théorème  de  Brianchon  qui  concerne  six 
tangentes  à  une  conique  :  on  le  conclut  du  théorème  de  Pascal.  De  même, 
on  démontre  directement  les  propriétés  relatives  à  un  système  de  coniques 
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passant  par  quatre  points ,  mais  on  ne  démontre  pas  celles  d'un  système 
de  coniques  tangentes  à  quatre  droites  :  on  les  conclut  des  premières  par  la 
thëorie  des  polaires  réciproques  ou  des  figures  corrélatives.  Cependant  les 
unes  et  les  autres  méritent,  au  même  titre,  une  démonstration,  et  cette 
démonstration,  sans  laquelle  la  science  reste  incomplète,  importe  aux 
progrès  de  la  Géométrie. 

C*est  dans  ces  vues  que  nous  avons  cherché  à  réunir  dans  cet  Ouvrage 
tous  les  éléments  nécessaires  pour  la  démonstration  directe  des  deux  sortes 
de  propriétés  que  nous  venons  de  distinguer  dans  les  sections  coniques  et 
qui  se  retrouvent  dans  toutes  les  autres  parties  de  la  Géométrie. 

622.  Après  avoir  dit  pourquoi  nous  avons  dû  nous  priver  du  secours 
des  méthodes  de  transformation,  hâtons-nous  d'ajouter  que  néanmoins  ces 
méthodes  ingénieuses,  qui  ont  enrichi  la  science  d'une  foule  de  vérités  dont 
on  n'avait  pas  eu  l'idée  auparavant,  peuvent  être  fort  utiles  dans  beaucoup 
de  circonstances,  et  que  le  géomètre  doit  les  connaître  et  les  avoir  à  sa  dis-> 
position.  C'est  pour  cela  que  nous  les  avons  exposées  dans  toute  la  géné- 
ralité et  avec  tous  les  développements  théoriques  qu'elles  nous  ont  paru 
comporter. 

Comme,  à  raison  de  cette  généralité  même  et  du  point  de  vue  abstrait 
sous  lequel  nous  avons  présenté  ces  méthodes,  elles  diffèrent,  dans  leur 
conception,  des  procédés  particuliers,  tels  que  la  perspective  et  la  théorie 
des  polaires  réciproques,  dont  on  a  fait  usage  jusqu'ici,  nous  allons  en  faire 
diverses  applications.  Plusieurs,  qui  se  rapporteront  aux  relations  d'angles, 
présenteront  des  résultats  nouveaux,  fondés  sur  la  notion  des  dhisions  et 
àeè  faisceaux  /tomogntp/tiques,  que  Ton  n'a  point  encore  introduite  dans 
ce  genre  de  recherches. 

§  III.  —  Applications  diverses  des  deux  méthodes  de  transformation. 

623.  L'application  des  deux  méthodes  est  toujours  facile  en  ce  qui  con- 
cerne les  relations  descriptives  des  figures,  et  nous  n'avons  à  entrer  à  ce 
sujet  dans  aucun  détail.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  relations  mé- 
triques, soit  de  segments,  soit  d'angles  :  ces  relations  peuvent  présenter 
beaucoup  de  difficultés,  ou  se  refuser  même  à  la  transformation» 

I.  —  Transformation  des  relations  de  segments, 

• 
62^.  Les  dépendances  générales  entre  deux  figures  homographiques,  ou 
corrélatives,  s'expriment  par  des  rapports  de  segments,  et  non  par  de 
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simples  segments.  Par  exemple,  dans  deux  figures  corrélatives,  le  rapport 
des  distances  d'un  point  quelconque  de  Tune  à  deux  axes  fixes  est  au  rap- 
port des  distances  de  la  droite  corrélative,  dans  l'autre  à  deux  points  fixes, 
dans  une  raison  constante  (599).  Ainsi,  c'est  le  rapport  de  deux  lignes  dans 
une  figure,  que  l'on  compare  au  rapport  de  deux  autres  lignes  dans  l'autre 
figure  ;  et  ce  n'est  point  une  ligne  seule  que  l'on  peut  comparer  en  grandeur, 
d'une  manière  absolue,  à  une  autre  ligne.  Voilà  pourquoi  la  transformation 
des  relations  métriques  présente,  en  général,  des  difficultés,  et  souvent  n'est 
pas  possible. 

Si  une  expression  proposée  ne  contient  que  des  rapports  de  segments, 
tels  que  ceux  qui  entrent  dans  les  dépendances  générales  des  figures  homo- 
graphiques  ou  corrélatives,  la  transformation  se  fait  d*elle-méme,  sans  au- 
cune difficulté. 

Quand  une  expression  n'est  pas  transformable  immédiatement,  on  cherche 
à  lui  donner  une  forme  plus  favorable;  et,  pour  cela,  la  marche  la  plus 
simple  et  la  plus  sûre  est  de  chercher  à  y  introduire  des  rapports  anharmo- 
niques;  ce  qu'on  fait  en  se  servant,  au  besoin,  des  points  a  l'infini,  et  en 
changeant  les  origines  des  segments. 

Nous  allons  donner  divers  exemples  de  ces  transformations. 

625.  «  Si  une  corde,  dans  un  cercle,  tourne  autour  d'un  point  fixe,  la 
somme  des  distances  de  ses  extrémités  à  une  droite  fixe  prise  ai'bitraireuient, 
divisées  par  les  distances  des  deux  mêmes  points  à  la  polaire  du  point  fixe, 
reste  constante  (693).  » 

Il  n'entre  dans  cet  énoncé  que  des  rapports  de  distances  qui  se  transfor- 
ment immédiatement. 

Faisant  la  figure  homographique,  qui  est  une  conique,  puisqu'elle  pourra 
être  mise  en  perspective  avec  le  cercle,  c'est-à-dire  sur  un  même  cône 
(580),  on  conclut  des  relations  générales  entre  deux  figures  homogra- 
phiques  (  522  )  que  la  propriété  du  cercle  appartient  aussi  à  une  conique 
quelconque. 

Et,  par  la  théorie  des  figures  corrélatives,  cette  même  propriété  du  cercle 
donne  lieu,  en  vertu  des  relations  (599),  au  théorème  suivant  : 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  mène  deux  tangentes  à  une  section 
conique f  la  somme  de  leurs  distances  à  un  point  fixe,  divisées  par  les  dis- 
tances des  deux  mêmes  tangentes  au  pâle  de  la  droite,  reste  constante. 

Il  est  bien  entendu  qu'on  observe  ici  la  règle  des  signes,  comme  nous 
l'avons  toujours  fait;  de  sorte  que  ce  que  nous  appelons  la  somme  est  une 
somme  algébrique  qui  peut  devenir  une  différence. 
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ab 
626.   Transformer  homographiquement  le  rapport  —=  de  deux  segments 

situés  sur  une  même  droite. 

Soit  J  le  point  situé  à  Tinfini  sur  la  droite  ah  ;  on  peut  écrire 

.    .  ah ab  ac fah  ^  jh\  fac  ^  aj\ 

^    '  cd       ac  cd       \ae  '  Je  J  \cd  *  JdJ 

Le  second  membre  se  compose  de  deux  rapports  anharmoniqaes,  et,  par 
conséquent,  est  transformable;  on  a  donc,  en  désignant  par  les  mêmes 
lettres  accentuées  les  points  de  la  seconde  figure, 


ah  __  /a^  ^  /^\  /^  ^  ^'\ 
cd  ""  \a'c'  •  /V  )  \c'd  'fd^J 


ou 

ab_a^^  fa'J'h' 
cd'^  c'd'  ''  fc'.j'd* 

ab 
Ainsi  le  rapport  —  se  trouve  transformé. 

f  est  le  point  qui,  dans  la  seconde  figure,  correspond  à  l'infini  de  la 
droite  ab. 

Si  Ton  a  à  considérer  plusieurs  segments  sur  une  même  droite,  on  pourra 
donner  à  chacun  une  expression  de  la  forme 

a*  h' 
^h=:\  „  ,    .      > 
fa  ,j  b' 

\  étant  une  constante  relative  à  la  droite  sur  laquelle  sont  les  segments  ;  de 
sorte  que  pour  des  segments  situés  sur  une  autre  droite  on  aurait  une  autre 
constante.  Mais  il  faut,  pour  que  lu  relation  dans  laquelle  entrent  ce  s  segments 
soit  transformable,  qu'après  la  substitution  de  ces  expressions  des  seg- 
ments tfz^,  .  • .  les  constantes  disparaissent  d'elles-mêmes. 

627.  Transformer  homographiquement  le  rapport  de  deux  segments  ab, 
cd  [fig'  i3a],  situés  sur  deux  droites  parallèles. 

Qu'on  mène  les  deux  droites  ac,  bd  qui  se  rencontrent  en  e;  on  a 

ah       ae      ae    Ja 
cd       ce       ce  'je 

i  étant  le  point  à  l'infini  sur  la  droite  ae. 
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Le  deuxième  membre  étant  un  rapport  anharmonique,  on  aura 

ah       u'tf'     fa' 


cd        ce      fd 

Ainsi  le  rapport  — r  est  transformé. 

cd 

On  lui  donne  une  autre  expression,   en  observant  qu'on    a  dans  le 

triangle /'fl'c',  coupe  par  la  droite  Vd  ^ 

^'  =  J^=^     (361). 

ce'      fb'    dd!      ^        ' 
Il  vient 


cd  ""  cd!  •  \f'€(  ^  /c'  ) 


f  est  le  point  de  concours  des  deux  droites  a'h'^  c'tt^  c'est-à-dire  le  point 
qui  répond  à  Tinfini  des  deux  droites  parallèles  ah^  cd  de  la  première 
figure. 

628.   Transformer  corrélativement  le  rapport  —  de  deux  segments  situés 
sur  une  même  droite. 

Soient  A',  B',  C',  D'  et  J' les  droites  qui  correspondent,  dans  la  figure 
corrélative,  aux  points  a,  6,  c,  </ et  à  Tiofini  de  la  droite  a^;  on   aura, 

d'après  l'expression  (a)  du  r«ipport— »  qui  est  transformable,  une  fonc- 
tion semblable  de  sinus;  et,  par  suite, 

ab  _  sin ( A^  B' )  .  sin(r,  A^).sin(J\  B^) 
cd  "^  sin(C',D')  '•  sin(J',  C).sin(J',  D'j' 

Le  rapport  —  est  donc  transformé. 

On  peut  remplacer  la  fonction  de  sinus  par  une  fonction  de  segments. 
Qu'on  mène  dans  la  seconde  figure  une  transversale  qui  rencontre  les  cinq 
droites  A',  B',  C,  D',  J'  en  a\  b\  c\  d\f\  on  aura 

ab^  _a'b\fa*.fb' 
^  "TJ''  fc'.fd!' 

Et  si  la  transversale  est  parallèle  à  la  droite  J',  il  vient 

ab  _  a'b' 
7d  ~~  77' 
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Si  Ton  a  à  considérer  plusieurs  segments  sur  une  même  droite,  on  peut 
leur  donner  l'expression  suivante  : 

8in(A\B^) 
sin(J',A').sin(J',B')' 

\  étant  une  constante  relative  h  la  droite  ab. 
On  peut  encore  écrire 

abz=z\——^ — -—,      ou     ab=:\t.a'b', 
jfa'.j'b 

Cette  dernière  formule,  d'une  simplicité  qui  ne  laisse  rien  à  désirer,  se 
présente  immédiatement  dans  la  théorie  des  polaires  réciproques,  si  Ton 
prend  nne  parabole  pour  conique  auxiliaire.  Elle  se  prête  à  de  nombreuses 
applications  (']• 

629.  Transformer  corrélativement  le  rapport  de  deux  segments  ab,  cd 
[fis*  '  33  ),  situés  sur  deux  droites  parallèles. 

On  a 

ai)       ae        ne     aj 
cd        ce        te  '  cj 

j  étant  le  point  situé  à  Tin&ni  sur  la  droite  ae. 

On  aura  dans  la  figure  corrélative  quatre  droites  A',  B',  C,  D',  une 
cinquième  E'  qui  joindra  le  point  d'intersection  des  deux  A',  G'  au  point 
d'intersection  des  deux  B',  D',  et  une  sixième  J'  passant  par  le  point  d'in- 
tersection de  A'  et  C%  et  correspondant  au  point  situé  à  Finfini  sur  ac. 

Le  rapport  —  est  exprimé  ci-dessus  par  un  rapport  anhannonique;  par 

conséquent  on  a 

ab  _  8in(A\  E^  .  sin(A^  J^) 
cr/""sin(C',E')  •sin(C',  J')* 

On  peut  donner  au  second  membre  une  autre  expression.  Qu^on  mène  la 
droite  F'  qui  joint  le  point  d'intersection  de  A'  et  B'  au  point  d'intersection 


(*)  Voir  Mémoires  sur  la  transformation  parabolique  des  propriétés  métriques  des 
figures  {^Correspondance  mathématique  d«  Quetclet,  t.  V  et  VI,  iSap).  Poncelet  a 
inséré,  au  sujet  de  ces  Mémoires,  dans  le  même  Recueil,  des  développements  sur 
les  relations  projectives,  où  il  montre  que  la  théorie  des  polaires,  avec  une  co- 
nique quelconque,  conduit  à  la  même  relation  que  la  parabole.  Cela  est  évident  ici, 
puisque  cette  relation  a  lieu  dans  les  figures  corrélatives  les  plus  générales. 
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de  C  et  D\  On  a,  dans  le  triangle  formé  par  les  trois  droites  A',  C%  F'  et 
aux  sommets  duquel  sont  menées  les  trois  droites  B',  D',  £'  qui  passent  par 
un  même  point. 


m(X\E')  _      s^n(A^B^)  sin(r,D^) 

in(C',  E')  ~      sin{F,  B'j  sin(C',D')     ^^^^' 


sm 
sin 


Il  vient  donc 

ab  ^      sinfASB^)     r8in(F^B^)        sin^V^l 
cd  —       8in(C',D')  •  Lsin(F',D')  ^  sin(J',  C'jj' 

Remarque,  —  La  figure  proposée  se  compose  de  quatre  points,  a,  6,  c,  d; 
et  il  entre  dans  la  figure  corrélative,  indépendamment  des  quatre  droites  A', 
B',  C,  D'  correspondant  à  ces  points,  deux  autres  droites  F'  et  J'  qui 
correspondent,  respectivement,  aux  points  situés  à  Finfini  sur  les  droites  ab 
et  ac, 

630.  Prenons  le  théorème  de  Newton  sur  les  diamètres  des  courbes  : 

«  Si  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique  on  mené  des  transversales 
parallèles  entre  elles,  et  qu'on  prenne  sur  chacune  de  ces  droites  le  centre 
des  moyennes  distances  de  tous  les  points  d'intersection  [réels  ou  imagi^ 
naires  )  de  la  courbe  par  la  droite,  le  lieu  de  ce  point  sur  toutes  les  trans* 
versales  est  une  droite.  » 

C'est-à-dire  que,  a^b^Cy  ...  étant  les  points  d'intersection  (réels  ou  ima- 
ginaires ]  de  la  courbe  par  une  transversale,  le  point  m  déterminé  sur  chaque 
transversale  par  Téquation 

(  b  ]  ma  -h  mb  -f-  me  -f- . . .  =  o 

a  pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite. 

Aux  transversales  correspondent,  dans  la  figure  corrélative,  des  points 
tous  situés  sur  une  même  droite  J  correspondant  au  point  de  concours,  à 
l'infini,  de  toutes  les  transversales;  et  aux  points  a,  £>,  ...,  situés  sur 
une  même  transversale,  correspondent  les  tangentes  A,  B,  . . . ,  à  la  nou- 
velle courbe,  issues  d'un  même  point  de  la  droite  J;  au  point  m  corres- 
pond une  droite  M  menée  par  le  même  point  de  J.  On  aura  (628) 

sin  (M,  A) 

sin(  J,  A).sin(J,  M) 

.       .  sinfM,  B) 

m6=  A  -r 


sin[J,  B).sin(J,  M) 
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Substituons  ces  yaleurs  dans  Tëquation  ( 6)  ;  la  constante  \  disparait  d'elle- 
mêmey  ainsi  que  le  facteur  sin(  J,  M],  et  l'on  a 

sin(M,A)       sin(M,B)       sin(M,C) 


sin(J,  A)       sin(J,  B)  "^  sin(J,  cj 
Ce  qui  exprime  cette  propriété  des  courbes  géométriques  : 


,«<  ■     —  ' 


/m 

/ 


/ 


Si  l'on  prend  dans  le  plan  d'une  courbe  géométrique  une  droite  fixe  J, 
et  que  l'on  conçoive  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  [réelles  ou  imaginaires) 
A,  B,  G,  ...  issues  d'un  même  point  m  de  cette  droite^  et  la  droite^  menée 
par  le  même  point,  sous  une  direction  déterminée  par  l'équation 


sln(M,A)        sin(M,B)  _ 

sin(J,  A)        sin(J,  B)       "'* 


f 


cette  droite  tournera  autour  d 'un  point  fixe,  quand  le  point  m  glissera  sur 
la  droite  J. 

Appelons  a^  b,  c,  ...  les  points  de  contact  des  droites  A,  B,  C,  ... 
avec  la  courbe;  a,  6,  y,  . . .  les  distances  de  ces  |K)ints  à  la  droite  M,  et 
^'9  ^'9  y\  •  •  •  leurs  distances  à  la  droite  J;  on  aura 


ce  _sin(M,  A)        6  _  sin(M,B) 
a   ~sin(J,  A)'      6'~"  sin(J,  B) 


L'équation  devient 


«         6        V 
a  6         7 


Si  Ton  suppose  que  les  points  de  contact  a^  b^  ...  aient  des  masses  m, 
fn\  ...  en  raison  inverse  de  leurs  distances  9,',  6%  ...  à  la  droite  J,  l'équa- 
tion se  change  en 

/» .  a  4-  m' .  6  -4-  /w" .  7  4-  .  .  .  =  G  ; 

équation  qui  prouve  que  la  droite  M,  à  laquelle  se  rapportent  les  distances  a, 
^>  . . . ,  passe  par  le  centre  de  gravité  des  points  a,  6,  ...  (&'62). 
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Or,  ce  centre  de  gravité  est  prëcisément  le  point  qu'on  a  appelé  le  centre 
des  moyennes  harmoniques  des  points  a^  b^  . . .,  relatif  à  la  droite  J  (^73). 
On  a  donc  ce  théorème  général  : 

Si  par  un  point  pris  sur  une  droite  fixe  J  on  mène  les  n  tangentes  { réelles 
ou  imaginaires)  à  une  courbe  géométrique  de  n'**"*  classe^  les  n  points  de 


contact  (  réels  ou  imaginaires  )  auront  pour  centre  des  moyennes  harmoniques 
relatif  à  la  droite  J  un  point  qui  sera  toujours  le  même,  quel  que  soit  le 
point  de  la  droite  J  par  lequel  on  a  mené  les  tangentes. 

Si  la  droite  J  est  à  l'infini,  le  centre  des  moyennes  harmoniques  devient 
le  centre  des  moyennes  distances  (&>72],  de  sorte  qu^on  peut  dire  que: 

Étant  donnée  une  courbe  géométrique,  si  on  lui  mène  toutes  ses  tangentes 
(  réelles  ou  imaginaires  )  parallèles  à  un  e  même  droite^  les  points  de  contact 
aumnt  pour  centre  des  moyennes  distances  un  point  fixe,  quelle  que  soit  la 
direction  commune  des  tangentes. 

631.  Autrement,  —  Comme  tous  les  segments  de  l'équation  que  nous 

avions  à  transformer  ont  une  même  origine,  on  peut  faire  la  transformation 

immédiatement  sans    se  servir  des  formules  (628).   Pour  cela,  on  écrit 

l'équation  ainsi  : 

mb       me 

-h. .  .-H  I  =  o, 


ma        ma 


ou,  en  appelant  j  le  point  à  l'infini  sur  la  transversale. 


fmb     jb\       (me     jc\ 

(  —  :v-)-+-(  —  :<-)-f-...-Hi  =  o. 

\ma     jaj       \ma     'a/ 
Puisque  tous  les  termes  sont  des  rapports  on  harmoniques,  on  a,  dans  la 
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figure  corrélative, 

sin(M,  B)  ,  sm(J,  B)       sin(M,  C)  ,  sin(J,  C)  _ 

sin(M,  A)  *  sin(J,  A)       sin(M,  A)  '  sin[J,  A)       "*  ' 

ou 

sin(M,  A)       sin(M,  B)  _ 

sin(J,  AJ        sin(J,   B)       *** 

ce  qui  est  l'ëquation  trouvée  précédemment. 


IL  —  Transformation  des  relations  d 'angles, 

632.  Quand  les  relations  d'angles  peuvent  se  ramener  à  des  rapports  an- 
harmoniques  de  sinus,  la  transformation  se  fait  d'elle-même;  mais  il  y  a 
peu  de  questions  où  cela  ait  lieu.  On  conçoit  qu'il  est  plus  difficile  de  former 
des  rapports  anharmoniques  de  sinus  que  des  rapports  anharmoniques  de 
segments,  parce  que,  pour  ceux-ci,  trois  points  suffisent,  puisqu'on  supplée 
au  quatrième  par  le  point  situé  à  l'infini,  tandis  que  pour  les  angles  il  faut 
nécessairement  quatre  droites.  Aussi  les  relations  d'angles  transformables  di- 
rectement, c'est-à-dire  sans  qu'on  les  remplace  par  des  relations  de  segments 
sur  lesquels  on  ferait  la  transformation,  ne  sont  pas  très- varices. 

Cependant  il  est  un  cas  général,  susceptible  de  nombreuses  conséquences, 
auquel  s*appliquent  nos  deux  méthodes  générales  de  transformation  ;  c'est 
celui  où  tous  les  angles  que  l'on  a  à  considérer  dans  une  figure  sont  de 
même  grandeur,  quelle  que  soit  leur  position.  La  propriété  commune  et 
caractéristique  de  tous  ces  angles  se  conserve  dans  la  figure  transformée, 
ce  qui  donne  lieu  à  des  résultats  très-intéressants. 

633.  Cette  propriété  s'exprime  par  le  théorème  suivant  : 

Si  Von  a  dans  un  plan  plusieurs  angles  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C),  ... 
de  même  grandeur,  et  comptés  dans  le  même  sens  de  rotation  à  partir  de 
leurs  origines  A,  B,  C,  . . . ,  quelle  que  soit  la  position  de  ces  angles,  on 
peut  considérer  que  leurs  côtés  forment  sur  la  droite  située  à  l'infini  deux 
divisions  homographiques  dont  les  points  doubles  [imaginaires)  sont  tou- 
jours les  mêmes  y  quelle  que  soit  la  grandeur  commune  des  angles  i 

Et  y  si  Von  décrit  dans  le  plan  de  la  figure  un  cercle  quelconque  y  ces 
points  doubles  seront  les  points  eV intersection  de  ce  cercle  par  la  droite 
située  à  V infini. 

Ce  théorème  fort  important  sera  démontré  dans  la  théorie  du  cercle  (  661  ) . 


4 13  TRAITE  DE  GÉOMÉTRIE  SUPERIEURE.   —  CHAPITRE  XXTII. 

63h,    RÉGiPROQUEMKRT  :   Quand,  dans    une  figure,  plusieurs  angles 

(ÂyA'],  (B,  B'),  (G,  C],  ...,  de  grandeur  quelconque,  mais  comptés 
dans  le  même  sens  de  rotation  à  partir  de  leurs  origines,  interceptent  sur 
une  droite  des  segments  aa',  bb',  ce',  .  . .,  dont  les  origines  a,  b,  c,  ... 
et  les  extrémités  a',  b',  c',  ...  forment  deux  divisions  homographiques 
ayant  leurs  points  doubles  imaginaires,  on  peut  faire  la  transformation 
homographique  de  la  figure ^  de  manière  à  avoir  des  angles  tous  de  même 
grandeur. 

En  effet,  nous  avons  tu  (186)  que,  si  l'on  forme  plusieurs  angles  ayant  le 
même  sommet  et  sous-tendant  les  segments  aa\  bb\  . . . ,  on  peut  faire  la 
perspective  sur  un  plan,  de  manière  que  tous  ces  angles  deviennent  égaux, 
et  que  la  droite  abc,  • .  passe  à  Tinfini.  Alors,  non-seulement  ces  angles  de 
même  sommet,  mais  tous  autres  qui  sous-tendent  les  segments  aa\  bb\  . . . , 
deviennent  égaux  en  perspective.  Or  la  perspective  de  la  figure  est  une 
figure  homographique  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

635.  D'après  le  théorème  (633],  quand  on  a  dans  une  figure  plusieurs 
angles  de  même  grandeur,  il  leur  correspond  dans  la  figure  homographique 
des  angles  dont  les  côtés  marquent  sur  une  certaine  droite  deux  divisions 
homographiques.  Cette  droite  est  celle  qui  correspond  à  l'infini  de  la  pre- 
mière figure  ;  et,  si  dans  la  première  figure  se  trouve  un  cercle,  il  lui  cor- 
respond, dans  la  seconde  figure,  une  conique  dont  les  points  d'intersection 
par  la  droite  en  question  sont  précisément  les  points  doubles  des  deux  di- 
visions. 

Si  c'est  la  transformation  corrélative  que  Ton  fait,  aux  angles  (A,  A'], 
(B,  B'),  ...  de  la  première  figure  correspondent,  dans  la  seconde,  des 
segments  aa\  bb\  .  .  .,  situés  sur  des  droites  différentes,  correspondant 
aux  sommets  des  angles,  et  ces  segments  sont  tels,  que  les  droites  menées 
d'un  certain  point  fixe  à  leurs  origines  a,  ^,  . .  •  et  à  leurs  extrémités  a' y 
b\  . . .,  forment  deux  faisceaux  homographiques.  Le  point  fixe  est  celui 
qui,  dans  la  seconde  figure,  correspond  à  Tinfini  de  la  première;  et,  si  dans 
la  première  figure  se  trouve  un  cercle,  il  lui  correspond,  dans  la  seconde, 
une  conique  dont  les  tangentes  menées  par  le  point  en  question  sont  les 
rayons  doubles  des  deux  faisceaux. 

636.  Faisons  quelques  applications  de  ces  principes. 

<  Si,  autour  d*un  point  d'une  circonférence  de  cercle  on  fait  tourner  un 
angle  de  grandeur  constante  (A,  A'],  la  corde  que  ses  deux  côtés  intercep- 
tent dans  le  cercle  enveloppe  un  second  cercle  concentrique.   » 

Les  deux  côtés  A,  A'  de  l'angle  mobile  forment  deux  faisceaux  homo- 


MÉTHODES  DE  TRANSFORMATION.  4l3 

graphiques  dont  les  rayons  doubles  passent  par  les  points  d'intersection  du 
cercle  et  de  la  droite  située  à  l'infini  (633],  et  les  deux  cercles,  étant  con- 
centriques, ont  un  double  contact  sur  cette  droite  (728);  par  conséquent, 
la  figure  homographique  donne  lieu  à  ce  théorème  : 

Si  deujc  faisceaux  homographiques  ont  leur  sommet  commun  en  un  point 
d'une  conique^  les  cordes  interceptées  dans  cette  courbe  par  les  rayons  ho- 
mologues des  deux  faisceaux  enveloppent  une  seconde  conique  qui  a  un 
double  contact  avec  la  première  sur  la  corde  interceptée  dans  celle-ci  par 
les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  (^). 

637.  Dans  le  cas  du  cercle,  si  l'angle  de  grandeur  constante  (  A,  A'  )  est 
droit,  la  corde  qu'il  intercepte  est  un  diamètre;  par  conséquent,  la  droite 
qui  lui  correspond  dans  la  figure  transformée  passe  par  un  point  fixe.  Mais 
alors  les  deux  faisceaux  formés  par  les  côtés  A,  A'  sont  en  involution  (253)  ; 
on  a  donc  ce  théorème  : 

Si  par  un  point  d'une  conique  on  mène  trois  couples  de  droites  formant 
une  involution,  les  trois  cordes  que  leurs  angles  interceptent  dans  la  courbe 
passent  par  un  même  point, 

638.  Le  théorème  sur  le  cercle  (636)  donne,  par  la  figure  corrélative, 
le  suivant  : 

Si  deux  divisions  homographiques  sont  formées  sur  une  tangente  à  une 
conique,  et  que  par  deux  points  homologues  on  mène  deux  tangentes  à  la 
courbe,  le  lieu  du  point  d'intersection  de  ces  deux  tangentes  sera  une  CO" 
nique  ayant  un  double  contact  avec  la  proposée;  le  pôle  de  contact  sera  le 
point  d'intersection  des  tangentes  menées  à  la  conique  par  les  deux  points 
doubles  des  divisioru  homographiques. 

Si  l'angle  (A,  A')  dans  le  cercle  est  droit,  les  deux  divisions  homogra- 
phiques, sur  la  tangente  à  la  conique,  sont  en  involution,  et  alors  le  lieu  du 


(')  Ici  semblerait  se  présenter  une  difficulté:  c'est  qu'il  n'y  aurait  de  corde  inter- 
ceptée dans  la  conique  qu'autant  que  les  deux  rayons  doubles  seraient  réels,  ce  qui, 
précisément,  n*a  pas  lieu  dans  la  figure  résultante  de  la  transformation  du  cercle; 
mais  l'objection  n'est  qu'apparente,  car,  en  général,  un  système  de  deux  droites  ima- 
ginaires dont  le  point  de  concours  est  réel,  telles  que  les  rayons  doubles  de  deux 
faisceaux  homographiques,  donne  lieu,  à  l'égard  d'une  conique,  à  deux  droites  tou- 
jours réelles,  qui  rencontrent  la  conique  aux  mêmes  points  que  les  deux  droites  ima- 
ginaires. 

Quand  celles-ci  ont  leur  point  de  rencontre  sur  la  conique,  l'une  des  deux  droites 
réelles  est  la  tangente  en  ce  point. 
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dans  la  conique  par  les  angles  (A,  B),  (B,  G),  ...  seront  les  côtÀ  d*uii 
polygone  provenant  de  la  perspective  ou  déformation  honK^raphique  d*iin 
polygone  régulier. 

Par  conséquent,  les  propriétés  relatives  aux  polygones  r^^uliers  s'appli- 
queront aux  polygones  dont  il  est  question. 

645.  Prenons  ce  théorème  :  «  Un  polygone  r%ulier  de  m  côtés  étant 
inscrit  à  un  cercle,  la  somme  des  puissances  n  (  n  étant  <Z  m  )  des  distances 
de  ses  sommets  à  une  droite  fixe  reste  constante  quand  on  fait  tourner  k 
polygone  autour  du  centre  du  cercle  (718).  »  On  en  conclut,  par  une  dé- 
formation homographique,  que  : 

Si  un  point  O pris  dans  l'intérieur  d'une  conique  est  le  centre  d'un 
faisceau  de  m  rayons  OÂ,  OB,  OC,  .  • . ,  tels^  que  les  rayons  pris  consécu-- 
tii^ement  en  commençant  par  le  second,  savoir  OB,  OC,  OD,  . . ,,  forment 
un  second  faisceau  homo graphique^  la  somme  des  puissances  n  (n  étant  ^  m  ] 
des  distances  des  points  où  tous  ces  rayons  rencontrent  la  courbe,  à  une 
dmite  fixe,  divisées  respectivement  par  les  puissances  n  des  distances  des 
mêmes  points  à  la  polaire  du  point  fixe,  restera  constante  quand  on  fera 
tourner  le  faisceau  de  rayons  autour  du  point  O. 

6&>6.  Si  c'est  la  figure  corrélative  que  l'on  fait  à  Tégard  du  théorème  sur 
le  cercle,  on  obtient  un  théorème  relatif  à  un  polygone  circonscrit  à  une 
conique  : 

Si  un  point  O  pris  dans  l'intérieur  d'une  conique  est  le  centre  d'un  fais- 
ceau de  m  rayons  Ok,  OB,  OC,  • . . ,  déterminés  comme  il  a  été  dit  dans  le 
théorème  précédent,  et  que  par  les  points  où  ces  rayons  rencontrent  la 
courbe  on  mène  les  tangentes,  la  somme  des  puissances  n(n  étant <^m] 
des  distances  de  ces  tangentes  à  un  point  fixe,  divisées  par  les  puissances  n 
des  distances  des  mêmes  tangentes  au  point  O,  reste  constante  quand  on  fait 
tourner  le  faisceau  des  m  rayons  autour  du  point  O. 

Ce  théorème  et  le  précédent  donnent  lieu  à  diverses  autres  propositions 
dont  le  développement  ne  peut  trouver  place  ici  (^). 

in.  —  Usages  de  la  théorie  des  figures  homologiques  et  de  celle  des 
polaires  réciproques  pour  les  transformations  d'angles. 

647.  La  théorie  des  figures  homologiques  donne  parfois  le  moyen  d'ap- 

(*)  Voir  Comptes  rendus  des  séance*  de  l'académie  des  Sciences,  U  XXVI,  fétnoe 
du  22  mal  1848. 
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pltquer  à  une  figure  des  propriétés  d'angles  d'une  autre  figure  :  c'est  dans 
le  cas  où  tous  les  angles  que  l'on  considère  ont  le  même  sommet.  On  prend 
ce  point  pour  le  centre  d'homologie  des  deux  figures,  et  il  peut  en  résulter 
certaines  conséquences. 

Par  exemple,  deirx  coniques  qui  se  touchent  en  un  point  sont  homo- 
logiques  par  rapport  à  ce  point  pris  pour  centre  d'horoologie  (  '  )  ;  un  angle 
qui  a  son  sommet  en  ce  point  intercepte  dans  les  deux  courbes  deux  cordes 
qui  sont  deux  droites  corres|>ondantes  ou  homologiques,  et,  si  cet  angle 
tourne  autour  de  son  sommet,  les  deux  cordes  envelopperont  deux  courbes 
qui  seront  homologtques,  de  sorte  que  les  propriétés  de  Tune  feront  con- 
naître les  propriétés  de  l'autre.  Gela  posé,  concevons  que  Tune  des  coniques 
soit  un  cercle  et  que  l'angle  tournant  soit  droit;  la  corde  qu'il  intercepte 
dans  le  cercle  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  normale  commune  aux 
deux  courbes,  puisque  ce  point  est  le  centre  du  cercle.  Il  s'ensuit  que  la 
corde  interceptée  dans  la  conique  passe  aussi  par  un  point  fixe  situé  sur  la 
même  normale;  ce  qui  est  un  théorème  bien  connu. 

Si  Tangle  tournant  n'est  pas  droit,  la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  cercle 
enveloppe  un  cercle  concentrique;  donc  la  corde  interceptée  dans  la  conique 
enveloppe  une  seconde  conique. 

Or  deux  cercles  concentriques  peuvent  être  regardés  comme  ayant  un 
double  contact  sur  la  droite  située  à  l'infini  (728]  ;  donc  la  nouvelle  conique 
a  un  double  contact  avec  la  proposée  sur  la  droite  qui,  dans  cette  conique, 
correspond  à  l'infini  du  cercle.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  autour  d'un  point  d'une  conique  comme  sommet  on  fait  leurrer  un 
angle  de  grandeur  constante,  la  corde  qu'il  intercepte  dans  la  conique  en' 
i'eloppe  une  seconde  conique  qui  a  un  double  contact  attela  proposée  (*  ). 

Cela  est,  comme  on  voit,  un  cas  particulier  du  théorème  (636)  obtenu 
par  la  méthode  générale. 

6^8.  Une  conique  et  un  cercle  ayant  son  centre  en  l'un  de  ses  foyers 
sont  deux  courbes  homologiques  dont  le  centre  d'homologie  est  au  foyer  ('  ). 
Si  un  angle  de  grandeur  constante  tourne  autour  de  ce  point  comme  som- 
met^ la  corde  qu'il  intercepte  dans  le  cercle  enveloppe  un  cercle  concen- 
trique. Donc  la  corde  interceptée  dans  la  conique  em^eloppe  une  seconde 
conique  quia  un  double  contact  avec  la  proposée.  Le  contact  (imaginaire) 


(')  Porcelet,  Traité  des  Propriétés  projecùves  des  figures,  p.  171  et  280. 
(•)  Ibid.,  p.  a8o. 
(■)  Ibid,,  p.  aôa. 
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a  lieu  sur  la  directrice  a)rrespondant  au  foyer,  parce  que  celle  droite  est 
la  polaire  du  foyer,  et,  par  conséquent,  correspond  à  la  droite  à  TinfiDÎ 
dans  le  cercle,  laquelle  est  la  polaire  du  centre. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  comment  la  théorie  des  figures  homo- 
logiques  a  pu  servir  à  faire  des  transformations  de  propriétés  relatives  aux 
angles.  C'est  dans  le  Traité  des  Propriétés  projectiles  des  figures  de  Pon- 
celet  que  Ton  trouve  les  premiers  exemples  et  les  plus  heureuses  appIic;itions 
de  cette  méthode. 

64-9.  Pour  la  transformation  des  angles  dans  les  figures  corrélatives,  on 
peut  se  servir  de  la  théorie  des  polaires  réciproques,  en  prenant  un  cercle 
pour  conique  auxiliaire.  En  effet,  dans  le  cercle,  le  pôle  d'une  droite  est 
sur  le  rayon  perpendiculaire  à  la  droite.  Il  s'ensuit  que  Tangle  de  deux 
droites  dans  une  figure  est  égal  à  Tangle  des  rayons  menés  d'un  |>oint 
fixe  aux  deux  points  qui  correspondent  à  ces  droites  dans  la  figure  polaire. 
De  là  résulte  la  méthode  féconde  due  à  Poncelet  et  dont  les  géomètres 
ont  fait  depuis  de  nombreuses  applications. 

Ainsi,  de  ce  théorème  :  Les  perpendiculaires  abaissées  des  sommas 
d'un  triangle  sur  les  côtés  opposés  passent  par  un  mente  point,  on  con- 
clut celui-ci  :  Si  d'un  point  fixe  on  mène  des  dix}ites  aux  trois  scmmcts  d'an 
triangle,  les  perpendiculaires  à  ces  droites  menées  par  le  même  point  vont 
rencontrer  les  côtés  opposés  aux  trois  sommets  respectivement  en  tiois  points 
situés  en  ligne  droite. 

650.  Dans  ce  système,  où  l'on  prend  les  pôles  et  les  polaires  par  ra|H 
port  à  un  cercle,  la  conique  qui  correspond  à  un  cercle  a  l'un  de  ses  foyers 
situé  au  centre  du  cercle  auxiliaire.  Supposons  que  Ton  considère  d;ms  le 
cercle  proposé  un  angle  de  grandeur  donnée  ayant  son  sommet  sur  la  cir- 
conférence; cet  angle  intercepte  dans  le  cercle  une  corde  qui  enveloppe  un 
second  cercle  concentrique.  On  en  conclut  ce  théorème  :  Si  autour  dn 
fojer  d'une  conique  on  fait  tourner  un  angle  de  grandeur  constante,  et  que 
par  les  points  où  ses  côtés  rencontrent  une  tangente  quelconque  à  laconique 
on  mène  fletix  tangentes  à  la  courbe ^  le  point  d'intersection  de  ces  deux 
tangentes  aura  pour  lieu  géométritiue  une  seconde  conique  ayant  un  double 
contact  avec  la  première  y  sur  la  directrice  correspondant  au  foyer. 

Si  l'angle  tournant  est  droit,  le  lieu  est  la  directrice  elle-même. 

631.  Dans  ces  exemples,  les  angles  que  nous  avons  eu  à  transformer 
sont  égaux,  de  sorte  que  notre  méthode  générale  s'y  applique  aussi,  et  elle 
procure  immédiatement  des  résultats  plus  généraux,  puisque  les  angles  de 
la  nouvelle  figure  n'y  sont  pas  nécessairement  de  même  grandeur.  Aiosi,  le 
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théorème  précédent  n'ebt  qu'un  cas  particulier  du  théorème  (64>3)  conclu 
de  la  même  propriété  du  cercle  par  la  méthode  générale,  puisque  celui-ci 
exprime  une  propriété  relative  à  un  point  quelconque  pris  dans  le  plan 
d'une  conique,  tandis  que  ce  point  est,  dans  le  théorème  (U30),  nécessaire- 
ment un  des  deux  foyers  de  la  courbe. 

Il  est  vrai  que,  après  avoir  démontré  un  théorème  relatif  au  foyer  d'une 
conique  par  la  transformation  polaire  d*un  cercle,  on  peut  généraliser 
ensuite  ce  théorème  et  l'appliquer  à  un  point  quelconque  par  une  transfor- 
mation homographique. 

Si  la  méthode  des  polaires  réciproques  ne  conduit  pas  immédiatement 
aux  résultats  les  plus  généraux,  elle  peut  offrir  un  autre  avantage,  car  elle 
serait  seule  applicable  dans  des  questions  où  Ton  aurait  à  considérer  des 
angles  de  grandeurs  différentes.  Mais  ce  cas  ne  s'est  probablement  pré- 
senté que  fort  rarement  dans  les  applications  que  Ton  a  pu  faire  de  cette 
méthode  ingénieuse,  qui  a  puissamment  contribué  aux  progrès  de  la  Géo- 
métrie depuis  l'apparition  du  Traité  des  Propriétés  pmjecùves  des  figures. 


^7 
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QUATRIEME  SECTION 

DES  CERCLES. 


CHAPITRE  XXVIll. 

PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  UN  CERCLE. 


§  I.  —  Da  rapport  anharmoniqne  de  quatre  points  d'un  cercle. 

I. 

652.  La  seule  propriété  du  cercle  que  nous  supposerons  connue 
est  celle-ci  :  Tous  les  angles  qui  ont  leurs  sommets  en  des  points 
de  la  circonférence  et  qui  sous-tendent  une  même  corde  sont 
égaux  ou  suppléments  l'un  de  l'autre.  Cette  proposition  va 
nous  servir  à  introduire  dans  la  théorie  du  cercle  la  notion  du 
rapport  anharmonique,  qui  deviendra  la  base  des  développements 
ultérieurs. 

653.  Si  de  deux  points  fixes  P,  P'  pris  sur  la  circonférence 
d'un  cercle  (fig*  i34)  on  mène  des  droites  à  chaque  point  m  de 
la  circonférence,  ces  droites  forment  deux  faisceaux  homogra^ 
phiques. 

En  effet,  deux  droites  Pm,  P/i  du  premier  faisceau  font  entre 
elles  le  même  angle  que  les  deux  droites  correspondantes  P'/n, 
Vn  du  second  faisceau;  donc  les  deux  faisceaux  sont  homogra- 
phiques  (151). 

Il  est  clair  que  le  rayon  PP'  du  premier  faisceau  a  pour  homo- 
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logue  dans  le  second  la  tangente  au  cercle  en  P,  et,  pareille- 
ment, que  la  tangente  en  P,  considérée  comme  rayon  du  premier 
faisceau,  a  pour  homologue  dans  le  second  le  rayon  PT  (551). 

654.  Le  théorème  précédent  est  susceptible  d'un  autre  énoncé^ 
on  peut  dire  que  :  Si  par  quatre  points  Jlxes  a,  b,  c,  d  pris  sur 
la  circonjérence  d'un  cercle  {fig*  i35)  on  mène  quatre  droites  à 
un  même  point  p  de  la  circonférence,  le  rapport  anharnionique 
de  ces  quatre  droites  est  constant  quel  que  soit  ce  cinquième 
point. 

Nous  appellerons  cette  valeur  constante  le  rapport  anharmo- 
nique  des  quatre  points  a,  b,  c,  d  du  cercle. 

655.  Trouver  les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un 
cercle. 

Les  deux  rayons  tournants  P/ii,  P'm  (Jig-  i36)  marquent  sur 
la  droite  deux  divisions  homographiques  (653),  dont  les  points 
doubles  seront  évidemment  les  points  d'intersection  cherchés. 

On  construira  ces  points  soit  au  moyen  de  trois  couples  quel- 
conques de  points  conjugués  a,  a'  des  deux  divisions,  soit  en  se 
servant  des  points  I  et  J',  dont  les  homologues  sont  àTinGni  (161). 

Observation.  —  Il  résulte  de  là  que  les  propriétés  relatives  aux 
points  d'intersection  d'un  cercle  par  une  droite  peuvent  se  con- 
clure de  celles  des  points  doubles  do  deux  divisions  homogra- 
phiques. 

Ce  que  celte  méthode  a  de  plus  utile  ici,  c'est  qu'elle  permet 
d'introduire  dans  la  théorie  du  cercle  la  notion  des  points  imagi- 
naires, qui  semblait  exiger  l'emploi  de  la  Géométrie  analytique. 
On  lève  par  là  une  grande  diflicultc  qui  entravait  la  marche  de  la 
Géométrie  pure.  Nous  verrons  plus  loin  (*  )  combien  la  considé- 
ration des  imaginaires  peut  être  utile  comme  moyen  de  démonstra- 
tion, même  dans  des  propositions  exclusivement  relatives  a  des 
sujets  réels. 

6o6.  Prenons  pour  les  points  P,  P'  les  extrémités  d'un  diamètre 


(*^  Cbap.  XXXni  et  XXXIV 
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(Jig'  iSy),   et   soit  p   le  point    où    ce   diamètre   rencontre   une 
droite  L. 

Qu'on  mène  la  corde  P'M  parallèle  à  celle  droite,  puis  la  corde 
PM;  celle-ci  marquera  sur  la  droite  le  point  I  (i61),  qui  sera,  par 
conséquent,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur 
la  droite.  De  même,  la  perpendiculaire  P'J'  marque  le  point  J'. 
Le  point  milieu  O  des  deux  I  et  J'  est  le  milieu  des  deux  points 
d'intersection  (161).  Par  conséquent,  on  en  conclut  que  ;  Le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  d'un  cercle  sur  une 
droite  est  le  milieu  des  deux  points  d'intersection  [réels  ou  ima- 
ginaires) de  la  droite  et  du  cercle* 


a'    -' 


\    ■        // 


m 


657.  Considérons  le  point  p  (figure  ci-dessus)  comme  apparte- 
nant à  la  première  division,  et  conséquemment  au  rayon  PP'  du 
premier  faisceau  ;  son  homologue  p'  sera  sur  la  tangente  en  P'  (653), 
laquelle  est  perpendiculaire  à  PP'.  On  peut  exprimer  les  deux 
divisions  homographiqucs  par  Téquation 

fta.oa'  —  pj'.on  —  isl.prt' -f- pl.pp  =0     (158); 

et  les  points  d'intersection  de  la  droite  et  du  cercle  se  déterminent 
par  celle-ci  : 

oa  —  (pi  -f-  P^')?^'  "*'  F^  ??' ^^  ^* 

Soient  e, /ces  points  (réels  ou  imaginaires);  le  produit  pe.p/ est 
égal  au  dernier  terme  pl*pp^ 

Ce  produit  pl.pp'  est  constant  quelle  que  soit  la  direction  de  la 
droite  L  qui  passe  par  le  point  p  du  diamètre  PF.  On  en  conclut 
donc  que  : 

Si  une  droite  tourne  autour  d'un  point  p,  le  produit  des  seg^ 
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nients  compris  entre  ce  point  et  les  deux  points  [réels  ou  imagi- 
naires) ou  cette  droite  rencontre  un  cercle  reste  constant, 

658.  Puisque  le  milieu  des  deux  points  d'intersection  d*une 
droite  et  d'un  cercle  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  sur  la  droite  (656),  il  s'ensuit  que  : 

Si  autour  d'un  point  on  fait  tourner  une  droite,  le  milieu  des 
deux  points  [réels  ou  imaginaires)  oii  elle  rencontre  un  cercle 
fixe  a  pour  lieu  géométrique  un  second  cercle  ayant  pour  dia- 
mètre la  droite  menée  du  point  fixe  au  centre  du  cercle  proposé, 

659.  Quand  une  droite  A  ne  rencontre  pas  un  cercle,  les  points 
doubles  des  deux  divisions  homographiques  par  lesquelles  on 
cherche  à  déterminer  les  points  d'intersection  (655)  sont  imagi- 
naires, et  l'on  en  conclut  cette  propriété  remarquable  (177)  :  // 
existe,  départ  et  d'autre  de  la  droite  A  [fi g'  i36),  un  point  d'où 
l'on  Toit  tous  les  segments  tels  que  sia'  sous  des  angles  de  même 
grandeur,  et  ce  point  est  toujours  le  même  quels  que  soient  les 
deux  points  fixes  P,  P'  pris  sur  la  circonférence. 

En  effet,  la  distance  du  point  en  question  à  la  droite  A  a  son 
carré  égal,  avec  le  signe  — ,  au  carré  du  demi-segment  compris 
entre  les  deux  points  doubles  (i77),  et,  par  conséquent,  au 
carré  de  la  demi-corde  imaginaire  interceptée  sur  la  droite  par  le 
cercle  ('). 

660.  Déterminer  les  points  imaginaires  d'un  cercle  situés  à 
l'infini, 

L'inGni  est  une  ligne  droite;  il  faut  donc  déterminer  les  points 
d'intersection  du  cercle  par  cette  droite  située  à  Tinfini.  Les  rayons 
P/n,  Pm,  qu'on  fait  tourner  autour  de  deux  points  fixes  P, 
P'  [fig-  i36)  et  qui  se  croisent  en  un  autre  point  quelconque  de 
la  circonférence,  rencontrent  la  droite  en  deux  points  a,  a!  situés 
à  l'infini  et  formant  deux  divisions  homographiques  dont  les  points 


(')  Ce  théorème  aura  direnes  applications;  nous  nous  en  serrirons  notamment 
pour  démontrer  qu'un  cAne  à  hase  circulaire  peut  ëlre  coupé  d'une  seconde  manière 
suÎTant  un  cercle  (Chap.  XXXIV). 
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doubles  sont  les  points  demandés.  Or,  si  par  le  point  P  on  mène 
la  droite  Vni'  parallèle  à  P'm,  elle  ira  passer  à  Tinfini  par  le 
point  a';  de  sorte  que  les  deux  divisions  homographiques  sont 
formées  par  les  deux  côtés  de  Tangle  mPm'.  Or  cet  angle  est  de 
grandeur  constante;  par  conséquent,  ses  côtés  Pm,  Pm',  en  tour- 
nant, forment  deux  faisceaux  homographiques  dont  les  rayons 
doubles  (imaginaires)  répondent  aux  points  doubles  des  deux 
divisions  homographiques  à  Tinfîni.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Les  points  d'intersection  d'un  cercle  par  la  droite  située  à 
V infini  sont  sur  les  rayons  doubles  des  deux  faisceaux  homo- 
graphiques formés  par  les  deux  côtés  d'un  angle  de  grandeur 
constante,  tournant  autour  de  son  sommet. 

L'angle  change  de  grandeur  si  le  point  P'  se  déplace  sur  la  cir- 
conférence ;  il  en  résulte  que  les  rayons  doubles  des  deux  fais- 
ceaux formés  par  les  deux  côtés  sont  toujours  les  mêmes  quel 
que  soit  cet  angle,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  démontré  directe- 
ment (178). 

661.  Si  par  un  point  quelconque  on  mène  deux  droites  A,  A' 
parallèles  aux  deux  côtés  de  l'angle  mPm*  considéré  dans  une  de 
ses  positions,  ces  deux  droites  passeront  par  deux  points  homo- 
logues des  deux  divisions  homographiques  situées  à  l'infini.  Il  en 
résulte  ce  théorème  général  : 

Si  l'on  a  des  angles  (A,A'),  (B,B'),  (C,C'),  ...,  tous  de 
même  grandeur  et  formés  dans  le  même  sens  de  rotation  à  partir 
de  leurs  origines,  mais  placés  d 'une  manière  quelconque,  leurs 
côtés  forment  sur  la  droite  située  à  l'infini  deux  dii^isions  homo- 
graphiques dont  les  points  doubles,  imaginaires,  sont  toujours  les 
mêmes  quelle  que  soit  la  grandeur  commune  des  angles;  et  ces 
points  doubles  sont  les  points  d'intersection  d'un  cercle  quel- 
conque tracé  dans  le  plan  de  la  figure  et  de  la  droite  située  h 
l'infmiC). 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  les  directions  des  asymptotes  d'un 


(*)  C'est  ce  théorème  dont  nous  nous  sommes  servi  dans  les  applications  des  mc- 
tbodes  de  transformation  des  figures  (633). 
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cercle  sont  exprimées  par  la  formule 

sin(A,M) 


sin(C,Mj 


cos{A,C)±:sin(A,C)v^—  i -_  ^^'^,0^/-.^ 


A  cl  C  élanl  deux  axes  fixes  quelconques,  el  M  la  direction  ima- 
ginaire des  asymptotes  (i87). 


II.  —  Pof  y  sortes  inscrits  à  un  cercle. 


\'b 


662.  Soient  PA,  P'A  et  PB,  P'B  deux  couples  de  rayons  homo- 
logues fixes,  etP/;i,  P'/w  deux  rayons  homologues  variables;  l'ho- 
mographie des  deux  faisceaux  considérés  précédemment  (653) 
s'exprime  par  Téquation  générale 

sin/wPB"~    sin//iP'B      '    ^^* 

Mais  ici  la  constante  X  est  égale  à  Tunité,  car  les  deux  angles 
mPAet  mP'A  sont  égaux  ou  suppléments  l'un  de  l'autre,  ainsi 
que  les  deux  /wPB,  wP'B.  Ainsi  l'équation  est 

sinwPA        sinwP'A 


sin/;/PJi       sin//iP'B 

Le  premier  membrj  est  égal  au  rapport  des  distances  du  point  m 
aux  deux  droites  PA,  PB,  et  le  second  au  rapport  des  distances  du 
même  point  aux  deux  droites  P'A,  P'B.  Ce  qui  exprime,  à  l'égard 
du  quadrilatère  PAP'B,  que  : 

Dans  un  quadrilatère  inscrit  à  un  cercle,  le  produit  des  dis- 
tances de  chaque  point  de  la  circonférence  à  deux  côtés  opposés 
est  égal  au  produit  des  distances  du  même  point  aux  deux  autres 
côtés  opposés. 

663.  On  peut  étendre  ce  théorème  à  un  polygone  quelconque 
d'un  nombre  pair  de  côtés,  c'est-à-dire  que  •: 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  est  inscrit  au 
cercle,  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  cir- 
conférence aux  côtés  de  rang  pair  est  égal  au  produit  des  dis- 
tances du  même  point  aux  côtés  de  rang  impair. 
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Pour'démonlrer  ce  théorème,  il  suffit  d'observer  que,  s'il  a  lieu 
pour  un  polygone  de  2/1  côtés,  il  aura  lieu  pour  un  polygone  de 
2/1 -H  a  côtés,  parce  que  celui-ci  se  décompose,  au  moyen  d'une 
diagonale,  en  un  polygone  de  2/2  côtés  et  un  quadrilatère,  et  que 
les  équations  relatives  à  ces  deux  figures  fournissent  immédiate- 
ment Téquation  relative  au  polygone  de  2/1  -h  2  côtés.  On  conclut 
de  là  que,  le  théorème  élant  vrai  pourXin  quadrilatère,  il  Test  aussi 
pour  un  hexagone,  pour  un  octogone,  etc.  Donc,  etc. 

664.  Un  polygone  inscrit  dans  un  cercle  peut  être  regardé 
comme  ayant  un  côté  infiniment  petit,  dirigé  suivant  la  tangente 
au  cercle,  en  l'un  de  ses  sommets.  Cette  considération  permet 
d'appliquer  le  théorème  à  des  polygones  quelconques.  On  en  con- 
clut, par  exemple,  que  : 

Quand  un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle,  si  l'on  consi- 
dère le  polygone  inscrit  qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact 
des  côtés  du  polygone  circonscrit,  le  produit  des  distances  d'un 
point  de  la  circonférence  aux  cotés  du  premier  polygone  est 
égal  au  produit  des  distances  du  même  point  aux  côtés  du 
second, 

665.  Soit  un  quadrilatère  P/iiP'/i  inscrit  au  cercle  {/ig-  i38). 
Une  droite  L  rencontre  les  deux  côtés  P//2,  P/i  en  a,  i,  les  deux 
P'm,  P'n  en  a',  b'  et  la  circonférence  en  deux  points  e, /"(réels 
ou  imaginaires);  ces  deux  points  sont  les  points  doubles  de  deux 
divisions  homographiques  dont  a,  a'  et  £,  //  sont  deux  couples  de 
points  homologues  (655).  Par  conséquent,  les  trois  couples  e,  /, 
«,  i'el  a\  h  sont  en  involution  (213-).  Or  «,  V  appartiennent  à 
deux  côtés  opposés  du  quatrilatère,  et  a',  b  aux  deux  autres  côtés 
opposés.  Donc  : 

Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle,  une  trans^ 
x^ersale  quelconque  rencontre  ses  deux  couples  de  côtés  opposés 
et  la  circonférence  en  trois  couples  de  points  qui  sont  en  inx^o^ 
lut  ion. 

Cette  proposition  est  celle  que  l'on  appelle  le  théorème  de 
Desargues  sur  Y  involution. 
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Autrement.  Les  droites  menées  des  deux  sommets  P,  P  du 
quadrilatère  P//iP'/i  aux  quatre  points  w,  /i,  e^fde  la  circonfé- 
rence forment  deux  faisceaux  qui  ont  le  même  rapport  anharmo- 
nique  (6S3).  Conséquemment,  les  deux  séries  de  quatre  points  dans 
lesquels  ces  droites  rencontrent  la  transversale,  savoir  a,  b^e^j 
et  a',  i',  e,f,  ont  le  même  rapport  anharmonique,  et  Ton  a 

ea     fa       ea!     fa*               ea,el/      fo.,fl} 
•  < — •  • ou      —  - • 

eb'  fb"  eb"  JV  en' .  cb  ~  fa' .fb  ' 

ce  qui  est  une  des  équations  dUnvolution  à  huit  segments. 

Cette  seconde  démonstration  exige,  à  la  rigueur,  que  les  deui 
points  e, y  soient  réels,  puisqu'on  les  considère  isolément,  tandis 
que  dans  la  première  ces  points  sont  réels  ou  imaginaires,  indiffé- 
remment. 

666.  L'équation  précédente  s'étend  à  un  polygone  d'un  nombre 
pair  de  côtés,  c'est-à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  est  inscrit  dans 
un  cercle,  si  l'on  mène  une  transversale  qui  rencontre  les  côtés  de 
rang  pair  en  des  points  a,  a',  a ",...,  /ej  côtés  de  rang  impair 
en  des  points  6,  6',  6'',  ...  et  la  circonférence  en  deux  points  e, 
f,  on  aura  la  relation 

eoL^eoi' ,ev." .  .  ,       /« ./a' ./a*' .  .  . 

JÎT7FT7F777  ~  féTf¥lfr/^. . .  * 

La  démonstration  se  fait  par  le  même  raisonnement  que  pour 
le  théorème  (663). 


II î.   —   Hexagone  inscrit  nu  cercle, 

667.  Les  droites  menées  de  quatre  points  d'un  cercle  à  deux 
autres  points  de  la  circonférence  forment  deux  faisceaux  de  quatre 
droites  qui  ont  leurs  rapports  anharmoniques  égaux  (653);  on  en 
conclut,  en  considérant  les  six  points  comme  les  sommets  d'un 
hexagone  (426),  le  théorème  de  Pascal  : 

Quand  un  hexagone  est  inscrit  dans  un  cercle^  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite» 


PROPRIÉTÉS  RELATIVES  X   UN  CERCLE.  ^2^ 


§  II.  —  Du  rapport  anharmoniqne  de  quatre  tangentes  à  on  cercle. 

I. 

668.  Deux  tangentes  à  un  cercle  étant  Jixes,  si  Von  mène  plu- 
sieurs  autres  tangentes,  leurs  parties  comprises  entre  les  deux 
premières  seront  vues,  du  centre  du  cercle,  sous  des  angles  égaux 
ou  suppléments  l'un  de  l'autre. 

En  effet,  soient  A  et  A!  [fig.  iSg)  les  points  de  contact  des 
deux  tangentes  fixes,  et  m  le  point  de  contact  d'une  troisième 
tangente  aa';  les  deux  droites  Ca,  Ca\  issues  du  centre  du  cercle, 
sont  perpendiculaires  aux  deux  m  A,  m  A'  et  font  entre  elles  un 
angle  aCa'  supplément  de  l'angle  AmA\  dont  les  deux  côtés  sous- 
tendent  la  corde  fixe  AA'.  Or  tous  ces  angles  A/;iA'  sont  égaux  ou 
suppléments  l'un  de  l'autre.  Donc,  etc. 

Ck>ROLLAiiiE.  —  Quand  les  deux  tangentes  fixes  sont  parallèles, 
l'angle  aCrf*  est  droit.  Donc  :  La  portion  d'une  tangente  au  cercle 
comprise  entre  deux  tafigentes  paralèlles  est  vue  du  centre  sous 
un  angle  droit. 

669.  On  conclut  du  théorème  précédent  que  : 

Une  tangente  mobile,  roulant  sur  un  cercle,  rencontre  deux 
tangentes  fixes  en  deux  points  qui  Jorment  deux  divisions  homo^ 
graphiques. 

En  effet,  l'angle  aCa'  restant  de  môme  grandeur,  les  deux 
rayons  C«,  Cci  forment  deux  faisceaux  homographiques,  et,  par 
conséquent,  les  deux  points  a,  a'  forment  deux  divisions  homogra- 
phiques. 

670.  Les  droites  menées  d'un  point  fixe  aux  deux  séries  de 
points  a  et  a'  formeront  deux  faisceaux  homographiques  dont  les 
rayons  doubles  seront  évidemment  les  tangentes  au  cercle  menées 
par  ce  point.  Les  rayons  doubles  peuvent  être  imaginaires;  les  tan- 
gentes le  seront  aussi.  On  conçoit  donc  bien  ce  que  l'on  entendra 
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par  deux  droites  imaginaires  tangentes  à  un  cercle.  Cette  notion 
nous  sera  très-utile. 

• 

671.  On  conclut  du  théorème  (669)  que  :  Quatre  tangentes  à 
un  cercle  sont  rencontrées  par  une  cinquième  en  quatre  points 
dont  le  rapport  anliarmonique  reste  constant  quelle  que  soit  cette 
cinquième  tangente. 

Nous  appellerons  cette  quantité  constante  le  rapport  anhar- 
monique  des  quatre  tangentes  Jîxes. 

672.  Le  rapport  anharmonique  de  quatre  tangentes  à  un  cercle 
est  égal  à  celui  des  quatre  points  de  contact. 

En  effet,  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  a,  i,  c, 
d  {Jig-  i4o)  ^st  celui  des  quatre  droites  menées  de  ces  points  à 
un  autre  point  m  de  la  circonférence  (654)  ;  et  le  rapport  anhar- 
monique des  quatre  tangentes  aux  points  a,  b,  c^  d  est  celui  des 
quatre  points  d^intersection  de  ces  tangentes  par  une  cinquième 
quelconque  (671),  et  par  conséquent  par  la  tangente  au  point  m. 
Soient  a^  6,  y^  S  ces  quatre  points  d'intersection;  leur  rapport 
anharmonique  est  égal  à  celui  des  quatre  rayons  menés  du  centre 
du  cercle  à  ces  points,  et,  comme  ces  rayons  sont  perpendiculaires 
respectivement  aux  quatre  droites  qui  vont  du  point  m  aux  quatre 
points  €ij  b,  Cy  d,  leur  rapport  anharmonique  est  égal  à  celui  de 
ces  quatre  droites.  Mais  celui-ci  exprime  le  rapport  anharmonique 
des  quatre  points  a,  i,  c,  d\  donc  ce  rapport  est  égal  à  celui  des 
quatre  tangentes.  '  c.  q.  f.   d. 

II.  —   Polygones  cit-conscrits  au  cercle, 

673.  Soient  un  quadrilatère  circonscrit  abVa'  (Jig,  i40  ^^  ""^ 
tangente  mobile  mm'  qui  rencontre  ses  côtés  opposés  ai,  a'V  en 
m  et  m'\  ces  deux  points  forment  deux  divisions  homographiques 
(669),  et,  par  conséquent,  on  a 


ma       .  m'a' 


—  .=  X-—     (120). 

mu  m  1/ 


Le  rapport  —j  est  égal  au  rapport  des  distances  de  la  tangente 


PROPRIÉTÉS  RKL\TIVES  A  UN  CËRCLK.  43l 

m 

tn'n! 

mm'  aux  deux  sommets  a,  b  du  quadrilatère,   et  — 7t>  est  égal  au 

rapport  des  distances  de  la  même  tangente  aux  deux  autres  sora- 
mets  a',  V.  Il  s'ensuit  que  Téquation  précédente  exprime  ce  théo- 
rème : 

Quand  un  quadrilaih^e  est  circonscrit  à  un  cercle,  si  une  tan- 
gente roule  sur  le  cercle,  le  produit  de  ses  distances  à  deux 
sommets  opposés  du  quadrilatère  est  au  produit  de  ses  distances 
aux  deux  autres  sommets  dans  une  raison  X  qui  reste  constante. 

La  constante  ).  peut  prendre  une  expression  très-simple.  On  a, 
dans  les  triangles  Ca/;/,  Cbm, 


m/f        sinmCrt  Cr/ 
nib        ûwmÇth  Cù 

et  de  même 

n/a'       smm'Ca'  Ca' 

m' h'  "  sin///'C^'  Qb' 

Or  les  deux  angles  inQa  et  m'Ca'  ont  leurs  sinus  égaux  (668), 
ainsi  que  les  deuxmCft,  m'CA'.  Donc 


ma     ma         Cn     Crt 

m 

et  par  conséquent 


b  •  'iilV  ~"cb''cb'' 


Ca     Ca'        Ca.CJ/ 


)  —  r_  •  z 


Cb'Lb'       Cb.Ca' 
Ainsi  : 

La  raison  i  est  égale  au  produit  des  distances  du  centre  du 
cercle  aux  deux  premiers  sommets  opposés  du  quadrilatère, 
divisé  par  le  produit  des  distances  du  même  centre  aux  deux 
autres  sommets. 

IjC  centre  du  cercle  tient  lieu,  en  quelque  sorte,  d*une  tangente. 

autrement.  Voici  une  seconde  démonstration  de  ce  résultat 
singulier,  qui  montrera  mieux  la  raison  première  de  la  propriété 
dont  jouit  ici  le  centre  du  cercle.  11  suffit  d'appliquer  le  théorème 
aux  deux  tangentes  imaginaires  issues  de  ce  point,  considérées 
simultanément  (670). 
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En  effet,  soient  d^abord  deux  tangentes  quelconques  M,  M',  et 
soit  O  leur  point  de  concours.  Le  produit  des  distances  des  deux 
sommets  a,  V  du  quadrilatère  à  ces  deux  tangentes,  divisé  par  le 
produit  des  distances  des  deux  autres  sommets  &,  a*  aux  mêmes 
tangentes,  est  égal  à  une  constante  X^,  d'après  la  première  partie 
du  théorème  ;  il  s'ensuit  qu'on  a  la  relation 


flO    //O    s^nrtrOM.sinfîOM^s^^//OM.s^n^^O^^_.^ 
hO    Vo    sin h OM . sin b OM' . siu a'  OM . sin «'  OM'  ""  '  * 

Les  deux  tangentes  issues  du  point  O  sont  les  rayons  doubles 
de  deux  faisceaux  homographiques  dont  les  rayons  passeraient 
les  uns  par  les  points  a,  i,  c,  ...  et  les  autres  par  les  points  a',  h\ 
c\  . .  •  que  les  tangentes  au  cercle  déterminent  sur  deux  tangentes 
fixes  (670).  Or,  quand  le  point  O  est  le  centre  du  cercle,  les  angles 
des  deux  faisceaux  sont  égaux  deux  à  deux;  par  exemple,  l'angle 
aOh  est  égal  à  l'angle  a' 06'  ou  à  son  supplément  (668),  ce  qui 
revient  au  même  ;  et  alors  on  a,  à  l'égard  des  deux  rayons  doubles 

M,  M', 

sin/îOM  sinrtrOM'  /^o-x 

f7^«       (18/ ), 


et  de  même 


sin  b  OM  sin  //  OM' 


sin^'OM  sin/i'OM' 

=  I. 


sin^'OM  sîn^'OM' 
L'équation  précédente  se  réduit  donc  à 

C.    Q.     F.     D. 

674.  Le  théorème  précédent  s'étend  à  un  polygone  quelconque 
d'un  nombre  pair  de  côtés,  c'est-à-dire  que  : 

Un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés  étant  circonscrit  à  un 
cercle,  si  l'on  mène  une  tangente  quelconque,  le  produit  de  ses 
distances  aux  sommets  de  rang  pair  sera  an  produit  de  ses  dis- 
tances aux  sommets  de  rang  impair  dans  une  raison  constante, 
égale  au  produit  des  distances  des  sommets  de  rang  pair  au 
centre  du  cercle,  divisé  par  le  produit  des  distances  des  sommets 
de  rang  impair  au  même  centre. 
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La  démonstration  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  du  théo- 
rème (663). 

675.  On  peut  regarder  le  point  de  contact  d^unc  tangente  à  un 
cercle  comme  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  dont  les  deux  côtés 
seraient  infiniment  peu  diflTérents  en  direction,  de  sorte  que  le 
point  de  contact  d'un  côté  d'un  polygone  circonscrit  peut  être 
regardé  comme  un  sommet  d'un  polygone  qui  aurait  un  som- 
met de  plus.  Il  résulte  de  ces  considérations  que  les  théorèmes 
précédents  peuvent  être  appliqués  à  des  polygones  circonscrits 
d'un  nombre  quelconque  de  côtés.  On  a,  entre  autres,  ce  théo- 
rème : 

Quand  un  polygone  est  circonscrit  à  un  cercle,  le  produit  des 
distances  de  ses  sommets  à  une  tangente  est  au  produit  des 
distances  des  points  de  contact  de  ses  côtés  à  la  même  tangente 
dans  une  raison  constante,  quelle  que  soit  cette  tangente. 

676.  Les  tangentes  à  un  cercle  rencontrant  deux  tangentes 
fixes  Ly  L'  en  des  points  a,  b,  ...  et  a\  b\  ...  qui  forment  deux 
divisions  homographiqucs  (669),  les  droites  P«,  Pi,  ...  et  Pa', 
PI/,  • .  •  menées  d'un  même  point  P  à  ces  deux  séries  de  points 
forment  deux  faisceaux  homographiqucs,  et  les  rayons  doubles  de 
ces  deux  faisceaux  sont  les  tangentes  au  cercle  menées  par  le 
point  P  (670).  Or  ces  rayons  doubles  forment  un  faisceau  en  invo- 
lution  avec  les  deux  couples  de  droites  P«,  Pi'  et  Pi,  Pa'  (213). 
On  a  donc,  en  considérant  le  quadrilatère  abV a'  circonscrit  au 
cercle,  ce  théorème  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  les  deux 
couples  de  droites  menées  d 'un  point  quelconque  à  ses  sommets 
opposés,  et  les  deux  tangentes  menées  du  même  point  à  la  cir- 
conférence du  cercle,  forment  un  faisceau  en  in^olution. 

II  nous  sera  utile  de  remarquer  ici  que  la  démonstration  im< 
plique  le  cas  où  les  deux  tangentes  sont  imaginaires. 

Appelons  E  et  F  ces  deux  tangentes  (réelles  ou  imaginaires}, 
0c,  af  les  droites  menées  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère, 
et  o,  &  les  droites  menées  aux  deux  autres  sommets;  on  aura, 

Ohaslbs.  —  Géom.  sup,  20 
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entre  autres,  Téquation  d^involutlon  suivante  : 

sîn  (E,  a ) . sin /'E,  a' ) sin ( F,  a) . sin ( F,  a'  ) 

sin(E,  e).sin(E.ê')  ""  8in(F,  6).sm(F,  6')* 

677.  Cette  équation  s^étend  à  un  polygone  circonscrit  au  cercle, 
d'un  nombre  pair  de  sommets  ;  c'est-à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  d'un  nombre  pair  de  sommets  est  circon- 
scrit à  un  cercle,  si  d'un  même  point  on  mène  les  tangentes  au 
cercle  et  des  droites  aboutissant  aux  sommets  du  poljrgone,  on 
aura,  en  appelant  E,  F  les  deux  tangentes  y  a,  af^a^j  ...  les 
droites  menées  ûux  sommets  de  rang  pair,  et  6,  6',  6'',  . . .  les 
droites  menées  aux  sommets  de  rang  impair^  la  relation 

sin(E,  tt).sin(E,  g  ].sin(E,  q""). .  .  __  sin(F,  «).sin(F,  a^  ).8in(F,tt''). . . 
sin(E,  e).sin(E,  é').sin(E,  6")...  ~sin(F,  e).sin(F,  e').sin(F,rj. . .' 

La  démonstration  se  fait  comme  celle  que  nous  avons  indiquée 
pour  le  théorème  (674)  ;  et  la  remarque  qui  a  donné  lieu  au  théo- 
rème (675)  s'applique  également  ici. 

III.  —  Hexagone  circonscrit  au  cercle. 

678.  Quatre  tangentes  à  un  cercle  rencontrent  deux  autres  tan- 
gentes en  deux  séries  de  quatre  points  qui  ont  le  même  rapport 
anharmonique  (671).  Donc,  en  considérant  les  six  tangentes 
comme  formant  un  hexagone  circonscrit  au  cercle,  on  a,  d'après 
la  proposition  (423),  le  théorème  suivant,  dû  à  Brianchon. 

Dans  tout  hexagone  circonscrit  à  un  cercle,  les  trois  diagonales 
qui  joignent  les  sommets  opposés  passent  par  un  même  point  (*). 

§  III.  —  Propriétés  diverses. 

» 

I. 

679.  Si  sur  le  diamètre  d'un  cercle  on  prend  deux  points  qui 


(*)  Nous  avons  dit  (616)  comment  Brianchon  a  déduit  ce  théorème  de  celui  de 
Pasc.ll  sur  l'hexagone  inscrit. 
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divisent  liarmoniquement  ce  diamètre,  les  distances  de  chaque 
point  de  la  circonférence  à  ces  deux  points  Jixes  ont  leur  rapport 
constant. 

En  effet,  soient  e^f  les  deux  points  qui  divisent  harmonique- 
ment  le  diamètre  KS![Jig.  i^i)  \  les  droites  menées  d'un  point  de 
la  circonférence  à  ces  deux  points  font  des  angles  égaux  avec  la 
droite  menée  du  même  point  à  Tune  des  extrémités  du  diamètre  (85). 
Or  on  a,  dans  les  deux  triangles  emÂ,  ///lA, 

cm  sinA  fm siiiA 

ek       sine//iA       J\       s'inf/nX 

11  s*ensuit,  puisque  les  deux  angles  em\f  fniK  sont  égaux,  que 

cm        fin  me        Ae 

eX       /A  mj       hj 

Ce  qui  démontre  le  théorème. 

680.  Si  par  deux  points  e,  f,  qui  divisent  liarmoniquement  le 
diamètre  AA'  d'un  cercle  [fig.  i43),.o«  élevée  deux  perpendicu- 
laires, toute  tangente  au  cercle  rencontre  ces  droites  en  deux 
points  e',  f,  tels,  que  les  droites  menées  du  centre  à  ces  deux 
points  sont  également  inclinées  sur  la  droite  menée  du  centre  au 
point  oii  la  tangente  rencontre  la  tangente  fixe  en  l'une  des  extré- 
mités du  diamètre  AA'. 

En  effet,  les  deux  droites  Ce',  Cf  forment  avec  les  deux  C/i, 
Ce  a!  un  faisceau  harmonique.  Or  celles-ci  sont  rectangulaires 
(668,  Coroll,).  Donc  chacune  d'elles  fait  des  angles  égaux  avec  les 
deux  Ccfj  Cf  (84).  Donc,  etc. 


(Corollaire.  —  Il  suit  de  là  que  :  Le  rapport  des  deux  droites 

sal  a  --.-  • 
^  Af 


Ae 
(]e',  Cf  est  constant  et  égal  à 


Car,  la  droite  Ca  divisant  l'angle  e/Cf  en  deux  parties  égales, 

Ce'         ae'    iLM  '    ^c         A<?     w^ 
on  a  — ;,  --=    — ,•  Mais  --    =  -—  •  Donc,  etc. 
ty         a)  *»J        Ay 

?8. 
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II. 

681.  Si  sur  les  cordes  d'un  cercle  issues  d'un  même  point  p  de 
la  circonférence  {fi g»  i44)  ^^  prend  des  segments  pf/y  en  raison 
inverse  des  cordes,  le  lieu  de  leurs  extrémités  p'  est  une  droite 
perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  le  point  p. 

En  effet,  on  a,  par  hypothèse,  pp>  =  — >  ^  étant  une  constante. 

Soit  pris  sur  le  diamètre  pO  le  segment  pE  =  -— ;  on  aura 

p^'.oa^rpE.oO     ou      '^^^'-i 

ce  qui  prouve  que  les  deux  triangles  pEp'  et  paO,  qui  ont  l'angle 
en  p  commun,  sont  semblables,  et,  par  conséquent,  que  le  premier 
est  rectangle  en  E,  de  même  que  le  second  Test  en  a.  Donc  le  lieu 
du  point  p'  est  la  droite  élevée  par  le  point  E  perpendiculairement 
au  diamètre  pO.  c.  q.    f.  d. 

682,  Quand  un  triangle  esc  inscrit  dans  un  cercle ,  le  produit 
de  deux  côtés  est  égal  au  produit  de  la  perpendiculaire  abaissée 
du  sommet  opposé  sur  le  troisième  côté,  multipliée  par  le  diamètre 
du  cercle. 

En  effet,  soient  ABC  [Jig'  i45)  le  triangle,  \p  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  A  sur  le  côté  opposé,  et  AA'  le  diamètre 
du  cercle.  Les  deux  triangles  rectangles  BAp  et  A'AC  sont  sem- 
blables, parce  que  leurs  angles  en  B  et  A' sont  égaux;  de  sorte 
qu'on  a  la  proportion 

AB       AV  ,,      .,       . 

7—  =  --—-      ou     AB.AL -^  A/^.  AA  .  c.   g.   y.   d. 

Ap        A(« 

Corollaire  I.  —  Il  suit  de  là  que 

AB.BC.CA  =  A/;.BC.AA', 

d'où  l'on  conclut  que  : 

Le  diamètre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  est  égal  au  pro- 
duit des  trois  côtés  diy^isé  par  le  double  de  l'aire  du  triangle. 
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iVinsi,  a^  b,  c  étant  les  trois  côtés  du  triangle,  S  sa  surface  et  r 
le  rayon  du  cercle  circonscrit,  on  a  4'*«S  ==  abc, 

Corollaihe  II.  —  En  appliquant  Téquation 

A/?.AA'=:  AB.AC, 

relative  à  la  corde  BG,  à  tous  les  côtés  consécutifs  d'un  polygone, 
d\\n  nombre  pair  de  côtés,  inscrit  au  cercle,  on  en  conclut  immé- 
diatement le  théorème  (663). 

III. 

683.  Un  triangle  ABC  étant  tracé  dans  le  plan  d'un  cercle,  si 
de  ses  sommets  on  mène  les  tangentes  Aa,  A  a'  ;  Bb,  Bb'  et  Ce,  Ce' 
[réelles  ou  imaginaires) ^  on  aura,  entre  les  sintis  des  angles  que 
ces  tangentes/ont  a\'ec  les  cotés  du  triangle,  la  relation 

sin/7  AB.sin/i'AB  sin  ^RC.sin&'BC  sinrCA.sinr'CA 
sin^AC.sin/i'AC  sin6BA.sin^'BA  sincCB.siiir'CB 

Supposons  d'abord  que  les  deux  sommets  B,  C  du  triangle 
soient  extérieurs  au  cercle,  le  sommet  A  pouvant  être  intérieur 
ou  extérieur,  indifféremment. 

Soit  D  le  point  d'intersection  des  deux  tangentes  Bi  et  Cr; 
les  trois  droites  menées  de  ce  point  au  sommet  du  triangle  ABC 
donnent  la  relation 

sin/vBC  sinrCA  sinDAB /Qft(c^ 

sin  b  BA  sincCB  sin  DAC  ""  ~  '      '      ^' 

On  a  pareillement,  à  l'égard  du  point  d'intersection  D'  des  deux 
tangentes  Bi',  Ce', 

sin^'BC  fCmc'CK  sinD'AB  _ __ 
sin  6' B  A  sinr'CB  sin  D' AC  —  ""  '  * 

Multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  il  vient 

sin^BC.sin&'BC   sincCA.sinr'CA    sinDAB.sinD'AB  _ 
siu6BA.sin6'BA    sine CB. sin c'CB    sinDAC.sinD^C  ""  * 
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Or,  les  quatre  tangentes  Bi,  Bi',  Ce,  Ce'  forment  un  quadrilatère 
circonscrit  BDCiy.  Les  droites  menées  du  point  A  aux  sommets  de 
ce  quadrilatère,  et  les  deux  tangentes  Aa,  Aa'  (réelles  ou  imagi- 
naires) forment  une  involution  (676).  On  a  doncTéqualion 

sinBAD  siiiBAD'  sinRA<7.sinBÂa' 

sinCAD.sinCAD'        sinCA/z.sinCAa' 

d'après  laquelle  la  précédente  devient  précisément  celle  qu'il  faul 
démontrer. 

Passons  au  cas  où  deux  sommels  A,  B  sont  intérieurs,  et  un 
seul  G  extérieur. 

Que  sur  le  côté  AB  on  prenne  un  point  extérieur  B';  on  a  deux 
triangles  B'AG,  B'BC,  dont  chacun  n'a  qu'un  sommet  intérieur 
et  auxquels  s'applique  le  théorème  ;  et,  des  deux  équations  relatives 
à  ces  triangles,  résulte  naturellement  celle  qui  exprime  le  théorème 
à  démontrer  pour  le  triangle  ABC  dont  les  deux  sommets  A,  B 
sont  intérieurs  au  cercle. 

Enfin,  considérons  Je  cas  où  le  triangle  a  ses  trois  sommets  A, 
B,  C  intérieurs  au  cercle.  Alors  on  prend  sur  l'un  des  côtés,  AC 
par  exemple,  un  point  extérieur  C,  et  l'on  a  deux  triangles  G'BA, 
C'BC,  auxquels  s'applique  le  théorème,  puisqu'ils  n'ont,  chacun, 
que  deux  sommets  intérieurs;  et,  des  deux  équations  relatives  à 
ces  triangles,  résulte  celle  qu'il  s'agit  de  démontrer  à  l'égard  du 
triangle  ABC. 

Ainsi,  le  théorème  est  démontré  complètement,  quelle  que  soit 
la  position  des  trois  sommets  du  triangle  par  rapport  au  cercle. 

§  IV.  —  Des  pôles  et  polaires  dans  le  cercle. 

I,  —  Polaire  d'un  point,  —  Pôle  d'une  droite. 

684.  Si  autour  d'un  point  p  {fig*  146)7  dans  le  plan  d'un 
cercle,  on  fait  tourner  une  transi^ersale  sur  laquelle  on  prend  le 
point  (/  conjugué  harmonique  de  p,  par  rapport  aux  deux  points 
où  cette  droite  rencontre  le  cercle,  le  lieu  de  ce  point  p'  sera  une 
droite. 

En  effet,  soit  a  le  milieu  des  deux  points  du  cercle  a,  a']  on 
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aura 

Or  le  rectangle  pa.pd  est  conslant  et  égal  kpi\..pP^,  Donc  le  seg- 
ment pp'  est  en  raison  inverse  de  pa.  Mais  le  point  a  est  sur  un 
cercle  qui  passe  par  le  point  p  (658).  Donc  le  point  p'  est  sur  une 
droite  (681).  c.  q.  f.  d. 

On  appelle  cette  droite  la  polaire  du  point  p  ;  et  réciproquement, 
ce  point  est  dit  le  pôle  de  la  droite. 

Cette  polaire  est  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  le 
pôle  p  ;  et  le  point  e  où  elle  rencontre  ce  diamètre  peut  se  déter- 
miner par  la  relation 

C<?.Cp  =  CÂ*:=R*     (73), 

R  étant  le  rayon  du  cercle. 

Jleniarques,  —  Quand  la  droite  menée  par  le  point  p  ne  ren- 
contre pas  le  cercle,  les  deux  points  aj  d  sont  imaginaires  ;  mais 
leur  milieu  oc  est  toujours  réel  (656)  ;  de  sorte  que  le  point  p'  se 
construit  par  la  même  formule 


ou  par  celle-ci, 


ûA.pA\ 

00  —   —  -   « 


— s 
up.Kp'  =2aa        (73), 


dans  laquelle  on  peut  remplacer  a  a  par  \K^  —  olC  )  (657)  ;  ce  qui 
donne 


2 

«p .  «p'  rrz  R*  —  a  C  . 


r      i 


Cette  relation  fait  voir  que  les  deux  points  p,  p'  sont  du  même 

côté  de  a,  ou  de  côtés  différents,  selon  que  (R^  —  aC  )  est  positif 
ou  négatif;  c'est-à-dire  selon  que  la  transversale  rencontre  le  cercle 
en  des  points  réels  ou  imaginaires. 

Observons  encore  que  ces  diverses  relations  servent  à  construire 
la  polaire  d'un  point,  sans  que  le  cercle  soit  décrit,  parce  que  l'on 
n'y  fait  usage  que  du  centre  et  du  carré  du  rayon. 

Ces  remarques  nous  seront  utiles  plus  tard. 
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680.  Les  polaires  des  différents  points  d'une  droite  passent 
toutes  par  le  pôle  de  la  droite. 

Car  les  deux  points  p,  p\  dont  le  second  est  sur  la  polaire  du 
premier,  étant  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  a, 
a',  la  polaire  du  point  p'  passe  par  le  point  p  (684). 

686.  Si  l'on  mène  par  un  point  p  deux  transversales  paLa',  phh' 
(Jig>  ^47)}  le  point  d'intersection  des  deux  droites  ab,  a'b'  et  le 
point  d'intersection  des  deux  ab',  a'b  seront  sur  la  polaire  du 
point  p. 

En  effet,  soient  p',  p''  les  points  de  la  polaire,  sur  les  deux  trans- 
versales; on  a  les  deux  équations 

^     •'      =— I     et     ^-TT  : —7-.  =  — I. 


'-'"  -  -  ^h»'r,''U» 


papa  pop 

Donc 


'-         -b  ,  p'b 
a'  '  ûV  '~  ùb^'^pT' 


pa  ^  pa  _  p. 


pa      pa         po      p 

Ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  p,  «,  p',  «'  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  points  p,  £,  p'^,  b'.  Donc  les 
trois  droites  «i,  p'p"^  a'b'  concourent  en  un  même  point  (42); 
c'est-à-dire  que  les  deux  droites  ab^a'b'  se  coupent  sur  la  droite  p'p". 

Or,  les  deux  points  b  et  b'  entrant  de  la  même  manière  dans  la 
seconde  équation,  on  peut  substituer  Tun  à  l'autre,  et  il  en  résulte 
que  ce  qui  est  démontré  des  deux  droites  abj  afV  s'applique  aux 
deux  aV  et  a'b.  Donc,  etc. 

^éutrement.  Les  équations 

ùa  ù'a         ob  (T  b 


oa  a  a  ùo  au 

•  »  r  t 


montrent  que  les  deux  arcs  de  la  circonférence  auxquels  appar- 
tiennent, respectivement,  les  deux  points  a  et  //,  ainsi  que  les  deux 
b  et  b'j  forment  deux  courbes  homologiques  dont  le  point  p  est  le 
centre  d'homologie,  et  la  polaire  p'p"  Y  axe  d'homoiogie  (  530  ). 
Par  conséquent,  les  deux  droites  homologues  ai,  i/b'  se  rencon- 
trent sur  la  polaire. 

Et  si  l'on  considère  les  deux  points  a,  b'  comme  appartenant  à 
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un  même  arc,  cl  les  (leu\  a',  b  comme  leurs  homologues  sur  Tare 
liomologique,  il  s'ensuivra  que  les  deux  droiles  aV  et  a'b  se  ren- 
contrent aussi  sur  la  polaire  du  point  p.  Donc,  etc. 

687.  Si  Ton  conçoit  que  les  deux  transversales  pab^  pa'b'  soienl 
infiniment  voisines,  les  cordes  ab,  a'b'  se  croiseront  toujours  sur 
la  polaire  du  point  p  et  deviendront  les  tangentes  en  a  et  a'.  Donc  : 

Quand  une  droite  tourne  autour  d'un  point  fixe,  les  tangentes 
menées  par  les  deux  points  oit  elle  rencontre  le  cercle  se  croisent 
sur  la  polaire  du  point  Jixe, 

En  d'autres  termes  :  La  polaire  d'un  point  est  le  lieu  des  som- 
mets des  angles  circonscrits  au  cercle  dont  les  cordes  de  contact 
passent  par  le  point. 

Et  réciproquement  :  Le  pôle  d'une  droite  est  un  point  par  lequel 
passent  toutes  les  cordes  de  contact  des  angles  circonscrits  au 
cercle  qui  ont  leurs  sommets  sur  la  droite, 

688.  Si  par  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à  un  cercle 
on  mène  deux  droites  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  ces 
deux  tangentes,  le  pôle  de  l'une  sera  situé  sur  l'autre. 

Car  les  deux  droites  rencontrent  la  corde  de  contact  des  deux 
tangentes  en  deux  points  qui  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  points  de  contact  (83).  Donc  la  polaire  de  Tun 
de  ces  points  passe  par  l'autre  (684).  Mais  ces  polaires  passent  par 
le  pôle  de  la  corde  de  contact  (680),  lequel  est  le  point  de  ren- 
contre des  deux  tangentes.  Donc  ce  sont  les  deux  droiles  qu'on  a 
menées  par  ce  point.  Donc,  etc. 

Corollaire.  —  Il  suit  de  là  que  :  Etant  donné  un  cercle,  si  par 
chaque  point  d'une  droite  Jixe  on  mène  une  seconde  droite  qui 
soit  la  conjuguée  harmonique  de  la  première  par  rapport  aux 
deux  tangentes  au  cercle  issues  de  ce  point,  cette  droite  passera 
toujours  par  un  même  point  qui  sera  le  pôle  de  la  droite  Jixe. 

II.  —  Autre  manière  de  démontrer  les  propositions  précédentes. 

689.  Des  théorèmes  précédents,  les  uns  se  rapportent  à  des 
points  et  les  autres  à  des  droites,  de  sorte  qu'ils  peuvent  se  corres- 
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pondre  mutuellement,  comme  cela  a  lieu  pour  la  plupart  des  pro- 
positions que  renferme  cet  Ouvrage  :  par  exemple,  le  dernier 
théorème,  par  lequel  on  construit  le  pôle  d'une  droite,  correspond 
au  premier  (684),  par  lequel  on  construit  la  polaire  d'un  point. 
Cependant  nous  n'avons  pas  fait  cette  distinction,  comme  à  l'or- 
dinaire, ayant  voulu  traiter  d'abord  ce  sujet  de  la  manière  la  plus 
élémentaire,  en  ce  qu'elle  n'exige  la  connaissance  d'aucune  autre 
propriété  notable  du  cercle. 

Mais  nous  allons  reprendre  notre  marche  accoutumée  et  suivre 
les  deux  voies  parallèles,  qui  sont  si  propres  à  marquer  le  carac- 
tère distinctif  des  différentes  propositions,  à  les  classer  dans  un 
ordre  naturel  et  à  répandre  toute  la  clarté  désirable  sur  leur  en- 
semble. 

690.  Deux  transversales  paa\  pbb\  issues  du  point  p  et  ren- 
contrant le  cercle,  donnent  lieu  au  quadrilatère  aa'b'b  {Jig>  i47)- 
Une  troisième  transversale  quelconque,  menée  par  le  même  point, 
rencontre  les  deux  côtés  opposés  ab,  a' V  en  deux  points  c,  c'  el 
le  cercle  en  deux  autres  points  s,  cp  (réels  ou  imaginaires).  Ces 
deux  couples  de  points  appartiennent  à  une  involulion  dont  le 
point  p  est  un  des  points  doubles  (665).  Or  la  droite  RG,  qui 
joint  le  point  de  concours  des  deux  côtés  opposés  ab^  a'V  à  celui 
des  deux  diagonales  ab\  a'b,  et  la  droite  Rp  divisent  harmoniqur- 
ment  l'angle  des  deux  côtés  ab,  a'V  (355);  donc  la  transversale 
rencontre  la  droite  RG  en  un  point  p"'  qui  esj;  le  conjugué  harmo- 
nique de  p  par  rapport  aux  deux  c,  c'.  Donc  ce  point  p'"  est  le 
second  point  double  de  Tinvolution  (2H).  Donc  les  deux  points  p, 
jo"'  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  e  et  ç 
de  la  courbe. 

De  là  résulte  tout  à  la  fois  la  démonstration  des  deux  tliéo- 
rèmes  (684  et  686),  relatifs  à  la  polaire  d'un  point. 

691.  Considérons  le  quadrilatère  circonscrit  AEBF  [Jig*  i48)» 
dont  les  sommets  opposés  sont  A,  B  et  E,  F.  Si  d'un  point  quel- 
conque în  de  la  droite  EF  on  mène  les  droites  /n  A,  mB  et  les  deux 
tangentes  au  cercle  me,  mcp  (réelles  ou  imaginaires),  ces  deux 
couples  de  droites  appartiendront  à  une  involution  dont  la  droite 
EF  sera  Tun  des  rayons  doubles  (676).  Mais  la  droite  AB  estdi- 
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visée  harmoniquement  en  G  et  R  par  les  deux  dd'  et  EF  (350). 
Donc  la  droite  m  G  et  lu  droite  mE  sont  conjuguées  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  m  A,  mB.  Donc  la  droite  m  G  est  le  second 
rayon  double  de  Tinvolution.  Donc  cette  droite  et  la  ligne  mE 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  tangentes 
issues  du  point  m.  Or,  d'une  part,  le  point  G>  par  lequel  passe 
cette  droite,  est  fixe,  quel  que  soit  le  point  m,  puisque  c'est  l'in- 
tersection des  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit  A^/Brf'.  Et, 
d'autre  part,  si  le  point  m  est  à  l'infini,  auquel  cas  les  deux  tan- 
gentes sont  parallèles  à  la  droite  EF,  on  reconnaît  que  le  point  G 
et  la  droite  EF  divisent  harmoniquement  le  diamètre  du  cercle 
perpendiculaire  à  cette  droite;  ce  qui  montre  que  le  point  G 
est  le  point  que  l'on  a  appelé  précédemment  le  pôle  de  la  droite 
EF  (684). 

On  a  donc  ce  premier  théorème  : 

Si  de  cliaque  point  d'une  droite  fixe  on  mène  les  deux  tan- 
fientes  h  un  cercle  et  la  droite  qui,  avec  la  droite  fixe,  divise  har^ 
tnoniquement  l'angle  des  deux  tangentes  [réelles  ou  imaginaires)  y 
cette  droite  passe  toujours  par  un  même  point,  qui  est  le  pôle  de 
ta  droite  fixe  (  •  ). 

Que  l'on  remarque  maintenant  que  ce  point  fixe,  se  trouvant 
déterminé  par  les  droites  menées  des  différents  points  de  la  droite 
fixe,  est  indépendant  de  la  position  des  deux  points  E,  F  que 
nous  avons  considérés  sur  cette  droite.  On  en  conclut  ce  second 
théorème  : 

Si  de  deux  points  d'une  droite fxe  on  mène  des  tangentes  à  un 
cercle,  les  diagonales  du  quadrilatère  forme  par  ces  deux  couples 
de  côtés  opposés  passent  par  un  point  fixe,  quels  que  soient 
les  deux  points  pris  sur  la  droite  ;  ce  point  fixe  est  le  pôle  de  la 
droite. 

Corollaire.  —  Quand  les  deux  points  pris  sur  la  droite  sont 
infiniment  voisins,  les  deux  diagonales  du  quadrilatère  deviennent 


(')  Cette  proposition  ne  diffère  pas  du  corollaire  de  (G88);  mais  ici  lei  deux  tan- 
gentes au  cercle  peurent  être  imaginaires,  tandis  que  dans  la  démonstration  du  théo- 
rème (688)  on  les  suppoiait  réelles. 
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infiniment  peu  différentes  et,  à  la  limite,  se  confondent  suivant 
la  corde  de  contact  des  deux  tangentes  uniques.  D'où  Ton  conclut 
que  : 

Quand  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  à  un  cercle  glisse  sur 
une  droite,  la  corde  de  contact  passe  par  un  point  Jixe,  qui  est 
le  pôle  de  la  droite, 

III.   —   Propositions  relatives  à  In  théorie  des  pâles  et  polaires, 

692.   Quand  une  corde  d'un  cercle  tourne  autour  d'un  point 
fixe,  la  somme  algébrique  des  valeurs  in\f erses  des  distances  de 
ses  extrémités  à  la  polaire  de  ce  point  reste  constante. 

Soient  aa'  {fig-  '49)  ^^  corde  qui  tourne  autour  du  point  fixe  p, 
et  p'  le  point  où  elle  rencontre  la  polaire  de  ce  point;  on  a 

"r  =  -7 — ^Ti     (65). 

p  p       p  a       p  a       ^       ' 

Or  les  trois  segments  p'rt,  /&'«',  p'^  sont  proportionnels  aux  dis- 
tances apy  a  ]if  et  pq  des  trois  points  ri,  «'et  p  à  la  polaire.  L'équa- 
tion devient  donc 


I  I  2 

1 T— ;  m  —  r=3  COHât. 

ap       €1  p       pq 


C.    Q.    F.    D. 


Dans  cette  équation,  les  signes  des  perpendiculaires  dépendent 
de  leur  direction  à  partir  des  points  a,  a' ,  Ainsi,  dans  la  figure  où 
le  point  p  est  pris  au  dehors  du  cercle,  les  deux  perpendiculaires 
ap^  a' p*  ont  des  signes  contraires.  Elles  auraient  le  même  signe  si 
le  point  f  était  intérieur  au  cercle. 

693.  Le  théorème  peut  prendre  cet  énoncé  plus  général  :  Si 
autour  d'un  point  fixe  on  fait  tourner  une  corde  d'un  cercle, 
les  distances  de  ses  extrémités  à  un  axe  fixe  quelconque,  divisées 
respect ii^ement  par  les  distances  des  deux  mêmes  points  à  ta  pO' 
laire  du  point  fixe,  ont  une  somme  constante.  En  effet,  soient  aPj 
«'P'  et  pQ  les  perpendiculaires  abaissées  des  trois  points  a,  a'ei  p 
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sur  l'axe  fixe;  on  aura  Téquation 


pp        o«        pa 


et,  comme  précédemment, 


//P       rt'P'  ôQ 

1 r-r  m  2  '— ^  =:  COnSt.  ; 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

694.  «Si  de  chai/ lie  point  d'une  droite  on  mène  deux  tangentes 
à  un  cercle,  la  somme  des  distances  de  ces  deux  tangentes  à  un 
point  fixe  quelconque,  divisées  par  leurs  distances  au  pôle  de  la 
droite,  est  cofis tante. 

En  effet,  soient  p  le  pôle  de  la  droite,  m  le  point  fixe,  et  a,  a',  p' 
les  points  où  la  droite  pm  rencontre  les  deux  tangentes  et  la  droite 
polaire  du  point  p;  on  a  Téquation 

o.mp'       ma       mn'      ,^^. 

— nr- =  —-*-— r       67. 
pp  pu        pu 

^^    ,  .  ma     ma!  mo' 

Ur  les  trois  rapports  — >  — r  et  —V  sont   eeaux,    respective- 

'■*■  pa      pa  00  "  • 


ment,  aux  rapports  des  distances  des  deux  tangentes  et  de  la  d<;oile 
fixe  aux  deux  points  ni  et  p;  Téquation  exprime  donc  le  théorème 
énoncé. 

695.  Si  de  chaque  point  d 'une  droite  fixe  on  mène  deux  tan^ 
gentes  à  un  cercle,  le  produit  des  sinus  des  angles  qu  elles  Jont 
avec  cette  droite  est  au  carré  du  sinus  de  l'angle  que  le  raj  on 
mené  du  même  point  au  centre  du  cercle  j ait  avec  cette  ménw 
droite  dans  une  raison  constante. 

En  effet,  on  a  [fig»  170) 

^         fip      rtl.sini       ^I    .    ^     , 
sm/7/nL  =  smaO/i  =  /- -"       „        ^= -- sinO///L, 

H  R  t\ 


et  de  même 


sm ri  /wL  =  - --  siiiO/wL. 


f  0 
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Donc 

T     •      /    T        nl,/i'I   .  TA. TA'   . 

sin/i/iiL.sina'/?iL=:  — —r —  sm'O/wLm  — — ^ —  sin'O/iiL. 


Ce  qui  démontre  le  théorème. 
GonoLLAiiiE.  —  On  peut  écrire 


^     .      ,    ,        TA.IA'  OP 
sin/7/iiL.sma  /wJ^m  •- 


R* 


0/ii 


De  sorte  que  /e  produit  des  deux  sinus  est  en  raison  inx^erse  du 
carré  de  la  distance  du  point  m  au  centra  du  cercle, 

696.  Nous  appellerons  points  conjugués  par  rapport  à  un 
cercle  deux  points  tels  que  la  polaire  de  Tun  passe  par  Tautre.  Il 
est  clair  que,  si  la  polaire  d'un  point  passe  par  un  autre  point,  ré- 
ciproquement la  polaire  de  celui-ci  passera  par  le  premier  (685). 

On  peut  dire  aussi  que  deux  points  conjugués  sont  deux  points 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points  d'intersection 
(réels  ou  imaginaires)  du  cercle  par  la  droite  sur  laquelle  sont  pris 
ces  deux  points  (684). 

Pareillement,  nous  appellerons  droites  conjuguées  par  rapport 
à  un  cercle  deux  droites  telles  que  le  pôle  de  Tune  se  trouve  sur 
Tautre. 

On  peut  dire  aussi  que  les  deux  droites  sont  conjuguées  ftarmo- 
nit/uespar  rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle  (réelles  ou  imagi- 
naires) menées  par  leur  point  de  concours  (688). 

697.  Puisque  deux  points  conjugués  pris  sur  une  droite  quel- 
conque sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  points 
d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  du  cercle  par  la  droite,  il 
s* ensuit  que  : 

Trois  couples  de  points  conjugués  pris  sur  une  même  droite 
forment  une  involution  de  six  points,  dont  les  points  doubles  sont 
les  deux  points  d'intersection  du  cercle  par  la  droite, 

698.  Pareillement  :  Trois  couples  de  droites  conjuguées  menées 
par  un  même  point  forment  un  faisceau  de  six  droites  en  invo- 
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lution,  dont  les  deux  rayons  doubles  sont  les  tangentes  au  cercle 
menées  par  ce  point. 

699.  Il  résulte  du  théorème  (697)  qu'on  peut  déterminer  les 
points  d'intersection  d'un  cercle  et  d'une  droite  en  prenant  sur 
cette  droite  deux  couples  de  points  conjugués;  les  points  doubles 
de  rinvolution  déterminée  par  ces  deux  couples  de  points,  ou,  en 
d'autres  termes,  les  points  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  couples,  sont  les  points  d'intersection  cherchés  (réels  ou 
imaginaires). 

Pareillement,  on  peut  déterminer  les  tangentes  à  un  cercle 
issues  d'un  point  donné  en  menant  par  ce  point  deux  couples  de 
droites  conjuguées;  les  rayons  doubles  de  l'involution  déterminée 
par  ces  deux  couples,  ou,  en  d'autres  termes,  les  droites  conju- 
guées harmoniques  par  rapport  aux  deux  couples,  sont  les  tangentes 
cherchées  (réelles  ou  imaginaires). 

Obsers^ation.  —  On  conçoit  bien  qu'il  ne  s'agit  pas  ici  de  solu- 
tions pratiques  de  ces  deux  problèmes,  les  plus  simples  que  l'on 
puisse  se  proposer  sur  le  cercle.  Il  s'agit  de  propriétés  qui  seront 
fort  utiles  dans  plusieurs  questions,  d'autant  plus  qu'elles  impli- 
quent le  cas  des  imaginaires. 

700.  Quatre  points  en  ligne  droite  ont  leur  rapport  anharmo- 
nique  égal  à  celui  de  leurs  polaires.  En  effet,  quatre  points  n,  i, 
c,  d  pris  sur  une  même  droite  ont  leur  rapport  anharmonique  égal 
à  celui  de  leurs  conjugués  a' ,  V,  c ,  d'y  car  ces  points  forment  deux 
divisions  homographiques  (697).  Or  ces  points  conjugués  sont  sur 
les  polaires  des  quatre  points  a,  b,  c,  d  (696),  lesquelles  passent 
par  un  même  point  (683)  ;  par  conséquent,  leur  rapport  anharmo- 
nique est  égal  à  celui  des  quatre  droites,  lequel  est  donc  égal  à 
celui  des  quatre  points  a,  b,  c,  d,  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  Il  suit  de  là  que  :  Si  l'on  a  deux  div^isions  homo- 
graphiques sur  deux  droites,  les  polaires  des  points  de  di\nsion 
jorment  deux  faisceaux  homographiques, 

IV.  —  Qundrilatcte  cit conscrit  au  cercle, 

701.  Soit  un  quadrilatère  ArfBrf' circonscrit  au  cercle  (yig'.  i48); 
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les  droites  a'by  aV,  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés 
opposés,  se  croisent  sur  la  diagonale  ÂB,  parce  que  les  deux  som- 
mets A,  B  et  le  point  d'intersection  des  deux  droites  ab\  a'b  sont 
trois  points  appartenant  à  la  polaire  du  point  de  concours  des 
deux  droites  aa',  bV  (686  et  687).  Par  la  même  raison,  le  point 
d'intersection  des  deux  droites  aU ^  a'b  se  trouve  aussi  sur  la  se- 
conde diagonale  dd'.  Donc  : 

Quand  un  (quadrilatère  est  circonscrit  au  cercle,  ses  deux  dia- 
gonales et  les  droites  qui  joignent  les  points  de  contact  des  côtés 
opposés  passent  toutes  quatre  par  le  même  point. 

Remarque,  —  Quatre  tangentes  à  un  cercle  donnent  lieu  à  trois 
quadrilatères  différents,  parce  que,  Tune  de  ces  tangentes  étant 
regardée  comme  le  premier  côté  du  quadrilatère,  on  peut  prendre 
chacune  des  trois  autres  comme  cdté  opposé. 

Les  trois  quadrilatères  sont  Ad'Bd,  AEBF  et  Ed'Fd.  Si  Ton 
considère  la  tangente  en  a'  comme  côté  commun  aux  trois  qua- 
drilatères, le  côté  opposé  sera  la  tangente  en  b  dans  le  premier 
quadrilatère,  la  tangente  en  b'  dans  le  second  et  la  tangente  en  a 
dans  le  troisième. 

Appliquant  le  théorème  précédent  aux  trois  quadrilatères,  on 
en  conclut  que  les  quatre  droites  ab\  a'bj  AB  et  dd'  passent  par 
un  même  point,  comme  nous  l'avons  dit;  que  les  quatre  ab,  a'h\ 
AB,  EF  passent  aussi  par  un  même  point  R;  et  les  quatre  aa\  hb\ 
d'd,  EF  par  un  même  point  p. 

702.  Dans  un  quadrilatère  circonscrit  à  un  cercle,  le  point 'de 
rencontre  des  deux  diagonales  est  le  pôle  de  la  droite  qui  joint 
les  points  de  concours  des  côtés  opposés. 

Car  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  E,  F 
des  côtés  opposés  du  quadrilatère  circonscrit  Ad'Bd  est  le  point 
de  croisement  des  deux  cordes  de  contact  ab',  a'b  (687).  Or  ce 
point  de  croisement  est  le  même  que  celui  des  deux  diagonales  AB, 
dd'  (701).  Donc,  etc. 

703.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  les 
deux  diagonales  et  la  droite  qui  joint  les  points  de  concours  des 
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côtés  opposés  forment  un  triangle  dont  cliai/ue  sommet  a  pour 
polaire  le  côté  opposé. 

Car,  en  appliquant  le  théorème  précédent  aux  deux  autres  qua- 
drilatères dont  il  a  été  question,  on  en  conclut  que  le  point  R  est 
le  pôle  de  la  diagonale  dd'  et  le  point  p  celui  de  la  diagonale  AB; 
de  sorte  que  les  trois  droites  AB,  dd'  et  EF  forment  un  triangle 
GRp  dont  chaque  sommet  est  le  pôle  du  côté  opposé. 

Remarque.  —  Il  suit  de  là  que  les  deux  diagonales  sont  deux 
droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle. 

704.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  si  l'on 
mène  une  transifersale  qui  rencontre  les  deux  diagonales  en  deux 
points,  et  qu'on  prenne  les  deux  autres  points  qui  avec  ceux-là, 
respectivement,  divisent  harmoniquement  les  deux  diagonales, 
ces  deux  points  et  le  pôle  de  la  droite  dans  le  cercle  sont  tous 
trois  en  ligne  droite. 

En  effet,  soient  L  la  transversale  et  U  la  droite  joignant  les  deux 
points  qui,  avec  ceux  où  L  rencontre  les  deux  diagonales,  divisent 
harmoniquement  ces  diagonales.  Si  du  point  d'intersection  des 
deux  droites  L  et  U  on  mène  les  tangentes  au  cercle  et  des  droites 
aux  extrémités  des  deux  diagonales,  ces  six  droites  seront  en  invo* 
lutioQ  (676).  Mais  les  deux  droites  L,  U  sont  les  rayons  doubles 
de  Tinvolution,  parce  qu'elles  divisent  harmoniquement  chacune 
des  deux  diagonales;  donc  elles  sont  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  tangentes  au  cercle;  donc  le  pôle  de  la  droite  L 
est  sur  la  droite  U  (688).  Ce  qu'il  fallait  prouver. 

Corollaire.  —  Si  la  droite  L  est  à  l'infini,  il  s'ensuit  que  : 

Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  les  milieux 
de  ses  deux  diagonales  et  le  centre  du  cercle  sont  sur  une  même 
droite. 

V.  —  Quadrilatère  inscrit  au  cercle  m 

705.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  au  cercle,  les  points 
de  concours  des  tangentes  en  ses  sommets  opposés  et  les  points 
de  concours  de  ses  côtés  opposés  sont  quatre  points  en  ligne 
droite. 

C'haslbb.  — -  Géom,  $up,  &q 
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Car,  dans  le  quadrilatère  aa^i^i  {fis*  '48)»  les  quatre  points  E, 
F,  jOy  R  sont  en  ligne  droite,  parce  qu'ils  appartiennent  à  la  po- 
laire du  point  de  croisement  des  deux  diagonales  aV,  a'b^  les  deuxR 
et  p  en  vertu  du  théorème  (686)  et  les  deux  E,  F  en  vertu  du  théo- 
rème (687). 

706.  Dans  un  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  le  point  de  concours 
des  deux  diagonales  est  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés. 

Car  le  point  de  croisement  des  deux  diagonales  ab\  a'b  est  le 
pôle  de  la  droite  pR  (686). 

707.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  au  cercle,  le  point  de 
rencontre  des  deux  diagonales  et  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  sont  trois  points  dont  chacun  a  pour  polaire  la  droite  qui 
joint  les  deux  autres. 

Car  GR  est  la  polaire  du  point  p,  et  Gp  la  polaire  du  point  R,  de 
même  que  la  droite  pR  est  la  polaire  du  point  de  croisement  des 
deux  diagonales  ah\  ah. 

Remarque,  —  Il  suit  de  là  que  les  points  de  concours  des  côtés 
opposés  d'un  quadrilatère  inscrit  au  cercle  sont  deux  points 
conjugués  par  rapport  au  cercle. 

708.  Quand  un  quadrilatère  est  inscrit  dans  un  cercle.  Us 
polaires  d'un  point  quelconque  relatives  au  cercle  et  aux  angles 
formés  par  les  deux  couples  de  côtés  opposés  passent  par  un 
même  point. 

En  efTet,  soit  P'  le  point  d'intersection  des  polaires  d'un  point  P 
relatives  aux  deux  angles  formés  par  les  deux  couples  de  côtés 
opposés  du  quadrilatère  ;  la  droite  PP  rencontre  ces  côtés  en  deux 
couples  de  points  «,  a'  et  i,  &',  et  le  cercle  en  deux  points  e^f* 
Ces  six  points  sont  en  involution  (665).  Or  les  deux  points  F,  P 
divisent  harmoniquement  les  deux  segments  aa'^  hV\  donc  ils 
divisent  aussi  harmoniquement  le  troisième  segment  e/*(211  ).  Donc 
la  polaire  du  point  P  relative  au  cercle  passe  par  le  point  P'. 
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VI.  —  Propriétés  relatives  à  trois  cordes  passant  par  un  ntâme  point, 

709.  Quand  trois  cordes  d'un  cercle  concourent  en  un  même 
point,  les  droites  menées  d'un  point  de  la  circonférence  à  leurs 
extrémités  forment  un  faisceau  en  ins^olution. 

Soient  aa'f  bb\  ce'  {fig'  i5o)  les  trois  cordes  qui  passent  par 
un  même  point  p.  Je  dis  que  les  droites  menées  d'un  point  m  de  la 
circonférence  à  leurs  extrémités  forment  trois  couples  en  involu- 
tion.  Il  suffit  de  prouver  que  les  quatre  droites  may  mb,  me,  me' 
ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  ma',  mb', 
me'  et  me  (188). 

Joignons  le  point  m  au  point  p,  et  soit  m'  le  point  où  la  droite 
Fnp  rencontre  la  circonférence.  Les  quatre  droites  ma,  mb,  me, 
me'  ont  leur  rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  m'a, 
m'b,  m'e  et  m'e'  menées  du  point  m'  aux  quatre  mêmes  points  a, 
by  c,  c'  (65i).  Mais  celles-ci  ont  leur  rapport  anharmonique  égal 
à  celui  des  quatre  droites  ma',  mb',  md  et  me,  parce  que  ces  huit 
droites  se  rencontrent  deux  à  deux  en  quatre  points  situés  en  ligne 
droite  (C86).  Donc  les  deux  faisceaux  de  quatre  droites  ma,  mb, 
mc^  me'  et  ma' ,  mb' ^  md ,  me  ont  leurs  rapports  anharmoniques 
égaux.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  est  évidenl  que,  réciproquement  :  Si  l'on  prend  un  point  de 
la  circonférence  d'un  cercle  pour  sommet  commun  de  trois  angles 
dont  les  côtés  soient  en  immolation,  les  cordes  sous-tendues  par  les 
trois  angles  concourront  en  un  même  point. 

Corollaire.  —  Quand  la  transversale  pan'  tourne  autour  du 
point  p  {Jig»  i5i),  les  deux  droites  ma,  ma'  forment  deux  fais- 
ceaux en  involution,  et  les  droites  menées  aux  extrémités  A,  A'  du 
diamètre  sur  lequel  est  le  point  p  sont  les  deux  rayons  rectangulaires 
de  rinvolution.  Par  conséquent,  on  a 

tangamA.tang/i'mA  =  const.     (259,  3^), 

et  par  suite 

tang  \AOa,  tang  |  AOo'  =  const. 

Donc  : 

Quand  ime  corde  d'un  cercle  tourne  autour  d'un  point  fixe, 

'9- 
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les  raj  ons  menés  du  cenire  à  ses  extrémités  font,  avec  le  rayon 
(lui  passe  par  ce  point,  deux  angles  tels  que  le  produit  des  tan- 
gentcs  des  demi-angles  reste  constant, 

710.  Puisque  les  droites  menées  d'un  poiql  de  la  circonférence 
aux  Irois  couples  de  points  a,  a'\  i,  V  et  c,  c'  sont  en  involulion, 
il  existe  entre  leurs  angles  et,  par  conséquent,  entre  les  demi-arcs 
compris  entre  ces  six  points,  toutes  les  relations  d'involution  rela- 
tives à  un  faisceau  de  six  droites.  Par  exemple,  on  aura  les  équa- 
tions 

s\iï\ab.s\iï\ab*       s\j\\rt*  b  .ûii\a' b* 

ûïi\ac.sm\ac         bini/ï'r.sin|«V 
ûïï\ab  ,ûvk\b'  c  .sin^c  a'  ^=  —  siii\a*  b'  ,ÛTi\b</  ,sm^ca , 

Vil.  —  Propriétés  rclaiiies  h  trois  angles  circonscrits  qui  ont  leurs  sommets 

en  ligne  droite. 

711.  Quand  trois  angles  circonscrits  à  un  cercle  ont  leurs  sonir 
mets  en  ligne  droite,  les  segments  qu'ils  interceptent  sur  une  tan- 
gente au  cetxle  sont  en  in^^olution. 

Soient  A,  B,  C  [fig-  i5a)  les  sommets  des  trois  angles  et  aa'y 
bb\  cd  les  segments  qu'ils  interceptent  sur  une  tangente  M;  il 
suffit  de  prouver  que  les  quatre  points  ^,  hy  c^  d  ont  leur  rapport 
anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  cl  y  h\  d  y  c.  Que  par  le  point 
de  rencontre  de  la  droite  ABC  et  de  la  tangente  M  on  mène  une 
seconde  tangente  M'  qui  rencontrera  les  côtés  des  trois  angles  en 
des  points  a,  a';  6,  ff  et  y,  /.  Les  quatre  points  a,  &,  c,  d  ont  leur 
rapport  anharmonique  égal  à  celui  des  quatre  pointsor,  6,  /,  /  i^^)' 
Mais  celui-ci  est  égal  à  celui  des  quatre  points  tly  l/y  d,  c,  parce 
que  les  quatre  droites  aafy  b&y  c/,  dy  passent  par  un  même  point, 
qui  est  le  pôle  de  la  droite  ABC  (691  ).  Donc  le  rapport  anharmo- 
nique des  quatre  points  a' y  Vy  dy  c  est  égal  à  celui  des  quatre 
points  a  y  b,  Cy  d. 

Corollaire.  —  Les  deux  tangentes  ED,  E'iy  parallèles  à  la 
droite  AR  {^g»  1 53  )  renconti^ent  la  tangente  M  en  deux  points  D,  D^ 
qui  sont  deux  points  conjugués  de  Tinvolution.  Ces  points  sont  vus 
du  centre  sous  un  angle  droit  (668,  CorolL);  par  conséquent,  lepro- 


PROPRIÉTÉS  RELATIVES  A  UN  CERCLE.  453 

duît  des  tangentes  des  angles  DO  a,  DOa'  est  constant  (259,  3®). 
Mais  ces  angles  sont  les  moitiés  des  angles  que  les  deux  tangentes 
Aa,  Aa'  font  avec  la  tangente  DE,  lesquels  sont  égaux  à  KArt, 
KAa'.  Il  en  résulte  donc  ce  théorème  : 

Si  de  chaque  point  d'une  droite  on  mène  deux  tangentes  à  un 
cercle,  le  produit  des  tangentes  trigonométriques  des  demi-angles 
quelles  font  avec  la  droite  est  constant  ( * ). 

VIII.  —  Figures  polaires  réciproques, 

712.  Etant  donnée  une  figure  quelconque,  les  polaires  de  ses 
points  forment  une  figure  corrélatii/e. 

En  effet,  les  deux  figures  ont  enlre  elles  les  relations  descriptives 
qui  appartiennent  aux  figures  corrélatives ,  puisque  à  des  points 
dans  l'une  correspondent  des  droites  dans  l'autre;  et,  d'après  le 
théorème  (700),  les  deux  figures  ont  aussi  les  relations  métriques 
des  figures  corrélatives  ;  donc  elles  sont  corrélatives. 

713.  S'il  se  trouve  dans  la  première  figure  une  courbe,  il  lui  cor- 
respond dans  la  seconde  figure  une  autre  courbe  qui  est  l'enve- 
loppe des  polaires  des  différents  points  de  la  première.  Cette  courbe 
jouît  d'une  autre  propriété,  savoir,  d'être  le  lieu  des  pôles  des  tan- 
gentes  à  la  première  courbe. 

En  effet,  un  point  de  la  seconde  courbe  est  l'intersection  de  deux 
tangentes  infiniment  voisines,  lesquelles  sont  les  polaires  de  deux 
points  de  la  première  courbe  infiniment  voisins.  Donc  ce  point 
de  la  deuxième  courbe  est  le  pôle  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  de  la  première;  mais,  ces  points  étant  infiniment  voisins, 
cette  droite  est  la  tangente  à  la  première  courbe. 

II  suit  de  là  que  la  première  courbe  pourrait  être  formée  au 
moyen  de  la  deuxième,  de  la  même  manière  que  celle-ci  a  été 
formée  avec  la  première,  c'est-à-dire  qu'il  suffît  de  prendre  soit 
les  polaires  des  points,  soit  les  pôles  des  tangentes  de  la  seconde 
courbe. 


(*  )  Lefl  deux  angles  doirentètre  comptés  ilc  manière  que,  quand  les  deux  tangentes 
derîenncnt  parallèles  à  la  droite  AK,  l'un  d'eux  soit  nul,  et  l'autre  égal  à  i8o*. 
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A  raison  de  ces  propriétés  réciproques,  les  deux  courbes  sonl 
dites  polaires  réciproques.  Le  cercle  par  rapport  auquel  on  prend 
les  pôles  et  polaires  s'appelle  le  cercle  auxiliaire  ou  directeur. 

71-4.  La  courbe  polaire  d'un  cercle  est  une  section  conique, 
c'est-à-dire  une  courbe  provenant  de  l'intersection  d'un  cône  à 
base  circulaire  par  un  plan. 

En  effet,  la  courbe  polaire  d*un  cercle  est  le  lieu  des  pôles  des 
tangentes  à  ce  cercle  (  les  pôles  étant  pris  par  rapport  au  cercle 
auxiliaire).  Considérons  deux  tangentes  fixes  et  une  tangente 
mobile;  il  leur  correspond  sur  la  courbe  polaire  deux  points  fixes 
et  un  point  variable.  Aux  deux  points  de  rencontre  des  deux  tan- 
gentes fixes  et  de  la  tangente  mobile,  lesquels  font  deux  divisions 
homographiques  (669),  correspondent  dans  la  figure  polaire  les 
droites  menées  des  deux  points  fixes  au  point  variable,  et  ces 
droites  forment  deux  faisceaux  homographiques  (700,  CorolL). 
Donc,  en  appliquant  ici  la  seconde  démonstration  du  théorème 
(558),  on  en  conclut  que  la  courbe  lieu  du  point  d'intersection 
des  rayons  homologues  de  ces  deux  faisceaux  est  une  section  co- 
nique, c.   Q.    F.   D. 

715.  Toutes  les  propriétés  métriques  des  figures  corrélatives 
s'appliquant  d'elles-mêmes  aux  figures  polaires  réciproques  (712), 
il  en  résulte  ce  théorème  : 

Etant  pris  dans  le  plan  d'un  cercle  deux  points  fixes  a,  b  ef 
leurs  polaires  A,  B,  si  l'on  prend  un  autre  point  quelconque  m 
et  sa  polaire  M,  le  rapport  des  distances  de  ce  point  aux  deiut 
droites  A,  B  sera  au  rapport  des  distances  de  la  droite  M  aux 
deux  points  a,  b  dans  une  raison  constante  (599). 


Ainsi  Ton  aura 


Pour  déterminer  la  constante,  on  peut  supposer  que  la  droite  M 

(')  Nous  aTons  déjà  employé  la  notation  (m,  A)  pour  représenter  la  distance  d'na 
point  m  à  une  droite  A  (359,  VII). 
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soit  à  rinfini;  ses  distances  aux  deux  points  a^  b  seront  égales,  et 
son  pâle  m  sera  le  centre  O  du  cercle.  On  aura  donc 

(O.A)_ 
(O.B)-*- 
L'équation  devient 

[m,K)  .  (M,a)  _  (0,A) 
(m,B)-(M,6)-(0,B)' 

Il  faut  remarquer  que  le  rapport  J    *    j  est  égal  à  la  valeur  inverse 

du  rapport  des  distances  des  deux  points  a,  b  au  centre  O  (684), 

c'est-à-dire  à  — —  • 

Oa 

On  peut  déterminer  la  constante  X  d'une  autre  manière  qui 

conduit  à  une  expression  difTérente.  Supposons  que  le  point  m  se 

confonde  avec  &,  et  par  conséquent  la  droite  M  avec  la  droite  R; 

il  vient 

(6.B)-'(B.*)  (B,«)' 


et  par  suite 


(m,B)-  (M,A)       {B,«) 


716.  Les  deux  expressions  de  X  montrent  que 

(B.fl)        (0,B)' 
c'est-à-dire  que  : 

Si  l'on  prend  dans  un  cercle  les  pôles  de  deux  droites ,  les 
distances  respectii^es  de  chacune  de  ces  droites  au  pôle  de  l'autre 
sont  entre  elles  comme  les  distances  des  deux  droites  au  centre 
du  cercle. 

717.  Dans  ce  théorème,  les  deux  droites  A,  B  sont  quelconques; 
supposons  que  la  première  soit  fixe  et  la  seconde  mobile,  et  repré- 
sentons celle-ci  par  M  et  son  pôle  par  m;  on  a  l'équation 

(M,a]  ^(//i,  A) 
(M,0)        (0,A)' 
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Si  Ton  considère  la  droite  M  comme  appartenant  à  une  première 
figure,  son  pôle  m  appartiendra  à  une  figure  corrélative  (712),  et 
cette  équation  pourra  servir  à  passer  des  propriétés  de  Tune  des 
deux  figures  à  celles  de  Tautre. 

Par  exemple,  on  passe  du  théorème  (663),  concernant  un  poly- 
gone inscrit  au  cercle,  au  théorème  (674),  relatif  à  un  polygone 
circonscrit,  car  on  aura 

(/ii,A)  =  (M,fl).— ^     ou      (/w,A)  =  (M,«).— . 

718.  Prenons  ce  théorème  de  Stewart  (*)  :  «Si  d'un  point  on 
abaisse  sur  les  côtés  d'un  polygone  régulier  de  m  côtés,  circonscrit 
à  un  cercle,  des  perpendiculaires,  la  somme  de  leurs  puissances 
n[n  étant  <:^ m)  ne  dépendra  que  de  la  distance  du  point  au  centre 
du  cercle,  et  non  de  la  position  du  polygone.  » 

Concevons  que  la  droite  A  soit  un  des  côtés  du  polygone  ;  son 
point  de  contact  a  sera  le  sommet  d'un  polygone  régulier  inscrit 
au  cercle,  et  l'on  aura 

(m.A)  =  (M,«)^. 

Par  conséquent,  si  la  droite  M  change  de  position  en  conser- 
vant la  même  distance  au  point  O,  la  somme  des  puissances  n  des 
distances  (M, a)  restera  constante;  c'est-à-dire  que  : 

Quand  un  polygone  régulier  de  m  côtés  est  inscrit  à  un  cercle, 
la  somme  des  puissances  n  (  n  étant  plus  petit  que  m  )  des  distances 
de  ses  sommets  à  une  droite  ne  dépend  que  de  la  distance  de 
cette  droite  au  centre  du  cercle. 

Observation.  —  On  voit  qu'rl  sera  fort  utile  d'introduire  les 
relations  métriques  générales  des  figures  corrélatives  dans  la 
théorie  des  polaires  réciproques,  où  l'on  a  plus  particulièrement 
considéré,  jusqu'ici,  les  relations  descriptives  et  les  relations 
d'angles. 


(')  Some  gênerai  theoremt  of  considérable  use  in  the  higher  parts  of  Mathematies, 
Edinb.,  1746,  in-8*. 
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PROPRIÉTÉS   RELATIVES   A    DEUX   CERCLES. 


I.  —  Des  centres  de  similitude  de  deux  ceixles, 

719.  Deux  cercles  peuvent  être  considérés  comme  deux  figures 
homothétiques  (semblables  et  semblablement  placées),  et  cela 
de  deux  manières,  parce  qu'ils  ont  toujours  deux  centres  de  simi- 
litude. 

En  eflfet,  que  Ton  mène  dans  les  deux  cercles  deux  rayons  Or?, 
(yj  [fig'  i54)  parallèles  et  de  même  direction  ;  la  droite  qui  joint 
leurs  extrémités  rencontre  la  ligne  des  centres  en  un  point  S  dé- 
terminé par  la  proportion  suivante,  qui  résulte  de  la  similitude 
des  deux  triangles  aOS,  aaa' : 

Oa  _  «n  __Ofl  — OV 
ÔS  ~  ^'  ~       ÔÔ'        ' 

ouy  en  appelant  R  et  /'  les  rayons  des  deux  cercles , 

R.OO' 


0S  = 


R— r 


Cette  expression  de  OS  est  constante  et  montre  que  le  point  S 
est  fixe,  quelle  que  soit  la  direction  commune  des  deux  rayons 

Oa,  O'fl'.  Mais  le  rapport  ^— ,  est  aussi  constant,  car  il  est  éj;al 

à  -— -,.  Les  deux  cercles  sont  donc  deux  figures  homothétiques  donl 

le  centre  de  similitude  est  le  point  S. 

Pareillement,  si  l'on  mène  le  rayon  0*a"  en  sens  opposé  à  la 
direction  de  Oa,  la  droite  aa^  rencontrera  00' en  un  point  fixe  S', 
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déterminé  par  Téquation 

0S'=-- » 

R  -f-r 

et  qui  est  encore  un  centre  de  similitude. 

Ainsi  les  deux  cercles  ont  deux  centres  de  similitude»  Il  résulte 
de  la  construction  par  laquelle  ces  points  se  déterminent  que  le 
premier  est  situé  au  delà  de  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles 
et  le  second  entre  les  deux  centres,  quelle  que  soit  la  position 
relative  des  deux  cercles.  Le  premier  est  dit  centre  de  similitude 
directe  et  le  second  centre  de  similitude  inverse. 

Quand  les  deux  cercles  se  touchent,  leur  point  de  contact  est  un 
centre  de  similitude  directe  ou  im^erse,  selon  que  les  deux  cercles 
se  touchent  intérieurement  ou  extérieurement. 

720.  Les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  sont  deux 
points  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  centres  de 
figure. 


Car  on  a 


d'où 


SO_R  S^O  _  R 

SO'""  r      ®'     S'O'""  r' 


SO  _S^ 
SO'""S'0' 


Mais  Tun  des  deux  centres  de  similitude  est  situé  au  delà  des 
deux  centres  O,  C,  et  l'autre  entre  ces  deux  points;  doncTun  des 

deux  rapports  rpr^»  —f-rr-,  est  positif  et  l'autre  négatif,  et,  par  consé- 

quent,    les  deux   points  S,  S^  divisent  harmoniquement  le   seg- 
ment 00' (60).  c.   Q.   F.   D. 

721 .  Les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  forment  une 
inuolution  as^ec  les  deux  couples  de  points  des  deux  circonférences 
situés  sur  la  ligne  des  centres. 

En  effet,  on  a  {fig*  i55) 


SA       R       SB       R 


—  y 


S«        r         Sb 


r 


1 


PAOPfilérÉS  RELATIVES  A  DEUX  CERCLES.  4^9 

donc 


Et,  pareillement, 


Donc 


S  A.  SB 

R* 

Sa.Sb' 

~r» 

S'A .  S' B 
S'a.S'b 

R« 

SA.  SB 

S'A.S'B 

Sa.Sb       S'a.S'6 


Pour  que  cette  équation  soit  une  des  relations  d^involution  de 
six  points,  il  faut  que  les  deux  membres  soient  de  même  signe.  Or 
cela  a  lieu  évidemment,  parce  que  chacun  des  deux  points  S,  S' 
est  ou  au  dehors  des  deux  courbes,  ou  dans  Tintérieur  des  deux  à 
la  fois,  de  sorte  que  les  deux  produits  SA.SB  et  Sa.Sb  sont 
toujours  de  même  signes  et  pareillement  des  deux  S'A.S'B  et 
S'a.S'b. 

722.  Toute  droite  menée  par  le  centre  de  similitude  de  deux 
cercles  coupe  leurs  circonférences  sous  des  angles  égaux. 

Cela  est  évident,  car,  d'une  part,  les  deux  angles  en  a'  et  ai 
dans  le  cercle  O'  {Jig'  i54)  sont  égaux,  et,  d'autre  part,  les  deux 
angles  en  c^  et  a  sont  aussi  égaux,  puisque  les  deux  figures  sont 
semblables  et  scmblablement  placées,  et  que  le  point  S  est  leur 
centre  de  similitude. 

II.  —  Corde  commune  à  deux  cercles  ou  axe  radical, 

723.  Nous  appelons  corde  commune  à  deux  cercles  une  droite 
dont  les  pointa  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  avec  les  deux 
cercles  sont  les  mêmes. 

Le  cas  où  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas  donne  lieu  a  ce 
théorème  : 

Deux  cercles  ont  toujours  une  corde  commune. 

En  effet,  que  Ton  mène  une  droite  quelconque  qui  rencontrera 
les  deux  cercles  en  deux  couples  de  points  a,  b  et  a',  b'  (réels  ou 
imaginaires);  il  existera  toujours  sur  cette  droite  un  point  m  tel. 
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que  les  produits  ma.mb  et  ma' ,mV  seront  égaux  (214).  Que  de  ce 
point  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  droite  qui  joint  les 
centres  des  deux  cercles;  cette  droite  sera  la  corde  commune  aux 
deux  cercles,  c'est-à-dire  qu'elle  les  rencontrera  aux  deux  mêmes 
points  (réels  ou  imaginaires).  En  effet,  les  deux  points  sur  chacun 
des  cercles  auront  le  même  point  milieu,  qui  sera  sur  la  ligne  des 
centres  des  deux  cercles  (656) ^  et  le  rectangle  de  leurs  distances 
au  point  m  sera  aussi  le  même,  car  il  sera  égal  à  ma,mb  dans  Fun 
des  cercles  et  à  ma' .mV  dans  l'autre  (657). 

Corollaire.  —  Il  résulte  de  là  que,  quand  une  transversale  ren- 
contre deux  cercles  en  deux  couples  de  points  a,  b  et  a',  i',  et  leur 
corde  commune  en  wi,  on  a  toujours  l'égalité  ma.mb  =  ma' .niV\ 
et  que  réciproquement,  quand  cette  égalité  a  lieu,  le  point  m  ap- 
partient à  la  corde  commune  aux  deux  cercles. 

724.  Les  tangentes  menées  à  deux  cercles  d 'un  même  point  de 
leur  corde  commune  sont  de  même  longueur. 

Car  on  a  {Jig*  i55)  mt  zr:zme.mf,  en  appelant  e,  J  les  deux 
points  d'intersection  (réels  ou  imaginaires)  des  deux  cercles*,  et  de 

même  mt!  =  me.mj.  Donc  mt  ^^  mtf. 

Réciproquement  :  Si  les  tangentes  menées  d'un  même  point  à 
deux  cercles  sont  égales,  ce  point  appartient  nécessairement  à  la 
corde  commune  aux  deux  cercles. 

En  effet,  la  tangente  au  second  cercle  mf' rencontre  le  premier  en 

deux  points eetcp  (réelsou  imaginaires),  et  Ton  a  me  •mCf:=m£  (657). 

Mais,  par  hypothèse,  mL  =  mt'\  donc  me.mc^^  mtf.  Donc  le 
point  m  appartient  à  la  corde  commune  aux  deux  cercles  (723, 
corolL). 

A  raison  de  cette  propriété,  et  parce  que  la  longueur  de  la  tan- 
gente menée  d'un  point  à  un  cercle  s'exprime  par  un  radical,  on  a 
appelé  la  corde  commune  à  deux  cercles  axe  radical  (  *  ). 


(*)  Cette  expression  a  été  proposée  par  M.  Gaultier  (de  Tours),  dans  un  Mémoire 
sur  les  contacts  des  cercles  (Journal  de  l'École  Polytechnique,  XVI*  cahier,  annve 
i8i3). 
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725.  L'axe  radical  de  deux  cercles  est  à  égale  distance  des 
deux  polaires  de  chaque  centre  de  similitude. 

En  effet,  si  l'on  conçoit  une  tangente  commune  aux  deux  cercles, 
le  point  où  elle  rencontre  l'axe  radical  est,  d'après  le  théorème 
précédent,  à  égale  dislance  des  points  de  contact;  mais  ces  points 
sont  sur  les  polaires  du  centre  de  similitude  par  lequel  passe  la 
tangente,  et  ces  polaires  sont  parallèles  à  l'axe  radical.  Donc,  etc. 

726.  Si  par  un  point  de  l'axe  radical  de  deux  cercles  on  mène 
deux  droites  quelconques,  les  quatre  points  [réels  ou  imaginaires) 
dans  lesquels  elles  rencontrent  l'une  un  cercle  et  l'autre  l'autre 
cercle  sont  sur  un  même  cercle. 

Car,  soient  m  le  point  de  l'axe  radical,  a,  b  les  points  de  ren- 
contre du  premier  cercle  par  l'une  des  transversales,  a',  V  les 
points  de  rencontre  du  second  cercle  par  l'autre  transversale  et  e, 
J  les  points  communs  aux  deux  cercles  sur  l'axe  radical  ;  les  deux 
rectangles  ma.mb,  ma' .mb'  sont  égaux  à  me . m/*  et  par  consé- 
quent égaux  entre  eux  ;  ce  qui  prouve  que  les  quatre  points  a,  &, 
a' y  V  sont  sur  une  même  circonférence  de  cercle  (657). 

727.  La  corde  commune  à  deux  cercles  jouit  de  la  propriété 
que  les  polaires  de  chacun  de  ses  points  par  rapport  aux  deux 
cercles  se  croisent  sur  cette  droite. 

En  effet,  les  polaires  d'un  point  de  la  corde  commune  passent 
par  le  point  qui  est,  sur  cette  droite,  le  conjugué  harmonique  du 
premier  par  rapport  aux  deux  points  d'intersection  (réels  ou  ima- 
ginaires) des  deux  cercles  (684). 

Réciproquement  :  Quand  une  droite  est  telle  que  les  polaires 
de  chacun  de  ses  points  par  rapport  à  deux  cercles  se  rencontrent 
sur  cette  droite,  cette  droite  est  une  corde  commune  aux  deux 
cercles. 

En  effet,  si  deux  systèmes  de  points  sur  une  môme  droite  L 
sont  conjugués  par  rapport  à  chacun  des  deux  cercles,  les  points 
d'intersection  de  l'un  et  de  l'autre  cercle  par  cette  droite  sont  les 
mêmes  (699). 
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728.  Un  point  sîtué  à  rinfini  a  pour  polaires  dans  deux  cercles 
deux  diamètres  parallèles,  lesquels  se  rencontrent  à  rinfini ,  de 
sorte  que  la  droite  située  à  l'infini  peut  être  considérée  comme 
une  corde  commune  aux  deux  cercles. 

Ainsi  Ton  peut  dire  que  deux  cercles  ont  quatre  points  d'inter- 
section situés  deux  à  deux  sur  deux  cordes  communes  toujours 
réelles;  que  sur  Tune  de  ces  droites,  située  à  distance  finie  et 
appelée  axe  radical,  les  deux  points  sont  réels  ou  imaginaires,  et 
que  sur  Tautre,  située  à  Tinfini,  les  deux  points  sont  toujours  ima- 
ginaires. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  deux  cercles  sont  concentriques, 
leur  axe  radical  est  lui-même  à  Tinfini  et  leurs  deux  cordes  com- 
munes se  confondent  ;  on  peut  dire  alors  que  les  deux  cercles  ont 
un  double  contact  imaginaire  à  Tinfini,  parce  que  leurs  quatre 
points  d'intersection  coïncident  deux  à  deux  sur  la  droite  située 
à  rinfini  (*). 

III.  —  Des  cercles  considérés  comme  figures  homologiques. 

729.  Deux  cercles  sont  deux  figures  homologiques  dans  les- 
quelles  l'axe  d'homologie  est  la  corde  commune  ou  axe  radical 
des  deux  cercles,  et  le  centre  d'homologie  est,  l'un  ou  l'autre, 
indifféremment,  des  deux  centres  de  similitude. 

En  eDTet,  soient  M  et  m  {fig*  i56)  deux  points  homologues  par 
rapport  au  centre  de  similitude  S,  et  MP^  mp  les  distances  de  ces 
points  aux  polaires  du  point  S  relatives  aux  deux  cercles.  On  a.  en 
verlii  de  la  similitude  des  deux  figures, 

S  m       mp 
SÂÎ  ""MP' 

Soient  mf  le  second  point  du  cercle  o  sur  la  droite  Sm,  eim^p^  la 
distance  de  ce  point  à  la  polaire  du  point  S;  on  a 

|i!L  =  __:îV.     (684). 


(')  Cette  notion  d'une  corde  commune  à  deux  cercles  située  à  l'inlini  et  de  d^ax 
cercles  ayant  un  double  contact  imaginaire  a  été  émise  par  Poncelet  dans  son  Traité 
des  propriétés  projectives  des  figures  {-voir  p.  48). 
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De  ces  deux  équations  résulte  celle-ci  : 

SM  MP 

Cette  équation  prouve  (530)  que  les  deux  points  M  et  m^  appar- 
tiennent à  deux  figures  homologiques  dans  lesquelles  les  polaires 
du  point  S  sont  deux  droites  homologues. 

Deux  figures  homologiques  rencontrent  leur  axe  d'homologie 
dans  les  mêmes  points  ;  donc  Taxe  d'homologie  des  deux  cercles 
est  leur  axe  radical. 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

730.  Deux  cordes  homologiques,  telles  que  MN,  m«  n< ,  comprises 
entre  deux  droites  issues  d'un  centre  d'homologie,  se  coupent  sur 
l'axe  radical. 

Cela  résulte  des  propriétés  des  figures  homologiques. 

731.  Pareillement  :  Les  tangentes  en  deux  points  homologi- 
ques My  mi  se  rencontrent  sur  l'axe  radical. 

Réciproquement  :  Si  d'un  point  de  l'axe  radical  on  mène 
une  tangente  à  chacun  des  deux  cercles,  les  deux  points  de  con^ 
tact  sont  en  ligne  droite  avec  l'un  ou  l'autre  des  deux  centres  de 
similitude. 

Cela  est  évident,  d'après  ce  qui  précède. 

732.  Puisque  deux  cordes  homologiques  se  croisent  sur  l'axe 
d'homologie,  on  en  conclut  que  : 

Deux  couples  de  points  homologiques  sur  deux  cercles  sont 
quatre  points  situés  sur  une  même  circonférence  de  cercle  (726). 

733.  Le  rectangle  des  distances  de  deux  points  homologiques 
de  deux  cercles  au  centre  d'homologie  est  constant,  quels  que 
soient  ces  deux  points. 

Car,  les  quatre  points  M,  N,  m^,  n^  étant  sur  une  même  circon- 
férence (732),  on  a 

SM.S/Wi=SN.S//,. 
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734.  Autre  manière  de  démontrer  les  théorèmes  précédemts.  — 
Ces  divers  théorèmes,  que  nous  avons  conclus  naturellement  des 
propriétés  les  plus  simples  des  figures  homologiques,  se  démontrent 
aussi  d^iine  manière  directe  fort  simple,  mais  en  suivant  une  marche 
inverse. 

Les  deux  points  M,  m  étant  homologues  par  rapport  au  centre 
de  similitude  S,  on  dit  que  les  deux  M ,  m^  sont  anti-homologues, 
et  Ton  démontre  d'abord  notre  dernière  proposition,  savoir,  que 
le  rectangle  SM .  Smi  est  constant  quels  que  soient  les  deux  points 
anti-homologues  M,  m,.  En  effet,  on  a  {fi g-  i56) 

-r, —  =—       et       S/W,S/Mi=i:  So    —  /'; 

S/«        r 

A'oxi 

R  /  — «  \ 

SM.S/ii,=:  —  ^So   —  r^)  =r  const. 

De  là  résulte  que  deujc  couples  de  points  anti-homologues  M,  mi 
e^  N,  n  «  sont  sur  une  même  circonférence  de  cercle. 

Conséquemment,  v  étant  le  point  de  concours  des  deux  cordes 
MN,  /ii|/ï4,  on  a 

vM.vN  =  v/Wj.v/î,. 

Donc  les  tangentes  aux  deux  cercles  menées  par  le  point  y  sont 
égales^  donc  ce  point  est  sur  l'axe  radical  (724)  ;  donc  deux  cordes 
anti-homologues  se  coupent  sur  l'axe  radical. 

En  supposant  que  les  deux  cordes  deviennent  infiniment  petites, 
on  en  conclut  que  les  tangentes  en  deux  points  anti-homologues 
se  coupent  sur  l'axe  radical. 

Cela  résulte  encore  de  ce  que  ces  tangentes,  qui  font  des  angles 
égaux  avec  la  droite  qui  joint  les  deux  points  de  contact  (722),  sont 
de  même  longueur. 

Enfin,  les  cordes  anti-homologues,  telles  que  MN,  mi^^,  se 
coupant  sur  l'axe  radical,  on  en  peut  conclure  que  les  deux  cercles 
sont  deux  figures  homologiques  dont  le  centre  et  l'axe  d'homo- 
logie  sont  le  centre  de  similitude  S  et  l'axe  radical  (S28).    • 

Ce  que  nous  disons  du  centre  de  similitude  S  s'entend  évidem- 
ment du  second  centre  de  similitude  S'. 
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735.  Le  rapport  d'homologie  de  deux  cercles  est  égal,  avec  un 
signe  contraire,  à  leur  rapport  de  similitude. 

Soit  [L  le  point  où  la  droite  Sm|M  {fig*  iSj)  rencontre  Taxe 
radical  ou  axe  d'homologie  ;  on  a 

SM  ___      Mtx 


La  constante  A  est  ce  que  nous  avons  appelé  le  coefficient  ou  rap^ 
port  d'homologie  des  deux  figures  (530). 

Soient  £,  e  les  points  appartenant  aux  polaires  du  point  S  dans 
les  deux  cercles  ;  ces  points  sont  homologues  par  rapport  au  centre 
de  similitude  S,  et  Ton  a 

SER 

Se        r 

Mais    ils  sont  homologiques  par  rapport  au  point  S   considéré 
comme  centre  d'homologie,  de  sorte  qu'on  a 

SE     uK       .      ,  uckiw  SE  - 

^/'ye='-     (^30)     ou     -  =  -X. 

parce  quefxE  =  —  fxe  (725).  Donc 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

Remarque,  —  Les  rapports  d'homologie  relatifs  aux  deux 
centres  d'homologie  sont  égaux  et  de  signes  contraires^  de  même 
que  les  rapports  de  similitude  (720). 

736.  Les  pôles  de  l'-axe  radical  de  deux  cercles  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  deux  centres  de  similitude. 

En  eflet,  les  deux  cercles  sont  homologiques  par  rapport  au 

point  S  {fig»  iSy)  et  l'axe  radical  est  Taxe  d'homologie  (729); 

par  conséquent,  ses  pôles  P,  p  sont  deux  points  homologiques.  On 

a  donc] 

SP    np__. 

CnASLCS. —  Céom.  sttp,  3o 
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X  étant  le  rapport  d'homologie.  Et  de  même,  à  Tégard  du  second 
centre  d'homologie  S', 

SP,nP_      ^ 
S'p    iip 
Donc 

SP    SMP 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

IV.  —  Propriétés  de  deux  cercles  relatipes  à  l'axe  radical, 

737.  Etant  donnés  deux  cercles,  si  de  chaque  point  de  l'un  on 
mène  une  tangente  au  second  et  une  perpendiculaire  à  leur  axe 
radical,  le  carré  de  la  tangente  sera  à  la  perpendiculaire  dans 
une  raison  constante. 

En  effet,  une  transversale  rencontre  les  deux  cercles  [fig*  i58) 
en  deux  couples  de  points  m,  m' et  a,  a'j  et  Taxe  radical  en  eo,  qui 
est  le  point  central  de  Tinvolution  déterminée  par  ces  deux  couples 
de  points,  puisque  Ton  a  iùm,iùm!=wa.(ùa!  (723,  corolle).  Il 
s'ensuit  cette  équation  d^nvolution 

ma.  ma*         ww     ,.^^^ 

-1 rT=~r-      195, 

m  a, m  a'        m  tù     ^        ' 

OU,  en  appelant  mt^  mit!  les  tangentes  au  second  cercle  menées 
par  les  points  m,  m', 

— s 

mt  mtù 


^iS^       m' (ù 
m  t 


Soient  mpf  m'p'  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  m,  m' 
sur  l'axe  radical  ;  on  a 


Donc 


/71b) 

mp 

— î 
mt 

~  m'p' 

m't' 

mp        m*p'  ' 


ce  qui  démontre  le  théorème. 
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738.  Si,  d'un  point  de  l'axe  radical  de  deux  cercles,  on  mène 
deux  transversales  passant  respectit^ement  par  les  pôles  de  cet 
axe  dans  les  deux  cercles,  les  droites  qui  joindront  les  points  de 
rencontre  de  ces  transv^ersales  et  des  deux  cercles,  respectivement^ 
concourront  en  deux  points  fixes  qui  seront  les  centres  de  simili- 
tude  des  deux  cercles. 

En  eflety  Taxe  radical  étant  Taxe  d'homologie  des  deux  cercles 
(729),  ses  pôles  sont  deux  points  homologiques ;  donc  les  deux 
droites  menées  d'un  même  point  de  Taxe  radical  â  ces  deux  points 
sont  deux  cordes  homologiques.  Donc  leurs  extrémités  sur  les 
deux  cercles  sont  des  points  homologiques;  donc  ces  points  sont 
deux  à  deux  sur  des  droites  passant  par  les  centres  d'homologie. 

G.    Q.    F.    D. 

autrement.  Le  point f[Jig.  i5g)  étant  le  pôle  de  Taxe  radical, 
on  a 

ne a'e  /  ^^  \  * "^  •  '^'^ ^^  •  ^^' 


et  de  même 


eh  . eh' 


($)*= 


ê'B.^B 


/> 


donc 


car  ea.ea'=  eh.eh\  puisque  le  point  e  est  sur  Taxe  radical  des 
deux  cercles. 

Soit  S  le  point  où  la  droite  ah  rencontre  la  ligne y^  ;  on  a,  dans 
le  triangle  efg  coupé  par  cette  droite, 

^:if=||    (361), 

donc 

Sf  /lËTëW 

const. 


S/--V/A./A'  ~ 


Donc  le  point  S  est  fixe.  Or  il  est  clair  que  ce  résultat  s'applique 
au  second  centre  de  similitude  S^  parce  qu'on  peut  changer  b  en 
b'  dans  la  figure.  Ainsi  le  théorème  est  démontré. 

3o. 
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739.  Corollaire.  —  L'un  des  signes,  dans  l'expression  de  -^» 

s'applique  à  ce  rapport,  et  l'autre  à  ^tt.»  II  s'ensuit  que  ^y= —  ^7^; 

ce  qui  prouve,  ainsi  qu'il  a  été  démontré  directement  (736),  que, 
dans  deux  cercles,  les  pôles  de  l'axe  radical  sont  conjugués  har- 
monic/ues  par  rapport  aux  deux  centres  de  similitude. 

On  arrive  encore  à  cette  conséquence  en  considérant  le  qua- 
drilatère ahdb'\  car  les  deux  centres  de  similitude  S,  S'  sont  les 
points  de  concours  des  côtés  opposés  et  les  deux  pôles  y,  g  sont 
les  points  où  les  deux  diagonales  ad^  hV  rencontrent  la  droite  SS'. 
Donc  les  quatre  points  sont  en  rapport  harmonique  (350). 

740.  Observation.  —  Du  théorème  (738),  démontré  de  la  se- 
conde manière,  on  peut  conclure  que  les  deux  cercles  sont  deux 
figures  homologiques.  Ici,  cette  démonstration  importe  peu;  mais 
elle  a  l'avantage  de  s'appliquer  à  deux  sections  coniques,  c'est-à- 
dire  que  l'on  démontre  ainsi  directement  que  deux  coniques  quel- 
conques sont  deux  figures  homologiques  ;  proposition  fort  impor- 
tante dont  on  n'a  pas  encore  donné,  je  crois,  de  démonstration 
directe,  et  que  l'on  a  coutume  de  conclure,  par  voie  de  perspective 
ou  de  transformation,  de  la  similitude  ou  de  l'homologie  de  deux 
cercles. 

741 .  Si  de  chaque  point  de  l'axe  radical  de  deux  cercles  on 
leur  mène  deux  tangentes,  le  rapport  des  tangentes  trigonomé- 
triques  des  angles  que  ces  deux  droites  font  avec  l'axe  radical 
est  constant. 

En  effet,  on  a,  dans  le  cercle  c  {fig-  160), 

tang-  mcS .  tang  J/Wj  cS  =  const.     (709,  corolL). 

Or  l'angle  7wc S  =  MGS,  et  m^cS  est  le  supplément  de  /WicC; 
l'équation  devient  donc 

tangjMCS  tang|M0X 

— iif ^  const.     ou    — ^ — -  =r  const.; 

tang|/WjcC  tangfi7i,9X 

ce  qui  démontre  le  théorème. 
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742.  Si  d'un  point  de  l'axe  radical  de  deux  cercles  on  leur 
mène  des  tangentes,  les  quatre  points  de  contact  sont  sur  un  cercle 
décrit  du  point  de  l'axe  radical  comme  centrée;  et  ce  cercle  ren- 
contre la  ligne  des  centres  des  deux  cercles  proposés  en  deux 
points  fixes  [réels  ou  imaginaires)  qui  sont  conjugués  par  rap- 
port aux  deux  cercles. 

Les  quatre  points  de  contact  sont  sur  un  cercle  [fig*  i6i)^  cela 
est  évident,  puisque  les  tangentes  aux  deux  cercles  issues  d'un 
même  point  ot>  de  Taxe  radical  sont  égales  (724). 

Soient  dj  d' les  points  où  le  cercle  qui  a  son  centre  en  co  ren- 
contre Taxe  radical,  et  appelons  enfles  deux  points  (réels  ou  ima- 
ginaires) où  ce  cercle  rencontre  la  ligne  des  centres  Ce.  On  a 

Oe.Ofz=  —  0€  =z  Od.Od'  =z'oJ  -~^d  . 

Soient  s  et  f  les  points  d'intersection  des  deux  cercles  proposés  ; 

on  a 

— 1      -  -1 

(ad   ^=z  tùi   =z  (ùt,Oi)f, 

Donc 

Oe  =  (ùt^tùf  —  wO  =  —  Of  . 

Ainsi,  Oe  est  constant  quel  que  soit  le  point  o)  pris  sur  Taxe  ra- 
dical, c'est-à-dire  que  le  cercle  décrit  de  ce  point  comme  centre 
rencontre  toujours  la  ligne  des  centres  Ce  dans  les  mêmes  points. 

Maintenant,  observons  que  Oe.09=  —  Oe  =0a.0a',  et  par 
conséquent 

Oe  =:0a,0a. 

Ce  qui  prouve  que  les  deux  points  e,  y  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  a,  a'  (73).  Ainsi  le  théorème  est 
démontré. 

Corollaire.  —  Il  résulte  du  théorème  que  tous  les  cercles  pré- 
cédents, décrits  des  points  ot>  de  l'axe  radical  comme  centres,  ont 
pour  axe  radical  commun  la  ligne  des  centres  Ce  des  deux  cercles 
proposés,  puisqu'ils  rencontrent  cette  droite  dans  les  mêmes 
points  e, y*  (réels  ou  imaginaires). 
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V.  —  Propriétés  relatîpes  au  quadrilatère  circonscrit  à  deux  cercles» 

743.  Les  diagonales  ih,  gk  du  quadrilatère  ighk  circonscrit 
à  deux  cercles  [fig»  162)  rencontrent  la  ligne  des  centres  en  deux 
points  dont  chacun  a  la  même  polaire  dans  les  deux  cercles. 

En  eHet,  quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  un  cercle,  les 
deux  diagonales  ih,  gk  et  la  droite  SS'  qui  joint  les  points  de 
concours  des  côtés  opposés  forment  un  triangle  dont  chaque 
sommet  a  pour  polaire  le  côté  opposé  (703).  Donc  le  point  e  où 
la  droite  ih  rencontre  la  droite  SS'  a  pour  polaire  dans  les  deux 
cercles  la  droite  gk;  et,  pareillement,  le  point^a  pour  polaire  la 
droite  ih. 

744.  La  circonférence  décrite  sur  la  droite  qui  joint  les  centres 
de  deux  cercles,  comme  diamètre,  passe  par  les  quatre  sommets 
du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes  communes  aux 
deux  cercles. 

En  efl'et,  le  rayon  ch  mené  au  point  d'intersection  des  deux  tan- 
gentes SA,  S'A  communes  aux  deux  cercles  divise  en  deux  parties 
égales  Tangle  S/iS'  formé  par  ces  tangentes,  et  le  rayon  CA  divise 
en  deux  parties  égales  le  supplément  de  cet  angle.  Donc  les  deux 
rayons  CA  et  ch  sont  rectangulaires,  et,  par  suite,  le  point  A  est  sur 
la  circonférence  décrite  sur  Ce  comme  diamètre.        c.  q.  f.  d. 

745.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  deux  cercles,  si 
d'un  point  on  mène  les  tangentes  aux  deux  cercles  et  des  droites 
à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère,  ces  trois  couples  de 
droites  sont  en  inuolution., 

En  effet,  les  deux  tangentes  au  premier  cercle  forment  une  invo- 
lution  avec  les  deux  couples  de  droites  menées  aux  deux  couples 
de  sommets  opposés  du  quadrilatère  (676),  et  de  même  les  tan- 
gentes au  second  cercle.  Donc  trois  quelconques  de  ces  quatre 
couples  de  droites  sont  en  involution  (202). 

Cette  démonstration  suppose  que  les  quatre  sommets  du  qua- 
drilatère sont  réels.  En  voici  une  seconde,  qui  s'applique  au  cas 
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OÙ  le  quadrilatère  n'aurait  que  deux  sommets  réels,  savoir  les  deux 
centres  de  similitude. 

Autrement.  Soient  A,  A'  et  B,  B'  les  deux  couples  de  tangentes 
(réelles  ou  imaginaires)  menées  d'un  point  P  aux  deux  cercles; 
Ë,  F  les  tangentes  communes  aux  deux  cercles  menées  par  le  centre 
de  similitude  S,  et  E',  F'  les  deux  tangentes  communes  issues  du 
second  centre  de  similitude  S^  tangentes  réelles  ou  imaginaires. 

On  a,  relativement  aux  tangentes  au  premier  cercle  issues  des 
sommets  du  triangle  PSS',  Téquation  (683) 

sin  SP A .  sin  SP A'    sin  PS'  E' .  sin  PS'  F'  sin  S' SE .  sin  S' SF 

=  1, 


sinS'PA.sinS'PA'   sinSS'E'.sinSS'F'     sinPSE.sinPSF 

et  à  regard  du  second  cercle  une  équation  semblable,  dans  laquelle 
les  tangentes  B,  B'  remplacent  les  tangentes  A,  A'.  Les  deux  équa- 
tions donnent  évidemment  celle-ci  : 

sin  SPA .  sin  SP  A'  sin  SPB .  sin  SPB' 


sinS'PA.sinS'PA'       sinS'PB.sinS'PB'  ' 

équation  d'involution  (250). 

Observation,  —  Dans  cette  démonstration,  les  deux  points  S,  S', 
que  nous  avons  appelés  les  sommets  opposés  du  quadrilatère  cir- 
conscrit aux  deux  cercles,  peuvent  être  définis  par  une  autre  pro- 
priété, qui  est  précisément  celle  sur  laquelle  est  fondée  la  démons- 
tration, savoir  que  chacun  d'eux  est  le  point  de  concours  de  deux 
tangentes j  réelles  ou  imaginaires,  communes  aux  deux  cercles;  ou  ^ 
en  d'autres  termes  encore,  que,  si  par  l'un  des  deux  points  on 
mène  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  l'un  des  cercles, 
elles  sont  conjuguées  par  rapport  à  l'autre,  d'où  résulte  que  les 
tangentes  aux  cercles  issues  de  ces  points  sont  les  mêmes. 

746.  Quand  un  quadrilatère  est  circonscrit  à  deux  cercles,  si 
l'on  mène  une  tangente  quelconque  au  premier  et  les  deux  tan- 
gentes parallèles  au  second,  le  produit  des  distances  de  la  pre^ 
mière  tangente  à  ces  deux-ci  est  au  produit  des  distances  de  la 
même  tangente  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  dans 
une  raison  constante. 

Supposons  d'abord  que  les  trois  tangentes,  au  lieu  d'être  parai- 
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lèleSy  soient  menées  par  un  même  point  pris  sur  une  droite  fixe  L; 
soient  m,  a  et  a'  ces  trois  tangentes,  et  [â,  a,  a' les  trois  tangentes 
menées  semblablement  d'un  second  point  de  la  droite  L.  Soient  by 
V  et  6,  6'  les  droites  menées  de  ces  deux  points  à  deux  sommets 
opposés  du  quadrilatère.  Nous  allons  prouver  que  Ton  a  la  relation 

sin ( m, rt].sin (/«,«')  ^  sin(i7/,6).sin(/7i,A') 
sin(L,aj.siii(L, a' j   '  sin(L,  ^J  .sin(L,  b'  ) 

sin  (  ft,  a  ] .  sin  (  p,  a'  )  ^  sîn  (  /x,  6  ) .  sin  (  p,  6'  ) 

siiH  L,  a  ) .  sin  l  L,  a'  J  '  sin  (  L,  6  j .  sin  \\^S  ) 

En  effet,  considérons  le  triangle  formé  parla  droite  L  et  les  deux 
tangentes  m  et  /:^  au  premier  cercle  ;  de  deux  de  ses  sommets  partent 
les  quatre  tangentes  au  second  cercle  a,  a' et  a,  a!\  soient  A,  A' 
les  tangentes  menées  parle  troisième  sommet,  situé  à  Tintersection 
des  deux  tangentes  m  et  fx;  on  a  dans  ce  triangle  (683) 

sin(/yi,/i].sin(/yi,£i^)  ^  sin (^a, a]. sin  (a,  a') sin[m,A].sin(/7z,  A'] 

sin[L,  flJ.sin(L,  «')  '  sin(L,a).sin(ii, a')       sin  [fA,  A].sin  (fx.  A' J 

Appelons  B,  B'  les  droites  menées  du  point  d'intersection  des 
deux  droites  m  et  fx  aux  deux  sommets  du  quadrilatère.  Trois 
couples  de  droites  aboutissent  à  ces  deux  sommets,  savoir  6,  b'\ 
6,  6'  et  B,  B'.  Ces  droites  partent  des  trois  sommets  du  triangle 
formé  par  les  deux  tangentes  m,  \i  et  la  droite  L;  on  a  donc  (683) 

sîn[/n,  ^).sîn(m,  h'\  ^  sin(/x,  6).sin[/z,  €') sin(/7i,Bl.sin(/7i,B') 

sin(L,  6).sin(L,  ^')  *  sin  (L,  6).  sin  ^L,  6')       sm(^,  B).sin(u,  B'j 

Or  le  second  membre  de  cette  équation  est  égal  à  celui  de  l'équa- 
tion précédente,  parce  que  les  droites  tw,  |ut,  A,  A'  et  B,  B',  issues 
d'un  même  point,  sont  en  involution  (745);  les  premiers  membres 
des  deux  équations  sont  donc  égaux  ;  ce  qui  donne  l'équation  que 
l'on  veut  démontrer. 

Cela  posé,  on  peut  écrire  l'équation  de  manière  qu'elle  ne  con- 
tienne que  des  rapports  anharmoniques,  de  sorte  que,  si  l'on  mène 
une  transversale  quelconque  qui  rencontre  la  droite  L  et  les  tan- 
gentes m,  a,  ci  elb,V  en  des  points  désignés  par  les  mêmes  lettres, 

on  aura 

ma,  ma'     mb.mb' 

1 T""'  •  T  A  T  y  ==  const., 

La. La      Lb,Lb 
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quel  que  soit  le  point  de  la  droite  L  par  lequel  on  a  mené  les  tan- 
gentes. 

Supposons  maintenant  que  la  droite  L  soit  à  Tinfini  ;  les  tan- 
gentes Uy  a'  et  les  droites  i,  V  seront  parallèles,  et  Téquation  se 

réduit  à 

ma  ,ma 

— :=  const. 

mu  ,mb 

On  peut  prendre  la  transversale,  qui  est  de  direction  arbitraire, 
perpendiculaire  aux  tangentes  ;  alors  l'équation  exprime  le  théo- 
rème énoncé. 

Obseryfalion.  —  L'observation  relative  au  théorème  précé- 
dent (745)  s'applique  ici;  c'est-à-dire  que  le  théorème  comprend 
le  cas  où  le  quadrilatère  circonscrit  aux  deux  cercles  serait  imagi- 
naire et  n'aurait  de  réels  que  deux  sommets  opposés. 

VI.  —  Cas  où  un  cercle  se  réel  ait  à  un  point  > 

747.  On  peut  avoir  à  considérer  un  point  comme  un  cercle  infi- 
niment petit,  et  à  la  limite  comme  un  cercle  d'un  rayon  nul. 

Les  points  d'intersection  d*une  droite  et  d'un  cercle  infiniment 
petit  sont  imaginaires  ;  leur  point  milieu  est,  comme  dans  le  cas 
général,  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  la 
droite,  et  le  carré  de  la  demi-corde  que  les  deux  points  imaginaires 
déterminent  est  égal  au  carré  de  la  distance  de  la  droite  au  centre 
du  cercle  pris  avec  le  signe  — .  Cela  résulte  de  l'expression 
générale  (657),  dans  laquelle  on  suppose  le  rayon  nul. 

On  peut  dire  plus  généralement  que  le  produit  des  distances 
d'un  point  de  la  droite  aux  deux  points  imaginaires  est  égal  au 
carré  de  la  distance  de  ce  point  au  centre  du  cercle  (657). 

748.  L'axe  radical  d'un  cercle  et  d'un  point  jouit  des  mêmes 
propriétés  que  l'axe  radical  de  deux  cercles;  c'est  la  droite  qui 
rencontre  le  cercle  et  le  point  dans  les  deux  mêmes  points  (imagi- 
naires); en  d'autres  termes,  c'est  la  droite  sur  laquelle  se  trouvent 
les  deux  points  d'intersection  du  cercle  et  du  point. 

La  tangente  au  cercle  menée  d'un  point  quelconque  de  l'axe 
radical  est  égale  à  la  distance  de  ce  point  au  point  regardé  comme 
cercle  infiniment  petit. 
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749.  L'axe  radical  d'un  point  et  d'un  cercle  est  à  égale 
distance  du  point  et  de  sa  polaire  par  rapport  au  cercle. 

Car  appelons  e  Tun  des  points  (imaginaires)  communs  au  cercle 
C  et  au  point  e  {Jig-  i63),  lesquels  sont  sur  l'axe  radical  flX;  on 

aura,  par  rapport  au />oi/i^  e,  ûe  =  —  £2e  (747),  et,  dans  le  cercle, 

2  2 

Ht  =  —  ûa.^a^  Donc  Q.s  =z[la,Qa',  Donc,  si  l'on  prend 
ûy=  fie,  les  deux  points  e,y  seront  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  a,  a^  (73),  et,  par  conséquent,  la  polaire  du 
point  e  relative  au  cercle  C  passe  par  le  point/*,  à  la  même 
distance  de  l'axe  radical  que  le  point  e. 

750.  Le  carré  de  la  distance  d'un  point  quelconque  m  du  cercle 
au  point  est  proportionnel  à  la  distance  du  même  point  m  à  l'axe 
radical  (737). 

Il  en  résulte  cette  propriété  du  cercle  : 

Etant  pris  un  point  fixe  e  dans  le  plan  d'un  cercle,  il  existe 
toujours  une  certaine  droite  fixe  ÛX  telle,  que  le  carré  de  la 
distance  d'un  point  quelconque  du  cercle  à  ce  point  fixe  est,  à  la 
simple  distance  du  même  point  à  la  droite  fixe,  dans  une  raison 
constante. 

Ainsi  l'on  a  {fi g»  i63) 


— j      — I 

em        ea 


mp       ail 

Cet  axe  ÛX,  qui  correspond  au  point  e,  est  à  égale  distance  de  ce 
point  et  de  son  conjugué  harmonique  f  par  rapport  aux  deux 
points  a,  a'  (749).  On  peut  le  déterminer  par  la  proportion 

— 2 

^  =  =5     (75.eq.  i5'). 

a  e 

751 .  La  polaire  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  infiniment 
petit  passe  par  le  point  qui  représente  ce  cercle  et  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  menée  du  point  à  ce  cercle. 

Il  s'ensuit  que  deux  points  conjugués  par  rapport  à  un  point 
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regardé  comme  cercle  irifiniment  petit  sont  vus  de  ce  point  sous 
un  angle  droit. 

Corollaire.  —  Si  les  deux  points  conjugués  sont  pris  sur  Taxe 
radical  d*un  cercle  et  d'un  point,  ils  seront  aussi  conjugués  par 
rapport  au  cercle,  de  sorte  qu'il  eïi  résulte  ce  théorème  :  Quand 
une  droite  nerencontre  pas  un  cercle,  il  existe,  de  part  et  d'autre 
de  cette  droite,  un  point  d'où  l'on  voit  sous  un  angle  droit  le  seg- 
ment  compris  entre  deux  points  conjugués  quelconques  par  rap- 
port au  cercle,  pris  sur  cette  droite. 
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CHAPITRE  XXX. 


STSTbHE  DE   TROIS  OU  PLUSIBURS  CERCLES  ATAKT  LE  MÊME  AXE  RADICAL. 


I. 

752.  Quflnd  trois  cercles  ont  deux  à  deux  le  même  axe  radical, 
toute  transversale  les  rencontre  en  six  points  formant  une  invo- 
lution  dont  le  point  central  est  sur  l'axe  radical. 

En  effet,  soient  a^  a'  ;  h^  V  et  c,  c'  les  trois  couples  de  points 
et  o  le  point  où  la  transversale  rencontre  l*axe  radical;  on  a 

oa.oa' z=ob  ,ob' =zoc.oc'     (723), 

ce  qui  prouve  Tinvolution. 

Corollaire.  —  Quand  la  transversale  est  tangente  à  deux  des 
trois  cercles,  les  points  de  contact  sont  conjugués  harmoniques  par 
rapport  aux  deux  points  d'intersection  du  troisième  cercle 

753.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si  d'un  point 
quelconque  m  de  l'un  on  mène,  dans  une  direction  quelconque, 
une  transversale  qui  rencontre  les  deux  autres  en  deux  couples 
de  points  a,  a'  et  b,  b',  le  rapport 

ma .  ma' 
mb,mb' 

a  une  valeur  constante  et  toujours  de  même  signe. 

En  efiety  soient  et,  6  et  /[ji  les  points  milieux  des  deux  segments 
aa! j  hV  et  du  troisième  mm'  intercepté  sur  la  transversale  par  le 
troisième  cercle  ;  on  a 

ma ,  ma'       ua      ,  ^_  ^ . 

=—     (227). 

mb.mb'       p6      ^         ' 
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Or,  les  points  et,  S  et  [x  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées des  centres  des  trois  cercles  sur  la  transversale,  le  rapport  ^ 

est  égal,  numériquement  et  avec  le  même  signe,  au  rapport  des 
distances  de  Tun  de  ces  centres  aux  deux  autres.  Donc,  etc. 

Remarque.  —  Si  l'on  voulait  démontrer  seulement  que  la  valeur 

,  .  j  ma. ma  .,        /•/>     •      i 

numérique  du  rapport  —7 — p  est  constante,  il  suihrait  de  remar- 
quer que,  les  six  points  a,  a',  i,  i',  /w,  /w'  étant  en  involution  (752), 
on  a  Tégalité 

ma .  ma'       m'a .  m'a' 


mb,mb'       m'b.m'b' 

On  n'a  à  considérer,  le  plus  souvent,  que  la  valeur  numérique 
du  rapport  ;  cependant  il  peut  arriver  qu'il  y  ait  lieu  de  tenir  compte 
du  signe,  comme  nous  le  verrons  plus  loin  (761  ). 

754.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical^  les  tan- 
gentes menées  de  chaque  point  de  l'un  aux  deux  autres  ont  leurs 
longueurs  dans  une  raison  constante. 

En  effet,  le  rapport  des  carrés  des  tangentes  menées  d'un  point  m 
de  l'un  des  cercles  est  égal  au  rapport 

ma,  ma' 
mb  .mb' 

lequel  est  constant  (7o3). 

755.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical^  de  chaque 
point  de  l'un  on  voit  les  deux  autres  sous  des  angles  dont  les  moi- 
tiés ont  leurs  tangentes  trigonométriques  dans  un  rapport  constant. 

En  effet,  on  ^\fig'  164) 

,,       Cr       R  ,    ^,       R' 

^  mt      mt  ®  mt' 

Donc 

tang/mC  Jk      mt 

lang/'/TiC  ""  R'  '  mt' 
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Or  le  rapport  des  deux  tangentes— 7  est  constant  (754),  Donc  le 
rapport  des  deux  tangentes  trigonométriques  est  constant. 

C.    Q.    F.    D. 

756.  Si,  sur  la  droite  qui  joint  les  centres  de  similitude  de 
deux  cercles,  comme  diamètre,  on  en  décrit  un  troisième,  ce 
cercle  passe  par  les  points  d* intersection  [réels  ou  imaginaires) 
des  deux  premiers,  et  de  chacun  de  ses  points  on  voit  ceux-ci  sous 
deux  angles  égaux. 

Par  les  centres  de  similitude  de  deux  cercles  on  peut  en  faire 
passer  un  troisième  ayant  le  même  axe  radical  avec  ces  deux-là, 
parce  que  les  deux  centres  de  similitude  forment  une  involution 
avec  les  points  a,  b  et  Jj  U  appartenant  sur  la  même  droite  aux 
deux  cercles  (721). 

Le  rapport  des  carrés  des  tangentes  aux  deux  cercles,  menées 

d'un  point  de  ce  troisième,  est  constant  (754)  et  égal  à  0— r~ôT7  =  etî* 

Donc,  d'après  le  théorème  précédent,  les  deux  angles  sous  lesquels 
on  voit,  d'un  point  quelconque  du  troisième  cercle,  les  deux  autres, 
sont  égaux.  c.  q.  f.  d. 

IL 

757.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si  d'un 
point  on  leur  mène  des  tangentes,  les  trois  cordes  de  contact  con- 
courent en  un  même  point. 

En  d'autres  termes,  les  polaires  d'un  même  point  relatives  aux 
trois  cercles  concourent  en  un  même  point. 

En  effet,  soient  un  point  P,  et  P'ie  point  d'intersection  de  ses  po- 
laires relatives  à  deux  des  cercles.  La  droite  PP'  rencontre  les  trois 
cercles  en  trois  couples  de  points  a,  a';  i,  b'  et'c,  c/,  qui  sont  en 
involution  (752).  Or  les  deux  points  P,  P'  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  deux  a,  a  et  aux  deux  b,  b'  (684),  et  par 
conséquent  sont  les  points  doubles  de  Tinvolution.  Donc  ils  divi- 
sent harmoniquement  le  troisième  segment  c</  ;  donc  la  polaire  du 
point  P  relative  au  troisième  cercle  passe  par  P';  ce  qui  démontre 
le  théorème. 
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Remarque.  —  Les  deux  points  P,  V,  qui  sont  conjugués  par 
rapport  à  chacun  des  trois  cercles,  sont  situés  de  part  et  d^autre  et 
à  égale  distance  de  Taxe  radical;  car  ils  sont  les  points  doubles 
d^une  involution  dont  le  point  central  est  sur  Taxe  radical  (752). 

7S8.  Quand  un  triangle  est  inscrit  dans  un  cercle,  si  par  deux 
jwints  de  la  circonférence  irréels  ou  imaginaires)  on  mène  six 
cercles  tangents,  deux  à  deux,  respectiv^ement  aux  trois  côtés  du 
triangle,  les  six  points  de  contact  sont  trois  à  trois,  sur  quatre 
droites. 

On  peut  dire  encore  que  les  six  points  de  contact  forment  les 
quatre  sommets  et  les  deux  points  de  concours  des  côtés  opposés 
d'un  quadrilatère  dont  les  diagonales  et  la  droite  qui  joint  ces  deux 
points  de  concours  sont,  en  direction,  les  trois  côtés  du  triangle. 

En  eflFet,  soient  a,  i,  c  [fig^  i65)  les  points  de  rencontre  des 
trois  côtés  du  triangle  ABC  par  la  corde  PP,  et  0e,  6,  /  trois  des 
points  de  contact  sur  les  trois  mêmes  côtés  respectivement. 

On  a,  en  représentant  par  (A,  X),  (B,  X),  (C,  X)  les  distances 
des  trois  sommets  A,  B,  C  à  la  corde  PP'  qui  est  l'axe  radical  com- 
mun au  cercle  proposé  et  aux  cercles  tangents  aux  côtés  du 
triangle, 

Â^'_(A.x)     b;'_(b,x)     ci'_(c,x) 

5^'~(«'^)'  è;*'"(c.x)'  re*""iA,x)  ^''^  ^• 


D'où  résulte 


Ay  B«  ce ^ 

ïï^  c^  ÂTé        '• 


Ainsi  trois  quelconques  des  six  points  de  contact,  pris  sur  les 
trois  côtés  respectivement,  donnent  lieu  à  cette  équation;  ce  qui 
prouve  que  les  trois  points  sont  en  ligne  droite,  ou  bien  que  les 
droites  menées  de  ces  points  aux  sommets  du  triangle  se  croisent 
en  un  même  point.  Or  cela  ne  peut  avoir  lieu  qu'autant  que  les  six 
points  seront  les  quatre  sommets  et  les  deux  points  de  concours 
des  côtés  opposés  d'un  même  quadrilatère.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

^autrement.  Le  point  a  est  le  point  central  d'une  involution 
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dans  laquelle  les  deux  sommets  B,  C  sont  deux  points  conjugués^ 
et  le  point  a  un  des  points  doubles  (752).  On  a  donc 


et  pareillement 


Ay    _Ac        C6    _  C6 


Multipliant  membre  à  membre  ces  trois  équations ,  on  en  obtient 
une  dont  le  second  membre  est  égal  à  Tunité,  parce  que  les  trois 
points  a,  b,  c  sont  en  ligne  droite  ;  et  cette  équation  se  réduit  à 


Ay  Ba  Ce_^ 

B^  (>  Ae""~'' 


comme  ci-dessus. 


III. 


759.  Quand  les  côtés  d'un  angle  [fig-  i66)  rencontrent  deux 
cercles  C,  C,  chacun  en  quatre  points,  savoir,  a,  b,  c,  d  sur  l'un^ 
et  a',  b',  c',  A'  sur  l'autre,  deux  cordes  ad  et  bc,  sous-tendues  pai' 
cet  angle  dans  le  premier  cercle,  rencontrent  deux  cordes  a'd', 
bV,  sous-tendues  dans  le  second  cercle,  en  quatre  points  m  y  n, 
p,  q  yai  sont  situés  sur  un  marne  cercle,  et  ce  cercle  a  le  même 
axe  radical  avec  les  deux  C,  C. 

Prouvons  d'abord  que  par  deux  points  situés  sur  une  même 
corde  de  l'un  des  cercles,- par  exemple,  par  les  deux  points  m  et  ;i 
situés  sur  la  corde  ad  du  cercle  C,  on  peut  faire  passer  un  cercle 
ayant  le  même  axe  radical  avec  les  deux  proposés  C  et  C  En  effet, 
le  quadrilatère  a'Uc'd'  étant  inscrit  dans  le  cercle  C,  les  deux 
couples  de  points  a,  d  el  m,  n^  et  les  deux  points  d'intersection  du 
cercle  C  par  la  droite  mn  sont  en  involution  (665).  Donc,  par  les 
deux  points  m,  n  on  peut  faire  passer  un  cercle  ayant  le  même 
axe  radical  avec  les  deux  C,  G  (752).  Par  la  même  raison,  ce 
cercle,  qui  est  déterminé  parle  seul  point  m,  passera  parle  point  q 
situé,  avec  m,  sur  la  corde  a'd'  du  second  cercle  C;  et  passant  par 
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le  point  9,  il  passera  par  le  point  p  situé,  avec  q^  sur  la  corde  bc  du 
cercle  C.  Donc  le  même  cercle  passe  par  les  quatre  points  m,n,p^q» 

c.    Q.   F.   p. 

CoaoLLAiiiES.  —  Ce  théorème  est  susceptible  de  divers  corol- 
laires auxquels  donne  lieu  la  diversité  des  positions  que  peuvent 
prendre  les  deux  transversales  qui  forment  les  côtés  de  l'angle  que 
Ton  y  considère. 

L  Si  Tune  de  ces  droites  est  tangente  à  Tun  des  cercles,  les 
deux  cordes  dans  ce  cercle  partent  du  point  de  contact;  et  si  la 
seconde  droite  est  aussi  tangente  au  même  cercle,  les  deux  cordes 
se  confondent  en  une  seule.  Cette  corde  unique  détermine  sur  les 
deux  cordes  du  second  cercle  deux  points  par  lesquels  passe  un 
cercle  tangent  à  ces  deux  cordes  et  ayant  le  même  axe  radical 
avec  les  deux  cercles  proposés. 

On  conclut  de  là  que  réciproquement  : 

Quand  plusieurs  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si  par  un  point 
de  l'un  on  mène  deux  tangentes  à  chacun  des  autres,  les  cordes 
que  ces  deux  droites  interceptent  dans  le  premier  cercle  em^elop- 
pent  un  autre  cercle  ayant  le  même  axe  radical  ai^ec  les  proposés. 

II.  Les  deux  côtés  de  Tangle  peuvent  se  confondre;  alors  les 
cordes  interceptées  dans  les  deux  cercles  deviennent  des  tangentes, 
et  Ton  a  ce  théorème  : 

Si  une  transs^ersale  rencontre  deux  cercles  en  quatre  points,  et 
qu'on  mène  les  tangentes  en  ces  points,  les  deux  tangentes  au  pre- 
mier cercle  rencontrent  les  tangentes  au  second  en  quatre  points 
situés  sur  un  même  cercle,  lequel  a  le  même  axe  radical  avec  1rs 
deux  cercles  proposés, 

III.  Si  Tun  des  côtés  de  Tangle  est  tangent  à  la  fois  aux  deux 
cercles  {Jig*  167),  le  théorème  prend  cet  énoncé  : 

Étant  donnés  deux  cercles,  et  étant  menée  l'une  do  leurs  tan- 
gentes communes,  si  l'on  prend  les  deux  points  de  contact  pour 
sonunffts  de  deux  angles  qui  interceptent  dans  les  deux  cercles, 
respectivement,  deux  cordes  situées  sur  une  même  transversale, 
les  côtés  de  ces  deux  angles  se  rencontreront  en  quatr.f  points 

Cbailis.  -^  Géom,  sup,  3 1 
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situés  sur  un  même  cercle  qui  passera  par  les  points  d'intersection 
des  deux  proposés. 

Ainsi  les  deux  cordes  c<?,  cb  du  premier  cercle  rencontrent  les 
deux  cfa'f  dV  du  second,  en  quatre  points  m,  /t,  p^  q  situés  sur  un 
cercle  qui  passe  par  les  points  d'intersection  (réels  ou  ima- 
ginaires) des  deux  premiers. 

^autrement.  On  peut  démontrer  directement  ce  théorème  et 
lui  donner  un  énoncé  plus  complet,  en  ajoutant  que  :  Si  la  trans- 
versale sur  laquelle  sont  les  cordes  interceptées  dans  les  deux 
cercles,  tourne  autour  d'un  point  fixe  de  leur  tangente  commune, 
le  troisième  cercle  reste  toujours  le  même. 

En  effet,  soit  p  le  point  où  la  transversale  aJ  rencontre  la  tan- 
gente commune  ce  \  on  a  dans  le  triangle  mcdy  coupé  par  la  trans- 
versale paJy 

pc  a'd  am 
pd  a'm  ac 

Or 

ac  r—  D .  sin  c     et     a'c*'  =  D' .  sine/ , 

D  et  ly  étant  les  diamètres  des  deux  cercles;  d'où 

a'c*  __  D'  sînc'       D^  me 
ac         D    sine        D  mc^ 

L'équation  devient  donc 

pc    ma  me    D'  ma, me        D      pc 

■^  — ; TïT^ï     o^     — ; î  =  î^I^* 

pc    ma,  me    D  ma\mc       D      pc 

Donc,  quand  la  transversale  tourne  autour  du  point  p,  le  rap- 

ma,  me  ,  /««vo\  i 

port  — -, — p  reste  constant;  ce  qui  prouve  (75o)  que  le  point  m 

décrit  un  cercle  ayant  le  même  axe  radical  avec  les  deux  premiers. 

IV. 

760.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si  d'un 
point  quelconque  de  l'un  on  mène  une  tangente  à  chacun  des  deux 
autres  et  qu'on  unisse  les  points  de  contact  par  une  droite,  les 
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cordes  interceptées  par  les  deux  cercles  sur  cette  droite  sont  entre 
elles  dans  un  rapport  constant. 

C'est-à-dire  qu'on  a  (  fig.  i68) 

ab 
a' à' 
En  effet,  on  a 


=  const. 


ab  =  2li.sin^ab     et     a'6'=  2R'.  sînPrt'^'. 

R,  R'  étant  les  rayons  des  cercles. 

Donc 

ab  __  R    sînPa^  _  R  Pa 
i?V~'T  sinPa'ô''"R^  ¥^' 

Or,  le  point  P  étant  sur  un  cercle  qui  a  le  même  axe  radical  avec 

p  ' 
les  deux  proposés,  le  rapport  -^—  est  constant  (754).  Donc 

ab 

-—7  =  const.  C.   Q,   F.   Ji. 

a  b 

Réciproquement  :  Si  l'on  mène  une  transs^ersale  sur  laf/uelte 
deux  cercles  interceptent  deux  cordes  abr  a'b'  qui  soient  dans  un 
rapport  constant,  les  tangentes  aux  deux  poinis  tels  que  a  et  a' 
se  rencontreront  en  un  point  dont  le  lieu  géométrique,  quand  la 
transversale  changera  de  position,  sera  un  cercle  passant  par  les 
points  d'intersection  des  deux  proposés. 

Car,  de  la  relation  —ru  =  const.  on  conclut,  comme  on  vient  de 

a  b 

Pa 
le  voir,  -zr—,  =  const.  Ce  qui  démontre  le  théorème. 
Pa  * 

Corollaire.  —  En  ne  considérant  qu'une  transversale  et  les 
quatre  tangentes  en  a,  b  et  n'y  V y  on  en  conclut  que  les  deux  pre- 
mières rencontrent  les  deux  autres  en  quatre  points  situés  sur  un 
même  cercle;  ce  qui  est  un  des  corollaires  du  théorème  (759). 

761.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si  d'un 
point  de  l'un  on  mène  une  tangente  à  cliacun  des  deux  autres,  et 

3u 
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qu  on  joigne  les  points  de  contact  par  une  droite  sur  laquelle  les 

deux  cercles  interceptent  deux  cordes  ab,  a'b';  que  l'on  place  les 

lettres  a,  b,  a',  b'  aux  extrémités  de  ces  cordes,  de  manière  que 

ab       .  . 

le  rapport  -77-7  soit  toujours  de  même  signe,  puis,  que  l'on  prenne 

les  deux  points  qui  div^isent  harmoniquement  chacun  des  deux 
segments  aa',  bb';  le  lieu  de  ces  points  sera  un  quatrième  cercle 
ayant  le  même  axe  radical  ai^ec  les  proposés. 

En  effet,  soient  e,y*les  deux  points  qui  divisent  harmonique- 
ment les  deux  segments  aa'  et  bb'  ;  on  a 

ea.eb  _        ab 

Or  le  rapport -n7  est  constant,  d'après  le  théorème  (760),  et  de 

même  signe,  par  hypothèse  ;  donc  le  rapport  —f—r,  est  aussi  con- 

stant  et  de  même  signe  ;  ce  qui  prouve  que  le  point  e  est  sur  un 
cercle  qui  passe  par  les  points  d^intersection  des  deux  cercles  pro- 
posés (753). 

762.  Réciproquement  :  Etant  donnés  trois  cercles  ayant  le  même 
axe  radical,  si  l'on  mène  une  droite  qui  rencontre  les  deux  pre- 
miers en  deux  couples  de  points  a,  b  e^  a',  b'  tels,  que  les  deux 
segments  aa',  bb'  soient  divisés  harmoniquement  par  le  troisième 
cercle,  les  tangentes  au  premier  cercle  en  a  ef  b  rencontreront 
les  tangentes  au  deuxième  cercle  en  a'  et  b'  en  quatre  points  situés 
sur  un  cercle  qui  passera  par  les  points  d'intersection  des  cercles 
proposés. 


En  effet,  soient  enfles  points  où  la  transversale  rencontre  le 

ea,€b 
ea!  ,eb' 


troisième  cercle.  Puisque  le  point  e  est  sur  ce  cercle,  — 7^-7;  est 


constant  (753). 

Mais,  les  deux  points  e,y* divisant  harmoniquement  les  deux  seg- 
ments aa\  bVf  on  a 

ea ,eb  ab 

ea',  eb'  ab* 
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Donc 

ab 


a'b' 


=  const. 


Ce  qui  prouve  que  les  tangentes  en  a  et  a'  se  coupent  sur  un 
cercle  (760).  c.  q.  f.  d. 

763.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si  chaque 
point  de  l'un  est  pris  pour  le  sommet  commun  de  deux  angles 
circonscrits  aux  deux  autres,  le  rapport  des  sinus  de  ces  angles 
est  dans  une  raison  constante,  d'une  part,  av^ec  le  rapport  des 
carrés  des  cordes  de  contact  qu'ils  interceptent  dans  les  deux 
cercles  ;  et,  d'autre  part,  avec  le  rapport  inverse  des  carrés  des 
distances  du  point  du  premier  cercle  aux  centres  des  deux  autres. 

En  efiet,  le  quadrilatère  am6  C  {fig»  169)  est  inscriptible;  par 
conséquent,  on  a 

ah 
sin  amb  ==  — - 

et 

rt6./wC=i  2fli»/.C«  =  îR.am     (32). 

II  en  résulte  ces  deux  expressions  de  sin  amb  : 


— î 

ab  2R.a/7t 


sxwamb  z=.  — _ et    ûnanb  = 


2R.A/n  ^i^ 


On  a  de  même,  dans  le  second  cercle, 


Donc 


.      ,    ,f          a'b'            ..././       aR'.fl'm 
wcLa'mb  =—zri — r-     et    sin  a' ma  z= ; — 


smamb        j^'  a' m    ab     R    am   iwC 


• 


sina'mb'       R    am     /m,*       R'  a' m  ^r> 

a  0  m\a 

Mais  -7—  =  const.  (764).  Donc,  etc. 


764.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si  chaque 
point  de  l'un  est  pris  pour  le  sommet  commun  de  deux  angles 
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circonscrits  aux  deux  autres,  les  segments  que  ces  angles  inter- 
ceptent sur  une  transversale  parallèle  à  la  droite  menée  de  leur 
sommet  à  un  centre  de  similitude  des  deux  cercle  s  sont  entre  eux 
dans  un  rapport  constant. 

En  efiet,  ona(/ig^.  171) 


smamb         R./7/71      Cm        /«««v 

(763) 


et 


L  m 


— î 

sin  am  S .  sîn  bm  S  =:       '     ■        .^      (  695,  corail.  ] , 

^       C/« 


f    c    '    L»    c       I  A  .1  B    CP 


R'«        Cm* 


Donc 


sin  amb  ^  sin  am  S.  sin  &/11  S  _  Vi.am   ^  F  /lA  .IB  ^  l'A\rB'\        CP*  1 
in/i'm6''sinfl'mS.sin^'mS"~R'./i'm  '  I   \~R*~'       R'*      /       ^^ J 


sin 
sin 


Or  les  points  I  et  I',  qui  sont  les  pôles  de  la  droite  Sw,  sont  en 
ligne  droite  avec  le  centre  de  similitude  S,  et  l'on  a 


Donc 


lA.IB 

l'AMB' 

— s 

CP 

R' 

V  »    A 

R"      ' 

...       — ■  î 

""R'« 

■ 

w 

CP' 

sin^m^ 

sin  am  S.  sin 

• 

6m  s 

am 

R 

sino'm^'  '  sin  a' m  S.  sin  6'm  S       a' m  '  R' 


SI  Ton  mène  une  transversale  parallèle  kmS,  les  segments  que  les 
deux  angles  formeront  sur  cette  droite  auront  leur  rapport  égal  au 
premier  membre  de  cette  équation  (628).  Mais  le  second  membre 
est  constant  (754).  Donc,  etc. 

V. 

765.  Lemme.  —  Quand  deux  cordes  d'un  cercle Jont  entre  elles 
un  angle  infiniment  petit,  le  rapport  des  segments  formés  sur 
l'une  d'elles  par  leur  point  d'intersection  est  égal  au  rapport  des 
arcs  de  cercle  compris  entre  les  deux  cordes. 
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C'esl-à-dlre  que  l'on  a  [fig*  i'j^)-rf  ^iji* 

En  effet,  que  du  point  /  comme  centre  et  avec  les  rayons  ia  et  ib 

■ 

on  décrive  les  arcs  aa.  bS.  on  aura  —  ==  tz'  Mais  les  deux  triangles 

aaa'j  b6b\  qu'on  peut  considérer  comme  rectilignes,  puisque  les 
côtés  aa%  bV  sont  infiniment  petits,  sont  semblables,  parce  qu'ils 
sont  rectangles  et  que  les  angles  en  a'  et  V  sont  égaux.  On  a. donc 

a  a        aa  , 

j-=:  jY,  et,  par  conséquent, 


ta       aa 

-b=w'  ^-  *î-  ^-  '• 

766.  Etant  donnés  trois  cercles  ayant  le  même  axe  radical,  si 
un  angle  de  grandeur  variable  inscrit  dans  l'un,  et  dont  les  côtés 
sont  tangents  aux  deux  autres  respectivement,  se  meut  de  ma- 
nière que  son  sommet  et  ses  deux  côtés  glissent  sur  les  trois  cir- 
conférences,  la  corde  que  cet  angle  intercepte  dans  le  premier 
cercle  roule  sur  un  quatrième  cercle  ayant  le  même  axe  radical 
ai^ec  les  trois  premiers. 

Considérons  l'angle  dans  l'une  de  ses  positions;  soienia  [fig.  i^3) 
son  sommet  sur  le  premier  cercle,  6,  y  les  points  où  ses  côtés 
touchent  les  deux  autres  cercles,  et  bc  la  corde  qu'il  intercepte  dans 
le  premier.  Soit  b'acf  une  seconde  position  de  cet  angle,  infini- 
ment voisine  de  la  première;  les  côtés  ac,  a'cf  se  coupent  au  point 
de  contact  6  et  les  côtés  ab,  a'b'  au  point  de  contact  y.  Soit  a  le 
point  d'intersection  des  deux  cordes  bc,  Vd\  ce  sera  le  point  où 
la  première  bc  touche  sa  courbe  enveloppe.   On  a,   d'après  le 

lemme, 

flê       aa* 

■     '    —  ■  ■  • 

et       ce' 

Désignons  par  (a,  X),  (&,  X),  (c,  X)  les  distances  des  trois 
points  a,  &,  c  à  l'axe  radical  des  trois  cercles;  on  a 


ce     V  {<=, 


||     (737). 


Donc 

ff.'  =  »  M^) 
ce'        V  (c.X) 
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Pareillement 


nn9 /(a, IL) 


Donc 


Maïs 


ce'         V    (r,X 


ce'  COL 


Donc 


CK  V     (^t 


X) 


(.,X) 


Ce  qui  prouve  que  le  point  a  est  le  point  de  contact  d^un  cercle 
tangent  à  la  corde  bc  et  ayant  le  même  axe  radical  avec  les  pro- 
posés; ce  cercle  est  donc  tangent  à  la  courbe  enveloppe  de  la 
corde  bc.  Pour  le  point  infiniment  voisin  sur  cette  courbe  enve- 
loppe, on  aurait  encore  un  cercle  tangent.  Ces  deux  cercles  auraient 
donc  un  point  commun,  ce  qui  exige  qu'ils  se  confondent,  parce 
que  les  deux  cercles,  ayant  déjà  deux  points  communs  sur  leur  axe 
radical,  ne  peuvent  pas  en  avoir  un  troisième.  Donc  la  courbe  en- 
veloppe de  la  corde  bc  est  un  cercle  qui  passe  par  les  points  d'in* 
tersection  (réels  ou  imaginaires)  des  trois  premiers.  Le  théorème 
est  donc  démontré. 

767.  Le  théorème  s'étend  à  un  polygone  quelconque  : 

Quand  plusieurs  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si  dans  l'un 
on  inscrit  un  polygone  dont  tous  les  côtés,  moins  un,  soient  tan- 
gents aux  autres  cercles,  puis  que  l'on  déforme  ce  polygone  en 
Jaisant  glisser  ses  sommets  sur  le  premier  cercle  et  ses  côtés  sur 
les  autres  cercles,  le  dernier  côté  enveloppera  un  cercle  ayant  le 
même  axe  radical  avec  les  premiers. 

En  effet,  il  est  facile  de  voir  que,  le  théorème  étant  démontré 
pour  un  triangle,  on  en  conclut  qu'il  a  lieu  pour  le  quadrilatère, 
puis  pour  le  pentagone,  etc. 

Corollaire.  —  Il  suit  de  là  que  :  Quand  un  polygone  inscrit 
dans  un  cercle  a  ses  côtés  tangents  à  autant  d'autres  cercles  ayant 
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tous  le  même  axe  radical  avec  le  premier,  on  peut  inscrire  dans 
ce  cercle  une  infinité  d'autres  polygones  du  même  nombre  de 
côtés,  dont  tous  les  côtés  soient  tangents  aux  autres  cercles,  un  à 
un,  respectivement  (  *  )• 

Ces  beaux  théorèmes  sont  dus  à  Poncelet.  La  démonstration 
précédente  diffère  de  celle  du  Traité  des  propriétés  projectiles 
des  figures  (p.  3a3),  excepté  dans  le  raisonnement  final  relatif  à 
la  courbe  enveloppe.  Celte  démonstration  s'appliquera  d'elle-même 
aux  sections  coniques. 


(*)  Nous  Terrons,  dans  la  Théorie  des  sections  coniques,  que  ces  polygones  j ou is- 
lent  d'une  propriété  bien  remarquable  :  c'est  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  prendre 
les  cercles  toujours  dans  le  même  ordre  pour  déterminer  la  direction  des  côtés  con- 
sécutifs d'un  polygone.  Quels  que  soient  les  cercles  qu'on  attribuera  aux  côtés  consé- 
cutifs, un  h  un,  respectivement,  le  polygone  se  fermera  toujours,  s'il  se  ferme  une 
foii. 
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CHAPITRE  XXXI. 


PROPRIÉTÉS   DE   DEUX   CERCLES,  RELATIVES   AUX   DKUX   POINTS   DO^T   CHAGUlf 

A  LA  hêvr  polaire  dans  les  deux  CCRCLKS. 


768.  Quand  deux  cercles  ne  se  coupent  pas,  il  existe  sur  la  ligne 
des  centres  deux  points  e,fAonl  chacun  a  la  même  polaire  dans 
les  deux  cercles  ;  la  polaire  de  Tun  passe  par  Tautre  :  ce  sont  les 
deux  points  qui  divisent  harmoniquement  les  deux  diamètres  situés 
sur  la  ligne  des  centres.  Ces  points  sont  imaginaires  quand  les  deux 
cercles  se  rencontrent,  parce  qu'alors  les  deux  diamètres  empiètent 
l'un  ,surrautre( 216). 

Le  point  situé  à  l'infini  dans  une  direction  perpendiculaire  à  la 
ligne  des  centres  jouit  aussi  de  la  propriété  d'avoir  la  même  po- 
laire dans  les  deux  cercles  :  celte  droite  est  la  ligne  des  centres. 
Mais  nous  ne  considérerons  ici  que  les  deux  premiers  points  e,y. 

Si  l'on  regarde  ces  deux  points  comme  des  cercles  d'un  rayon 
infiniment  petit,  chacun  d'eux  aura  le  même  axe  radical  avec  les 
deux  cercles  proposés. 

Car  chacun  de  ces  points  a  pour  axe  radical  avec  chacun  des 
deux  cercles  un  axe  passant  par  leur  milieu  (7ld). 

769.  Si,  sur  une  transi^ersale  menée  arbitrairement  y  on  prend 
les  deux  points  conjugués  à  la  fois  par  rapport  à  deux  cercles, 
ces  points  sont  vus  de  chacun  des  deux  points  e,  (sous  un  angle 
droit, 

m 

En  effet,  la  transversale  rencontre  les  deux  cercles  et  le  point  e, 
considéré  comme  un  cercle  infiniment  petit  (747),  en  trois  couples 
de  points  en  involution  (752);  les  deux  points  conjugués  par  rap- 
port aux  deux  cercles  sont  les  points  doubles  de  l'involution  (211  ); 
par  conséquent,  ils  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux 
deux  points  d'intersection  du  cercle  e;  donc  ils  sont  vus  du  pointe 
sous  un  angle  droit  (751). 
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770.  Quand  deux  cercles  sont  coupes  par  une  transversale,  les 
cordes  quils  interceptent  sur  celte  droite  sont  'vues,  de  l'un  quel- 
conque des  deux  points  e,  f,  sous  des  angles  qui  ont  la  même  bis- 
sectrice ou  dont  les  bissectrices  sont  rectangulaires. 

En  effet,  soient  c  et  ç  (Jfg'  174)  ^^s  deux*  points  qui  divisent 
harmoniquement  les  deux  cordes  «S,  a'S';  les  deux  droites  es,  ecy 
sont  rectangulaires  (769);  donc  elles  sont  les  bissectrices  des 
angles  «eS,  a'eê'  et  de  leurs  suppléments  (84).  Donc,  etc. 

Corollaire  I.  —  Si  la  transversale  est  tangente  au  cercle  C 
(fis-  ^7^)9  ^^  droite  menée  du  point  e  au  point  de  contact  a'  est  la 
bissectrice  de  Fangle  eceë  ou  de  son  supplément. 

Corollaire  II.  —  Si  la  transversale  est  tangente  aux  deux 
cercles  {Jig*  17^)»  les  deux  angles  aeS,  a'e&  deviennent  infini- 
ment petits,  et  les  bissectrices  sont  les  rayons  ea,  ea'  menés  aux 
points  de  contact  ;  le  théorème  peut  donc  s'énoncer  ainsi  : 

«Si  l'on  mène  une  tangente  commune  à  deux  cercles,  les  points 
de  contact  sont  vus  de  chacun  des  points  e,  f  sous  un  angle  droit. 

autrement.  Pour  démontrer  directement  ce  théorème,  il  suffit 
de  remarquer  que  les  points  de  contact  de  la  tangente  commune 
aux  deux  cercles  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux 
points  d'intersection  du  cercle  e  par  cette  tangente  (752,  corolL)^ 
d'où  Ton  conclut  que  ces  deux  points  de  contact  sont  vus  du 
point  e  sous  un  angle  droit  (751  ). 

771 .  Etant  donnés  deux  cercles  C,  QI  qui  ne  se  rencontrent  pas, 
si  autour  du  point  e,  qui  a  la  même  polaire  dans  les  deux 
cercles  [Jig*  177)»  on  J ait  tourner  un  angle  droit  dont  les  côtés 
rencontrent  respectivement  les  deux  cercles  en  a  et  a',  la  droite 
aa'  détermine  sur  les  deux  cercles  deux  autres  points  b,  b'  : 

I®  L'angle  beb'  est  droit; 

2®  Les  tangentes  aux  deux  cercles  en  leurs  points  a,  a'  ou  b,  b' 
ont  leur  point  de  concours  sur  un  troisième  cercle  qui  passe  par 
les  points  d 'intersection  des  deux  proposés; 

3®  Enfin,  les  deux  cordes  ab  et  ofWsont  entre  elles  dans  un  rap^ 
port  constant. 
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En  eflTet,  considérons  le  point  e  comme  un  cercle  infiniment 
petit,  ayant  le  même  axe  radical  avec  les  deux  premiers  (768),  et 
appelons  e  et  f  les  points  d'intersection  (imaginaires)  de  ce  cercle 
par  la  droite  aa'\  les  trois  couples  de  points  a,  b\  a' y  V  et  e,  9 
sont  en  involution  (752).  Or  les  deux  a  et  a'  sont  conjugués  par 
rapport  au  cercle  infiniment  petit  (751),  et,  par  conséquent,  par 
rapport  aux  deux  points  e  et  9  (696).  Donc  les  deux  b  et  b'  sont 
aussi  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  e,  9  (285)  et 
sont,  par  conséquent,  conjugués  par  rapport  au  cercle  infiniment 
petit.  Donc  l'angle  beV  est  droit. 

Maintenant,  puisque  les  deux  points  e,  9  qui  divisent  harmoni- 
quement  les  deux  segments  aa'  et  bV  appartiennent  au  cercle  e^ 
qui  a  le  même  axe  radical  avec  les  deux  cercles  proposés,  il  en  ré- 
sulte, d'après  le  théorème  (762),  que  les  tangentes  à  ceux-ci 
menées  par  les  points  a,  a'  se  coupent  sur  un  cercle  qui  a  le  même 
axe  radical  avec  les  deux  proposés;  et,  par  suite,  que  les  deux 
cordes  ab,  a!V  sont  entre  elles  dans  un  rapport  constant  (760). 

Le  théorème  est  donc  démontré. 

772.  Quand  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical,  si  Von 
mène  une  transi^ersale  quelconque  qui  rencontre  le  premier  en 
deux  points  a,  d!  et  les  deux  autres  en  deux  points  m,  n  respec- 
tiuement,  on  a  [Jig*  178) 

si  n  mea .  sin  mea'  M  A .  M  A'     Me 


siïi  nea.^vanea 


En  effet,  on  a  (753) 


ma.  ma'      M  A.  M  A'  smmea  .sinmea^      M  A.  MA' 

me  Ue  sma.smû'  j^,; 


et,  de  même, 

na.na'       NA.NA'  ûnnea.ûunea*       NA.NA' 

_,a       = ou       : : ;—  =       ,       • 

ne  N/  sina.sma  ^^' 

Donc,  etc. 
Corollaire.  —  Si  la  transversale  est  tangente  au  premier  cercle 
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en  uu  point  i,  on  aura 


in  iem  /MA .  MA'     M<r 

^— ^-  =  1/  «A   lUA/  •  ■«"  =  c^"**^- 


sin 
sin 


Remarque,  —  En  désignant  par  a,  ^,  v  les  centres  des  trois 

cercles,  on  a  , , / ,,  ^ ,  :  =zn  =  —  :  —  (753),    rapport    anharmo- 

NA.NA'      ja^'        va     ve   ^         '  ^'^ 

nique  des  quatre  points  a,  fx,  v,  e, 

773.  Quand  deux  cercles  C,  C  (^^-  179)  ne  se  rencontrent 
pas,  si  deux  tangentes  à  l'un  O  rencontrent  l'autre  en  quatre 
points  ^yh  et  a!,  h\  les  distances  de  ces  points  au  point  e,  qui  a  la 
même  polaire  dans  les  deux  cercles,  sont  proportionnelles  aux 
distances  des  mêmes  points  à  la  corde  de  contact  des  deux  tan- 
gentes  au  cercle  Q. 

En  eflety  concevons  qu^un  troisième  cercle,  ayant  le  même  axe 
radical  avec  les  deux  proposés,  passe  par  le  point  d'intersection  o 
des  deux  cordes  ab,  a'V  du  cercle  C,  qui  sont  tangentes  en  i  et  V 
au  cercle  C;  on  aura,  d'après  le  théorème  précédent, 


fXxiaei       sînaVi' 


sinoee       sinoW' 


Les  deux  triangles  aei^  oei  donnent 


sin  aet       ai     en 


•       • 


8inoe<       0/     eo 


Mais  le   rapport  — .  est  égal  au  rapport  des  perpendiculaires 

abaissées  des  points  a  et  o  sur  toute  droite  passant  par  le  point  1, 
et  par  conséquent  sur  la  droite  lï';  on  a  donc,  en  appelant  aa,  oo) 
ces  perpendiculaires, 


vmaet       aa.     ca       ace     Obi 


• 


hVàoei       otù     eo       ea     co 


On  a  de  même,  en  appelant  a'a'  la  distance  du  point  a'  à  la 
droite  ii\ 


sinrtV/'       «'a'     ow 


bïixoei'        ca       eo 
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El,  puisque  les  deux  rapports  de  sinus  sont  égaux,  il  s'ensuit 


aoL       a'a' 


ea        eu* 


Or  ce  qui  est  démontré  pour  le  point  a'  s'applique  au  point  V\ 
et  ce  qui  est  démontré  du  point  a  à  Tégard  des  deux  a!  et  hf  doit 
s'entendre  aussi  du  point  b.  Il  en  résulte  donc  que  les  quatre  rap- 

ports — »•••   sont  égaux  ('j.  c.  Q.  f.  d. 

774.  Quand  deux  cercles  C,  G'  (J!g'  179)  ne  se  rencontrent 
pas,  si  d'un  point  o  on  mène  les  tangentes  à  l'un  d'eux,  les'^ 
quelles  rencontrent  le  second  en  deux  couples  de  points  a,  b  ef 
a',  b',  les  droites  menées  du  point  e,  t/ui  a  la  même  polaire  dans 
les  deux  cercles,  aux  points  a,  b,  a',  b^  et  o  donnent  lieu  à 
l'équation 

tang  \  beo       Lang  \  b'eo 
ou 

tang  \  aeo .  tang  j  beo  =  tang  \a'eo.  tang  \  Veo^ 

selon  que  le  cercle  01  y  auquel  sont  menées  les  tangentes,  st:  trouve 
dans  l'intérieur  ou  à  V extérieur  du  cercle  G. 

Supposons  que  le  cercle  G'  soit  dans  l'intérieur  de  G.  Soient  aor, 
i6,  rt'«',  b'S  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  a,  i,  a\  V 
sur  la  droite  ii  qui  joint  les  points  de  contact  des  deux  tan- 
gentes au  cercle  G';  les  quatre  rapports  — »  —  >  •••  sont  égaux, 
comme  il  vient  d'être  démontré.  Toutefois,  ils  n'ont  pas  le  même 
signe  :  si  les   deux  — ?  -,—7  sont  regardés   comme   positifs,   les 

eb     eh' 
deux  j-zt  y—,  seront  négatifs,  parce  que  les  deux  perpendiculaires 

66,  U&  n'ont  pas  la  même  direction  que  les  deux  a«,  a'J.  D'après 
cela,  si,  sur  les  deux  rayons  ea,  ea'  et  sur  le  prolongement  des 


(*)  D'après  cela,  on  peut  dire  que  les  quatre  points  a,  b^  a\  b'  sont  situés  sur  une 
conique  qui  a  l'un  de  ses  foyers  en  e  et  pour  directrice  correspondante  la  droite  iV. 
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deux  eb^  ell  au  delà  du  point  e,  on  prend  quatre  segments  res- 
pectifs eA,  eA',  eB,  eB'  proportionnels  aux  quatre  rapports  — ? 

ea'     eh     eh'        »        ,    j.  k        \  ^^  i  •  k     r\ 

-7-7 >  "r=ï  iTTiy  c  est-à-dire  eA  =  À  — »  •  •  •  >  les  quatre  points  A,  B, 

A',  B'  seront  sur  une  circonférence  de  cercle  ayant  son  centre  au 
point  e.  Mais,  d'après  les  relations 

en  ,  ea' 

e\  =:  A  — y      eA  =  À  — p-^J      •  '    î 

/la  /la 

les  deux  quadrilatères  abVa'  et  ABB'A'  sont  honiologiques  par 
rapport  au  point  Cy  centre  d'homologie  (539).  Donc  les  deux 
côtés  ABy  A'B^  du  second  se  coupent  en  un  point  O  situé  sur  la 
droite  eo.  Or  on  a,  dans  le  cercle, 

tangiAtfO.Uing|BeO  =  tangjA'/?0.tang-jB'tfO     (709,  corolL], 

ou,  eu  égard  aux  directions  des  lignes  eB,  eB', 

tang  Y^ro tang^aVo 

tungl^eo       tangy^Vo 

Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Quand  le  cercle  CI  est  extérieur  au  cercle  C,  on  démontre  de  la 
même  manière  que  Téquation  est 

tang  \  aco .  tang|  heo  =  tang  |  a'eo .  tang  }  ù'eo. 
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CHAPITRE  XXXIJ. 


SYSTÈUB  DE  TROIS  CERCLES  QUELCONQUES.  —  CONTACTS  DBS  CERCLES. 


I.  —  Pivpriétés  relatives  à  trois  cercles. 

778.  Irais  cercles,  situés  d'une  manière  quelconque,  donnent 
lieu,  étant  pris  deux  à  deux,  à  six  centres  de  similitude;  ces  six: 
points  sont,  trois  à  trois,  sur  quatre  droites,  de  manière  que  sur' 
l'une  de  ces  droites  se  trouvent  les  trois  centres  de  similitude  di- 
recte, et,  sur  chacune  des  autres,  deux  centres  de  similitude  i/i- 
"verse  et  un  centre  de  similitude  directe. 

En  effet  y  considérons,  dans  les  trois  cercles,  dont  les  centres 
sont  O,  (y,  O'',  trois  rayons  parallèles  Oa,  Ca',  (yoP.  La  droite  aJ 
marque  sur  OCK  un  centre  de  similitude  des  deux  cercles  O,  (X;  et 
ainsi  des  deux  autres  droites  a' a!' y  a!' a.  Or  les  deux  triangles 
OO'O"  et  aalal*  ayant  leurs  sommets  situés,  deux  à  deux  sur  trois 
droites  parallèles,  les  points  de  rencontre  de  leurs  côtés,  deux  à 
deux  respectivement,  sont  en  ligne  droite  (374)  :  c'est-à-dire  que 
les  centres  de  similitude,  déterminés  par  les  trois  droites  oo', 
ala!^ y  ci' a^  sont  en  ligne  droite.  Mais,  si  les  trois  rayons  sont  de 
même  direction,  chacune  des  trois  droites  passe  par  un  centre  de 
similitude  directe  (719);  et  si  l'un  des  trois  rayons  est  de  direc- 
tion contraire  à  celle  des  deux  autres,  celui-ci  donne  lieu  à  deux 
centres  de  similitude  inverse,  et  les  deux  premiers  à  un  centre  de 
similitude  directe.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

776.  Les  axes  radicaux  auxquels  donnent  lieu  trois  cercles, 
pris  deux  à  deux,  concourent  en  un  même  point. 

En  effet,  soit  a>  le  point  d'intersection  des  axes  radicaux  du 
cercle  O,   avec  les  deux  C  et  O",  et  concevons  qu'une  droite 
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menée  par  ce  point  rencontre  les  trois  cercles  en  trois  couples  de 
points  a,  a!;  by  h'  et  c,  ç/;  on  aura  les  deux  égalités 

îùa.fùo! z=itùh,îùh\     wfl.«a'=:  wc.wc'     (723,  coro//. ). 
Donc 

Ce  qui  prouve  que  le  point  a>  appartient  à  Taxe  radical  des  deux 
cercles  O'  et  O''. 

777.  Étant  donnés  trois  cercles,  si  par  un  même  point  on  en 
mène  trois  autres  passant,  respectisfement,  par  les  points  d'inter- 
section des  trois  premiers,  pris  deux  à  deux,  ces  trois  cercles  se 
couperont  en  un  même  point. 

Soient  U,  G  et  G  les  trois  cercles  donnés  ;  par  un  point  P  on  en 
mène  trois  autres  A,  A'  et  2  tels,  que  le  premier  A  passe  par  les 
points  d'intersection  (  réels  ou  imaginaires  )  de  U  et  G,  le  second  A' 
par  les  points  d'intersection  de  U  et  G',  le  troisième  2  par  les 
points  d'intersection  de  G  et  G'.  Il  faut  prouver  que  ces  trois  cercles 
^e  coupent  en  un  même  point. 

Soit  P'  le  point  d'intersection  des  deux  A  et  A'  :  le  segment  PP 
forme  une  involution,  d'une  part  avec  les  segments  faits  par  les 
cercles  U  et  G  sur  la  droite  PP',  et  d'autre  part  avec  les  segments 
faits  par  les  cercles  U  et  G'  (7S2).  Donc  le  segment  PP'  et  les  seg- 
ments faits  par  G  et  G'  sont  en  involution.  Donc  par  les  deux  points 
P  et  P  on  peut  mener  un  cercle  passant  par  les  points  d'intersec- 
tion de  G  et  G'.  Ge  cercle  sera  2. 

778.  Le  théorème  peut  prendre  l'énoncé  suivant,  d'après  lequel 
If  s  deux  points  P,  P',  communs  aux  trois  cercles  A,  A'  et  E,  pour- 
ront être  imaginaires  : 

Etant  pris  sur  un  cercle  U  deux  couples  de  points,  réels  ou 
imaginaires  (*),  si  par  les  deux  premiers  points  on  mène  deua: 
cercles  quelconques  G,  A,  et  par  les  deux  autres  deux  cercles. 


(')  Nous  appelons  couple  de  points  imaginaires  sur  un  cercle  les  points  déter- 
minés par  rintersection  du  cercle  et  d'une  ligne  droite  i^G55). 

(•HASLEt.  —  Géom,  sup,  32 


49^  TRAITÉ  DE  GéOMÉTRIE  SUPÉRIEURE.    —  CHAPITRE  XX.X1I. 

aussi  quelconques,  G,  A!,  ceux-ci  rencontreront,  respectivement, 
les  deux  G,  A  en  quatre  points  situés  sur  un  même  cercle. 

En  effet,  appelons  P,  P'  les  points  d'Intersection  (réels  ou  imagi- 
naires) des  deux  cercles  A,  A'.  Le  segment  PP'  forme  une  involu- 
lion,  d'une  part  avec  les  segments  que  les  deux  cercles  U  et  Cfont 
sur  la  même  droite  (752),  et  d'autre  part  avec  les  segments  faits 
parles  deux  cercles  U,  C.  Donc  le  segment  PP'  et  les  deux  que  les 
cercles  C,  G  font  sur  la  même  droite  sont  en  involution.  Donc  par 
les  deux  points  P,  P'  on  peut  mener  un  cercle  qui  passe  par  les 
points  d'intersection  de  C  et  G;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

II.  —  Contact  des  cercles.  Cercle  tangent  à  trois  autres. 

779.  Quand  un  cercle  est  tangent  à  deux  autres,  les  points  de 
contact  sont  en  ligne  droite  ai^ec  l'un  des  centres  de  similitude  de 
ceux-ci,  et  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent  sur  l'axe  radical 
de  ces  deux  cercles. 

La  première  partie  de  cette  proposition  résulte  du  théorème  (775), 
puisque  le  point  de  contact  de  deux  cercles  est  un  de  leurs  centres 
de  similitude  (719);  et  la  seconde  partie,  du  théorème  (776), 
parce  que  la  tangente  commune  à  deux  cercles  est  leur  axe  radical. 

780.  JbJtant  donnés  deux  cercles  O,  O^  {J!g-  i8o)  auxquels  on 
mène  deux  cercles  tangents  C,  G,  le  premier  en  M  et  mi,  et  L' 
second  en  N  et  ni  ^  de  manière  que  les  deux  droites  Mmi  et  Nui 
passent  par  un  même  centre  de  similitude  des  deux  cercles  O,  O'  ; 

1°  L'axe  radical  des  deux  cercles  C,  G  passera  par  ce  point; 

7?  Un  centre  de  similitude  de  ces  deux  cercles  se  trouv^era  sur 
l'axe  radical  des  deux  O  et  O',  à  l'intersection  des  deux  cordes 
MN,  m,ni. 

En  effet,  i**  on  a  SM.S/n,  =SN.S/?,  (733).  Donc  le  point  S 
appartient  à  Taxe  radical  des  deux  cercles  C,  G  (723,  corolL). 

a°  Les  deux  droites  MN,  m^n^  se  coupent  sur  l'axe  radical  des 
deux  cercles  O,  O'  (730).  Chacune  d'elles  passe  par  l'un  des 
centres  de  similitude  des  deux  cercles  C,  C'(779);  il  faut  prouver 
que  c'est  par  le  même.  Supposons  que  S  soit  un  centre  de  simili- 
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tude  directe,  les  deux  points  M  et  mi  seront  nécessairement  deux 
centres  de  similitude  de  même  nom  (directe  ou  inverse)  du  cercle  C 
avec  les  deux  O,  O'  (773).  Et  de  même  des  deux  points  N,  /i|. 
Donc  les  droites  MN  et  mj/ij  joignent,  chacune,  deux  centres  de 
similitude  tels,  que  si  les  deux  premiers  sont  de  même  nom  ou  de 
noms  difTérents,  il  en  est  de  même  des  deux  autres  ;  par  conséquent, 
dans  les  deux  cas,  les  deux  droites  passent  par  un  même  centre  de 
similitude  des  deux  cercles  C,  G  (775). 

Le  raisonnement  est  le  même  si  le  point  S  est  un  centre  de  simi- 
litude iuA^erse.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

781 .  Le  centre  de  similitude  des  deux  cercles  C,  C  est  sur  l'axe 
radical  des  deux  O,  C  à  l'intersection  de  la  corde  MN  (780).  Par 
conséquent,  ce  point  peut  être  pris  arbitrairement,  c'est-à-dire 
que: 

Une  droite  L  étant  menée  par  l'un  des  centres  de  similitude 
de  deux  cercles  O,  O',  et  un  point  étant  pris  sur  leur  axe  radical, 
on  peut  déterminer  deux  cercles  C,  G  tangents  aux  deux  O,  CV, 
(fui  aient  pour  axe  radical  la  droite  L,  et  pour  centre  de  simili- 
tude le  point  donné. 

Il  suffit  de  mener  par  ce  point  une  droite  passant  par  le  pôle  de 
la  droite  L  par  rapport  à  l'un  des  cercles  O,  O';  cette  droite  mar- 
quera sur  ce  cercle  les  deux  points  de  contact  des  deux  cercles 
tangents  qui  satisfont  aux  deux  conditions  de  la  question. 

782.  Mener  un  cercle  tangent  à  trois  autres. 

Soient  O,  O',  O'^  les  trois  cercles  proposés,  et  S,  S',  S^'  leurs 
trois  centres  de  similitude  directe. 

On  peut  mener  deux  cercles  tangents  à  l'un  des  trois  O,  CK,  O'', 
qui  aient  pour  axe  radical  la  droite  SS'S'^et  pour  centre  de  simi- 
litude le  point  de  concours  des  trois  axes  radicaux  des  cercles  O, 
Cy,  Cy'5  et,  d'après  le  théorème  précédent,  ces  deux  cercles  seront 
tangents  à  chacun  des  deux  autres  cercles. 

Pour  déterminer  ces  cercles,  on  cherchera  les  poles^  de  la  droite 
SS'S'Mans  les  cercles  O,  C,  O";  et  l'on  mènera  par  ces  points  des 
droites  concourantes  au  point  d'intersection  des   trois  axes  radi- 

32. 
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eaux;  ces  droites  rencontreront,  respectivement,  les  trois  cercles 
en  des  points  qui  seront  les  points  de  contact  de  deux  cercles 
satisfaisant  à  la  question. 

Pour  chacune  des  trois  autres  droites  sur  lesquelles  se  trouvent, 
trois  à  trois,  les  six  centres  de  similitude  des  trois  cercles  proposés, 
on  aura  deux  autres  cercles  tangents.  De  sorte  qu'il  existe,  en  gé- 
néral, huit  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés. 

783.  Cette  solution  d'un  problème  qui  a  été  résolu,  dans  tous 
les  temps,  de  bien  des  manières,  est  la  plus  simple  (*);  elle  se 
prête  à  tous  les  cas  particuliers  qui  résultent  des  hypothèses  que 
l'on  peut  faire  à  l'égard  des  trois  cercles,  en  supposant  qu'ils 
deviennent  des  points  ou  des  droites. 

Quand  un  cercle  se  réduit  à  un  point,  ce  point  est  lui-même  son 
centre  de  similitude  avec  un  autre  cercle  ;  et  nous  avons  vu  que 
l'axe  radical  est  à  égale  distance  du  point  et  de  sa  polaire  par  rap- 
port au  cercle  (749). 

Quand  un  cercle  devient  une  ligne  droite,  parce  que  son  rayon 
est  devenu  infiniment  grand,  son  axe  radical  avec  un  autre  cercle 
est  cette  droite  elle-même.  Les  points  que  l'on  considérera  comme 
les  centres  de  similitude  de  la  droite  et  d'un  cercle  sont  les 'extré- 
mités du  diamètre  de  ce  cercle  perpendiculaire  à  la  droite.  Garce 
sont  les  points  qui  conservent  une  propriété  caractéristique  des 
centres  de  similitude,  savoir  que  le  rectangle  des  distances  d'un 
centre  de  similitude  à  deux  points  homologiques  ou  anti-homo- 
logues est  constant  (734). 


(*)  Cette  solution  est  due  à  Gergonne  (voir  jinnales  de  Mathématiques,  t.  IV, 
p.  349,  année  i8i4)«  M.  Gaultier,  de  Tours,  en  avait  beaucoup  approché,  dans  sou 
Mémoire  sur  les  moyens  généraux  de  construire  graphiquement  un  cercle  déterminé 
par  trois  conditions  et  une  sphère  déterminée  par  quatre  conditions  (voir  Journal  de 
l'École  Polytechnique,  XVI*  Cahier,  i8i3);  car  il  démontre  :  i"  que  chaque  droite 
telle  que  S  S' S',  qui  contient  trois  des  six  centres  de  similitude  des  trois  cercles  pro- 
posés O,  O',  O",  est  Taxe  radical  de  deux  cercles  G,  C  satisfaisant  à  la  question; 
a**  que  la  corde  qui  joint  les  deux  points  de  contact  de  ces  cercles  avec  Tun  des 
trois  O,  G',  0"  passe  par  le  point  de  concours  des  trois  axes  radicaux  de  ceux-ci; 
3**  que  les  tangentes  en  ces  deux  points  de  contact  ont  leur  point  de  rencontre  sur 
la  droite  S  S' S''.  Pour  conclure  de  là  la  construction  précédente,  il  suffisait  de  remar- 
quer, comme  conséquence  de  cette  dernière  proposition,  que  la  corde  qui  joint  les 
deux  points  de  contact  sur  Tun  des  cercles  proposés  passe  par  le  pâle  de  la  droite 
S  S' S''  relatif  à  ce  cercle,  puisque  le  pèle  de  cette  corde  est  lui-même  sur  cette  droite. 
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On  a,  en  effet, 

SM.S/n,  =  const.     (681). 

784.  D'après  cela,  on  applique  sans  aucune  difficulté  la  solu- 
tion générale  aux  cinq  questions  suivantes  : 

i**  Mener  par  un  point  un  cercle  tangent  à  deux  cercles. 

La  question  admet  quatre  solutions,  parce  qu'il  y  a  deux  droites 
qu'on  peut  considérer  comme  contenant  chacune  trois  centres 
de  similitude. 

2®  Mener  un  cercle  tangent  à  deux  cercles  et  à  une  droite. 
Huit  solutions,  parce  qu'il  y  a  six  centres  de  similitude  placés, 
trois  à  trois,  sur  quatre  droites  dont  chacune  donne  lieu  à  deux  solu- 
tions. 

3**  Faire  passer  par  deux  points  un  cercle  tangent  à  un  cercle 
donné. 

Deux  solutions  seulement,  parce  qu'il  n'y  a  qu'une  droite  qu'on 
puisse  regarder  comme  contenant  trois  centres  de  similitude, 
savoir,  la  droite  qui  joint  les  deux  points  proposés. 

4°  Mener  un  cercle  tangent  à  un  cercle  et  à  deux  droites. 

Huit  solutions,  répondant,  deux  à  deux,  aux  quatre  droites  qui 
joignent  les  centres  de  similitude  relatifs  au  cercle  et  à  l'une  des 
droites  proposées,  aux  centres  de  similitude  relatifs  à  l'autre 
droite. 

5**  Mener  par  un  point  un  cercle  tangent  à  un  cercle  et  à  une 
droite. 

Quatre  solutions  répondant,  deux  à  deux,  aux  deux  droites 
menées  du  point  proposé  aux  deux  centres  de  similitude  relatifs 
au  cercle  et  à  la  droite. 


a^ 
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CHAPITRE  XXXIII. 

CERCLE   IMAGINAIRE. 


I.  —  Ce  qu'on  entend  par  l'expression  cercle  imaginaire. 

785.  Quand  les  formules  ou  relations  qui  ont  servi  à  déterminer 
des  points  ou  des  droites  relatives  à  un  cercle,  et  à  démontrer 
quelque  proposition,  contiennent  le  rayon  du  cercle  au  carré  et 
non  à  la  première  puissance,  si  l'on  suppose  ce  carré  négatif,  les 
expressions  subsistent,  ainsi  que  les  résultats  qui  s'y  rapportent; 
c'est-à-dire  qu'elles  donnent  lieu  encore  à  des  points  et  des  droites, 
et  à  des  propositions  y  relatives  ;  mais  ces  points  et  ces  droites  se 
trouvent  différents  des  premiers,  ou  plutôt  dans  des  positions  dif- 
férentes. On  dit  alors  que  le  cercle  que  l'on  considérait  en  pre- 
mier lieu  est  devenu  imag^i/iaiVe,  et  que  les  propositions  résultantes 
des  formules  se  rapportent  à  ce  cercle  imaginaire.  C'est  ainsi  que 
l'on  agit  en  Géométrie  analytique. 

Ce  que  nous  disons  des  résultats  dérivés  de  relations  ou  formules 
analytiques  doit  s'entendre  de  résultats  fondés  sur  des  construc- 
tions qui  subsistent  quand  on  suppose  que  le  carré  du  rayon  d'un 
cercle  devient  négatif,  de  même  que  des  constructions  peuvent 
subsister  quand  on  suppose  que  deux  points  deviennent  imagi- 
naires, comme  nous  l'avons  vu  souvent,  par  exemple  dans  la 
théorie  du  rapport  harmonique  de  quatre  points,  où  deux  points 
conjugués  peuvent  être  imaginaires. 

Nous  ferons  en  Géométrie  pure  ce  que  l'on  fait  en  Géométrie 
analytique  :  nous  admettrons  que,  soit  dans  des  formules,  soit  dans 
des  constructions  qui  n'impliquent  que  le  carré  du  rayon  d'un 
cercle,  ce  carré  devienne  négatif;  et  nous  dirons  que  le  cercle  est 
imaginaire. 

Il  n'y  a  point,  bien  entendu,  de  cercle  imaginaire,  et  ce  mot 
n'est  qu'une  fiction  qui  sert  à  rattacher  les  résultats  obtenus  à  un 
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autre  cas  de  la  question  générale,  dans  lequel  la  présence  d'un 
cercle  procure  une  image  visible  et  une  notion  parfaitement  claire 
des  propriétés  de  la  figure.  Mais  il  faut  observer  que  ces  propriétés 
sont  toujours  susceptibles  d'une  expression  différente  et,  à  cer- 
tains égards,  plus  générale,  dans  laquelle  on  fait  abstraction  du 
cercle,  soit  réel,  soit  imaginaire.  Il  faut  regarder  que  le  cercle  n'a 
été  qu'un  être  auxiliaire  qui  a  servi  de  lien  entre  les  parties  de  la 
figure  et  a  donné  lieu  à  une  expression  de  leurs  relations  plus 
simple  et  surtout  faisant  image.  Cette  expression  et  l'image  visible 
par  laquelle  elle  se  produit  disparaissent  et  n'ont  plus  de  réalité 
quand  on  suppose  le  carré  du  rayon  négatif  et  le  cercle  imagi- 
naire, quoique  les  relations  qu'elles  ont  servi  à  exprimer  subsistent 
toujours. 

786.  Pour  répandre  tout  le  jour  possible  sur  ces  considérations, 
prenons  un  exemple. 

On  appelle  polaire  d'un  point  relative  à  un  cercle  une  droite 
que  l'on  détermine  de  plusieurs  manières  : 

I®  En  menant  par  le  point  donné  p  deux  tangentes  au  cercle;  la 
corde  qui  joint  les  points  de  contact  est  la  polaire  ; 

a°  En  menant  par  le  point  p  une  transversale  qui  rencontre  le 
cercle  en  deux  points  a,  a';  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent 
sur  la  polaire  cherchée,  dont  on  détermine  un  second  point,  soit 
au  moyen  d'une  seconde  transversale,  soit  en  prenant  sur  la  pre- 
mière le  point  conjugué  harmonique  du  point /9,  par  rapport  aux 
deux  a  et  a'; 

3^  En  menant  deux  transversales  paa\  pbb\  puis  les  droites 
aVy  ba'y  lesquelles  se  coupent  sur  la  polaire,  ainsi  que  les  deux 
ab.a'b'; 

4®  En  prenant  sur  les  deux  cordes  aa\  bV  les  points  conjugués 
harmoniques  du  point  /s,  lesquels  se  trouvent  sur  la  polaire  ; 

5°  Enfin,  en  prenant  sur  la  droite  qui  va  du  point  p  au  centre  C 
du  cercle  le  point  c  déterminé  par  la  relation  Ce.C/D  =  R-,  et  en 
élevant  par  le  point  e  une  perpendiculaire  à  la  droite  pC. 

Les  trois  premières  manières  de  construire  la  polaire  du  point  p 
exigent  que  le  cercle  soit  tracé,  de  sorte  que  la  polaire  se  rapporte 
exclusivement  à  la  circonférence  du  cercle  et  ne  présente  aucun 
autre  caractère.  Il  n'en  est  pas  de  même  des  deux  autres  modes  de 
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construction  ;  on  n'y  fait  pas  usage  nécessairement  de  la  circonfé- 
rence du  cercle,  mais  seulement  de  la  position  de  son  centre  et  du 
carré  de  son  rayon. 

Il  en  résulte  que  les  propriétés  de  cette  droite,  que  nous  appe- 
lons polaire,  ou  celles  d'un  système  de  droites  déterminées  de 
même,  propriétés  qu'on  rapporte  à  un  cercle,  peuvent  s'attribuer 
simplement  à  un  point  (centre  du  cercle)  et  au  carré  d'une  ligne, 
et  s'énoncer  abstraction  faite  du  cercle. 

Par  exemple,  au  lieu  de  dire  que  les  polaires  des  différents  points 
d'une  droite,  prises  par  rapport  à  un  cercle,  passent  toutes  par  un 
même  point,  on  pourra  dire  que,  si  des  points  jo,  p\  p",  ...  d^une 
droite  on  mène  à  un  point  fixe  C  des  rayons  pC,  p'C,  . . .  sur  les- 
quels on  prend  des  points  e^  ef,  ...  déterminés  par  les  relations 
Ce,Cp  =  R^,  Ce'.Cp'=  R^,  . .  . ,  et  que  par  ces  points  on  mène 
les  perpendiculaires  aux  droites  Cp,  Cp',  . . . ,  toutes  ces  perpen- 
diculaires passeront  par  un  même  point. 

Cet  exemple  montre  comment  des  propriétés,  qui  paraissent 
concerner  nécessairement  le  cercle,  peuvent  néanmoins  dériver  de 
relations  plus  intimes  qui  permettent  de  faire  abstraction  du  cercle 
dans  leur  énoncé. 

787.  Maintenant  on  voit  que,  le  cercle  se  trouvant  ainsi  éliminé, 
rien  n'empêche  de  supposer  le  carré  R^  négatif,  et  qu'alors  la 
construction  du  point  e,  dépendante  de  réquationCe.Cp  = — R^, 
subsistera,  et  que  la  perpendiculaire  menée  par  ce  point  donnera 
lieu  aux  mêmes  propriétés  que  dans  le  premier  cas.  Mais  cette  droite 
n'est  plus  la  polaire  d'un  point  relati\fe  à  un  cercle.  Car  le  point  e, 
par  lequel  on  l'élève  perpendiculairement  au  rayon  Cp,  n'est  plus 
sur  ce  rayon  lui-même,  comme  dans  le  cas  d'un  cercle,  mais  bien 
sur  son  prolongement  au  delà  du  point  C,  puisque  le  produit  Cp .  Oc 
est  négatif.  Il  faudrait  donc,  à  la  rigueur,  dans  ce  cas  de  R^  né- 
gatif, dénommer  la  droite  et  exprimer  ses  propriétés  d'une  autre 
manière  et  sans  faire  intervenir  le  cercle.  Cependant  on  peut  con- 
server à  cette  droite  la  dénomination  de  polaire,  en  disant  polaire 
relative  à  un  cercle  imaginaire  et  en  convenant  que  ce  mot  ima- 
ginaire  signifie  simplement  que  le  carré  R^,  qui  entre  dans  la  for- 
mule qui  sert  à  la  construction  de  la  droite,  est  négatif. 

Cette  idée  d'un  cercle  imaginaire  est  donc  une  pure  fiction,  à 
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laquelle  on  a  recours  pour  conserver  aux  propositions  des  énoncés 
simples  et  faisant  image,  qui,  à  la  rigueur,  ne  s'appliquent  qu'à  un 
cas  spécial,  celui  où,  le  carré  R^  étant  positif,  on  peut  décrire  un 
cercle  dans  la  figure. 

Ainsi,  Ton  conçoit  bien  comment  des  propositions  qui,  d'après 
leur  énoncé,  sembleront  se  rapporter  exclusivement  à  un  cercle 
imaginaire,  et,  par  conséquent,  n'avoir  aucune  signification  réelle, 
exprimeront  néanmoins  des  vérités  mathématiques  portant  sur  des 
choses  toutes  réelles  et  ayant  une  signification  parfaitement  dé- 
finie et  susceptible  d'une  autre  expression,  indépendante  de  l'idée 
du  cercle. 

788.  D'après  ces  considérations,  nous  dirons  d'une  manière 
générale  que  toutes  les  relations  ou  constructions  dans  lesquelles 
n'entreront,  soit  directement,  soit  implicitement,  que  le  centre  et 
le  carré  du  rayon  d'un  cercle  s'appliqueront  au  cas  où  ce  carré 
sera  négatif;  mais  que,  pour  conserver  le  même  langage,  les  mêmes 
définitions  et  le  même  énoncé  dans  les  théorèmes,  nous  pourrons 
dire  que  ces  relations  et  constructions  se  rapportent  à  un  cercle 
imaginaire. 

Ce  que  nous  ferons  ainsi  est  ce  que  Ton  fait  en  Analyse,  et  c'est 
pour  bien  fixer  les  idées  et  éviter  le  doute  et  les  interprétations 
que  l'on  a  parfois  cherché  à  donner  des  imaginaires  en  Géomé- 
trie, que  nous  sommes  entré  ici  dans  des  explications  minutieuses 
que  l'on  néglige  en  Géométrie  analytique. 

789.  Souvent  il  arrive  que  des  propositions  auxquelles  on  con- 
serve, dans  le  cas  d'imaginarité  de  quelque  quantité,  telle  que  le 
rayon  d'un  cercle,  leur  énoncé  primitif  que  l'on  rapporte  à  un 
objet  imaginaire,  sont  susceptibles  d'un  énoncé  particulier  très 
différent  du  premier,  et  néanmoins  fort  simple  et  faisant  image 
aussi,  mais  d'une  autre  manière.  Alors  les  résultats  analytiques  ou 
les  constructions  qui,  dans  le  premier  cas,  se  rapportaient  à  une 
figure,  telle  qu'un  cercle,  expriment,  dans  le  second,  des  propo- 
sitions qui  peuvent  être  tout  à  fait  étrangères  au  cercle  et  d'un 
genre  très-différent  des  premières. 

Cela  provient  de  ce  que,  bien  que  l'hypothèse  relative  au  carré 
du  rayon  d'un  cercle,  que  l'on  fait  négatif,  ne  modifie  pas  le  sens 
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intime  de  la  proposition  démontrée  et,  en  général,  les  propriétés 
de  la  figure,  néanmoins  elle  modifie  soit  les  positions  relatives 
des  diverses  parties  de  la  figure,  soit  même  sa  configuration  gé- 
nérale. 

Or  on  conçoit  que  cette  configuration  de  la  figure  puisse  se  rat- 
tacher ou  donner  lieu  à  quelque  autre  conception  que  celle  d'un 
cercle.  Nous  allons  trouver,  dans  la  suite  de  ce  Chapitre  et  dans 
le  suivant,  de  nombreux  exemples  d^une  telle  transformation  de 
théorèmes  en  d'autres  différents. 

II.  —  Propriétés  relatives  h  un  cercle  imaginaire, 

• 

790.  Les  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'un  cercle  ima- 
ginaire sont  deux  points  imaginaires,  que  nous  désignerons  par  e, 
9,  dont  le  milieu  O  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  C  du  cercle  sur  la  droite,  et  dont  le  carré  de  la  distance  à 
ce  point  milieu  est,  comme  dans  le  cas  d'un  cercle  réel  (788), 

Ô7'=R'— Co'     (657); 

et,  de  même,  le  rectangle  des  distances  des  deux  points  imaginaires 
à  un  point  p  de  la  droite  est  égal  à 

p6.py  =  ^*— R*     (657). 

Mais  ici,  où  le  cercle  est  imaginaire,  R^,  carré  du  rayon,  est  une 
quantité  négative  —  R'^,  et  il  vient 

Il  faut  bien  remarquer  que  dans  ces  formules  R'*  ne  représente 
plus  le  carré  du  rayon  comme  R*  dans  les  premières,  mais  ce  carré 
affecté  d'un  signe  contraire. 

Ces  formules  donnent  lieu  à  des  expressions  géométriques  très- 

— î 

simples  du  carré  Oe  et  du  rectangle  pe.p^.  Ce  carré  et  ce  rec- 
tangle, dans  l'état  actuel  de  la  question,  impliquent  l'idée  de 
points  imaginaires,  et,  au  contraire,  leurs  nouvelles  expressions 
se  rapporteront  exclusivement  à  des  objets  réels. 
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En  effet,  que  par  le  centre  C  du  cercle  imaginaire  on  élève  une 

perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  dont  le  carré  CS  soit  égal 
à  R'^,  c'est-à-dire  au  carré  du  rayon  du  cercle  imaginaire  pris  avec 
un  signe  contraire.  On  aura 

Oi  =—  (es    -hCO  j  =  — SO  , 

— î      — «      — î 

ps.pf  =  pC  -I- CS  =  pS  . 

Ainsi  le  rectangle  /O8./&9  exprime  simplement  le  carré  de  la  dis- 
tance du  point  p  au  point  S  situé  au  dehors  du  plan  de  la  figure. 

791.  La  formule 

C^.Cp  =  R*, 

qui  sert  à  la  construction  de  la  polaire  d'un  point  p,  donne  lieu  de 
même  à  une  interprétation  géométrique  fondée  sur  la  considéra- 
lion  du  point  S,  extrémité  de  la  perpendiculaire  CS  =  R'. 

En  effet,  R'  étant  négatif,  les  deux  points  p  et  e  sont  de  part  et 
d'autre  du  point  C,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment  (787), 
et  Ton  a 


CcCp  =^  CS  ; 

ce  qui  prouve  que  l'angle  eSp  est  droit.  On  peut  donc  dire  que  : 

Si,  par  le  centre  Ca  d'un  cercle  imaginaire,  on  élè^^e  sur  le  plan 
de  la  figure  une  perpendiculaire  CS  égale  à  son  rayon  suppose 
réel,  la  droite  menée  du  point  S  à  un  point  p  de  la  figurée  est. 
perpendiculaire  au  plan  mené  par  ce  point  S  et  la  polaire  du 
point  p  relative  au  cercle  imaginaire, 

792.  Le  point  p  et  un  point  quelconque  p'  de  sa  polaire  sont 
deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  (696).  Les  droites 
menées  du  point  S  à  ces  deux  points  sont  rectangulaires,  puisque 
l'une  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'autre  (791  ).  Donc  : 

Deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  imaginaire  sont 
vus  du  point  S  sous  un  angle  droit. 

Réciproquement  :  Deux  points  vus  du  point  S  sous  un  angle 
droit  sont  deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  ima- 
ginaire. 
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Cela  est  évident. 

793.  La  polaire  du  point  p^  passe  par  le  point  p.  Le  plan  mené 
par  le  point  S  et  par  cette  droite  est  perpendiculaire  à  la  droite 
S/d'  (791  )  ;  par  conséquent,  il  est  perpendiculaire  à  tout  plan  pas- 
sant par  cette  droite,  et,  en  particulier,  au  plan  mené  par  le  point  S 
et  la  polaire  du  point  p,  puisque  cette  droite  passe  par  le  point  f'. 
Donc  les  polaires  des  deux  points  p  et  p'  sont  dans  deux  plans 
rectangulaires  menés  par  le  point  S.  Or  ces  deux  polaires  sont 
deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  imaginaire.  Donc  : 

Deux  droites  conjuguées,  relatives  au  cercle  imaginaire,  étant 
vues  du  point  S,  paraissent  rectangulaires. 

Réciproquement  :  Deux  plans  rectangulaires,  menés  par  le 
point  S,  rencontrent  le  plan  de  la  figure  suivant  deux  droites 
conjuguées  par  rapport  au  cercle  imaginaire. 

Car  le  pôle  de  chacune  de  ces  droites  sera  sur  Tautre  (791). 

794.  Ces  propriétés  permettent  de  substituer  le  point  S  au  cercle 
imaginaire  dans  la  définition  des  points  conjugués  comme  dans 
celle  de  la  polaire  d'un  point;  de  sorte  que  la  notion  de  ce  cercle 
disparaîtra  dans  les  énoncés  des  théorèmes  où  il  sera  question  des 
points  et  des  droites  qui  s'y  rapportent.  Toutefois,  ce  cercle  ima- 
ginaire aura  servi,  par  ses  relations  générales  avec  d'autres  parties 
de  la  figure,  par  exemple  avec  certains  cercles  réels,  à  procurer  les 
théorèmes  auxquels  on  donne  une  autre  expression. 

Nous  ferons  plus  loin  (Chap.  XXXIV)  diverses  applications  de 
ces  considérations,  qui  seront  extrêmement  utiles. 

793,  L'axe  radical  d'un  cercle  réel  et  d'un  cercle  imaginaire  est 
une  droite  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres,  menée  par  le 
point  û  de  cette  ligne  déterminé  par  l'équation 


aC  —  R»  =  ilC'  —  R'V 

dans  laquelle  R'*,  qui  représente  le  carré  du  rayon  du  cercle  ima- 
ginaire, sera  une  quantité  négative. 

De  même,  deux  cercles  imaginaires  ont  un  axe  radical  perpen- 
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diculaire  à  leur  ligne  des  centres,  mené  par  le  point  Q  de  cette 
ligne  déterminé  par  la  relation 

Hc'  — R*  =  aC'*  — R'«, 

dans  laquelle  les  deux  expressions  R-^  et  R'-\  qui  représentent 
les  carrés  des  rayons  des  deux  cercles,  seront  deux  quantités 
négatives. 

796.  Un  cercle  réel  et  un  cercle  imaginaire  admettent  tou- 
jours  deux  cercles  infiniment  petits,  ajant  a^^ec  eux  le  même  axe 
radical. 

En  effet,  il  existe  sur  la  ligne  des  centres  deux  points  qui  di- 
visent harmoniquement  les  deux  diamètres;  et  ces  deux  points 
sont  toujours  réels,  puisque  Tun  des  diamètres   est  imaginaire 
Ces  deux  points  sont  les  deux  cercles  infiniment  petits  en  ques- 
tion (768). 

797.  Un  cercle  réel  et  un  cercle  imaginaire  ne  peuvent  pas  avoir 
de  quadrilatère  circonscrit;  mais  il  existe  deux  points  qui  jouissent 
de  la  propriété  caractéristique  des  sommets  du  quadrilatère  cir- 
conscrit à  deux  cercles  (745).  Cette  propriété,  c'est  que  si  par  un 
sommet  on  mène  deux  droites  conjuguées  par  rapport  à  un  cercle, 
elles  sont  conjuguées  par  rapport  à  Tautre  cercle. 

Ces  deux  points  existent  toujours  à  l'égard  de  deux  cercles, 
dont  l'un  est  réel  et  l'autre  imaginaire. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  observons  d'abord  que,  pour 
qu'un  point  jouisse  de  la  propriété  en  question,  il  suffit  qu'elle  ait 
lieu  à  l'égard  de  deux  systèmes  de  droites  conjuguées  ;  ce  qu'on 
conclut  de  ce  que  trois  systèmes  de  deux  droites  conjuguées 
forment  une  involution  (698). 

Soient  C  et  O  [fig*  i8i)  les  centres  des  deux  cercles,  le  pre- 
mier réel  et  le  second  imaginaire.  Il  existe  sur  la  droite  CC  deux 
points  e, /conjugués  par  rapport  aux  deux  cercles,  et  ces  deux 
points  sont  toujours  réels  (796). 

Soient  F,  F'  les  points  d'intersection  du  cercle  décrit  sur  CC 
comme  diamètre  et  de  la  perpendiculaire  à  cette  droite,  menée  par 
le  point  e,  celui  des  deux  points  conjugués  e,yqui  se  trouve  dans 
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l'intérieur  du  cercle  C;  je  dis  que  chacun  de  ces  points  F,  F' jouit 
de  la  propriété  demandée,  savoir,  que  deux  droites  conjuguées  par 
rapport  à  Tun  des  cercles,  menées  par  Tun  de  ces  points,  sont 
conjuguées  par  rapport  à  l'autre  cercle.  11  suffit  de  prouver,  comme 
nous  l'avons  dit,  que  cela  a  lieu  à  Tégard  de  deux  couples  de 
droites  conjuguées. 

D'abord,  les  deux  droites  Fe,  Fy  sont  conjuguées  par  rapport 
aux  deux  cercles,  car  le  pôle  de  la  première,  dans  chacun  des 
cercles,  se  trouve  en^sur  la  seconde. 

Ensuite,  les  deux  droites  FG,  FC'sont  aussi  conjuguées  par  rap- 
port aux  deux  cercles  ;  car  ces  deux  droites  étant  rectangulaires, 
d'une  part  le  pôle  de  CF,  dans  le  cercle  C,  est  à  l'infini  sur  la 
droite  FC,  et  d'autre  part  le  pôle  de  CF,  dans  le  cercle  C,  est  sur 
le  rayon  CF  qui  lui  est  perpendiculaire. 

Donc  le  point  F  jouit  de  la  propriété  annoncée. 

c.    Q.    F.    D. 

Observation.  —  Il  suit  de  là  que  les  propriétés  relatives  à  deux 
cercles  et  à  deux  sommets  opposés  de  leur  quadrilatère  circonscrit, 
telles  que  les  théorèmes  (745)  et  (746),  s'appliqueront  au  système 
de  deux  cercles  dont  l'un  réel  et  l'autre  imaginaire. 

Cette  remarque  nous  sera  utile. 

798.  Deux  cercles  imaginaires  admettent  deux  points  dont 
chacun  jouit  de  la  propriété  que  deux  droites  conjuguées  par  rap- 
port à  l'un  des  cercles,  menées  par  ce  point,  sont  conjuguées  par 
rapport  à  l'autre  cercle. 

Ces  deux  points  se  déterminent  comme  les  centres  de  similitude 
de  deux*  cercles  réels.  Les  carrés  des  rayons  des  deux  cercles 
étant  — R-  et  —  R'-,  et  leurs  centres  étant  en  C  et  C,  on  prend 

r[7.-,  =  7n  et  ^,7^^=  —  ^'    Les  deux  points   S,  S'  satisfont  à  la 

question. 

En  effet,  les  pôles  d'une  droite  menée  par  le  point  S  seront  sur 
les  perpendiculaires  à  cette  droite,  CP,  C'P',  menées  par  les  centres 
des  deux  cercles,  à  des  distances 


CP  ^  C  P' 


CERCLE   IMAGINAIRE.  5ll 

Donc 

CQ         R*  ,    CV^ 

^      CP         R      ,  CQ         R  ,  . 

C'f'^R'*'     ^"^  (7Q^~Ir'  ^^  ^"*  prouve  que   les  points 

Q,  Q'  sont  en  ligne  droite  avec  le  point  S. 
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CHAPITRE  XXXIV. 


APPLICATION    DES   THÉORÈMES   RELATIFS   A    UN   CERCLE   IMAGINAIRE 
AUX   PROPRIÉTÉS   DES   CÔNES   A    BASE   CIRCULAIRE. 


I.  —  Considérations  prvliminaircs, 

799.  Si,  sur  le  diamètre  AA'  d'un  cercle  C  [fig-  182),  on  prend  deux 
points  e,/qui  divisent  ce  diamètre  harmoniquement  et  que,  sur  le  segment 
rf  comme  diamètre,  on  dëcrive  une  circonférence  de  cercle  2  dans  le  plan 
perpendiculaire  au  plan  du  cercle  C,  les  points  de  ce  cercle  jouiront  de  pro- 
priétés fort  remarquables,  dont  la  plupart  présentent  une  analogie  parfaite 
avec  celles  qui  appartiennent  aux  deux  points  tf,/(768-T74).  Ces  pro- 
]>riétés  se  concluent  de  celles  auxquelles  donneraient  lieu  des  cercles  imagi- 
naires qui  auraient  pour  centres  les  projections  0-  des  points  S  du  cercle  S 
et  dont  les  carrés  des  rayons  seraient  égaux  aux  rectangles  négatifs  tels  que 
o-tf.ff/.  En  substituant  à  ces  cercles  imaginaires  des  points  situés  au  dehors 
du  plan  de  la  figure,  comme  il  a  été  dit  précédemment  (794),  on  donne  aux 
diverses  prapositions  des  expressions  nouvelles,  qui  constituent  des  théo- 
rèmes en  apparence  très-différents. 

Ces  théorèmes  eux-mêmes  peuvent  prendre  des  énoncés  plus  simples 
encore  en  présentant  un  caractère  mieux  déterminé  ;  car  on  peut  les  rap- 
porter directement  aux  cônes  qui  ont  pour  bases  les  cercles  de  la  figure  et 
pour  sommet  commun  le  point  pris  dans  l'espace  sur  le  cercle  2.  De  là 
dérivent  donc  naturellement  des  propriétés  des  cônes  à  base  circulaire. 

Ces  propriétés  ne  sont  au  fond  que  la  traduction,  dans  un  langage  difTé- 
rent,  de  celles  qui  appartiennent  à  un  système  de  cercles  situés  dans  un 
même  plan.  Au  nombre  de  ces  cercles  s'en  trouve  un  imaginaire;  et  c'est 
celui-ci,  ou  plutôt  cette  idée  fictive  d'un  cercle  imaginaire  (785),  qui  permet 
de  donner  aux  théorèmes  l'expression  qui  en  fait  des  propositions  toutes 
nouvelles  et  relatives  non  plus  à  des  cercles,  mais  à  des  cônes  substitués  aux 
cercles  primitifs. 

Cette  théorie  offre  un  exemple  assez  remarquable  des  transformations 
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auxquelles  les  imaginaires  peuvent  donner  lieu  en  Géométrie;  de  pareils 
exemples  se  reproduiront  dans  d'autres  questions  importantes,  notamment 
dans  la  théorie  des  coniques. 

800.  Que  par  le  milieu  du  segment  ef  on  élève  la  perpendiculaire  ûX  ; 
cette  droite  sera  Taxe  radical  commun  au  cercle  G  et  à  chacun  des  deux 
points  Cyf  considérés  comme  des  cercles  infiniment  petits  (796);  et  si  un 
point  0-  pris  sur  ce  segment  est  regardé  comme  le  centre  d*un  cercle  ima- 
ginaire dont  le  carré  du  rayon  est  égal  à  o-e.?/,  la  droite  nX  sera  aussi 
l'axe  radical  commun  à  ce  cercle  et  au  cercle  C;  car  les  deux  points  Cyf^ 
conjugués  par  rapport  au  cercle  G,  par  hypothèse,  le  sont  aussi  par  rap- 
port au  cercle  or,  puisque  le  carré  de  son  rayon  est  égal  au  produit  (re.df: 
par  conséquent,  la  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  o-G  menée  par  le 
milieu  de  ces  deux  points  e^  f  sera  Taxe  radical  des  deux  cercles. 

801.  Le  carré  de  la  distance  d^  un  point  fixe  S  pris  sur  le  cercle  2,  à  un 
point  quelconque  m  du  cercle  G,  esta  la  distance  de  ce  point  m  à  la  droite 
liX  dans  une  raison  constante» 

En  effet,  considérons  deux  points  m,  m'  du  cercle  G;  la  droite  mm'  ren- 
contre le  cercle  imaginaire  <r,  dont  le  carré  du  rayon  est  égal  au  rectangle 
Te.ir/,  eu  deux  points  imaginaires  «  et  f>;  et  Taxe  radical  de  ce  cercle  c  et 
du  cercle  G  étant  la  droite  nX,  on  a 

ms.wf         mp 
m'8,m'f       m'p' 

mp  et  m'p'  étant  les  distances  des  points  m^  m'  à  Taxe  radical  (737). 
Or 

mt.mf=:mS      et     m't.m'f==m'S       (790). 
Donc 

î  1  2 

m  S  mp  mS         m' S 

^/j,-       m'p'  mp         mp" 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

802.  Le  rapport  des  distances  de  deux  points  fixes  S,  S',  pris  sur  le 
cercle  2,  à  un  point  quelconque  du  cercle  G,  est  constant. 

Gela  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent. 
Cbasles.  —  Gèom.  sitp,  33 
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803.  Si  d'un  point  de  la  droite  ilX  o/i  mène  une  tangente  au  cercle  C, 
elle  sera  égale  à  la  distance  de  ce  pointa  un  point  quelconque  du  cercle  1, 

En  effet,  soient  wr  cette  tangente  et  «,  y  les  points  où  elle  rencontre  le 
cercle  imaginaire  a,  dont  le  carré  du  rayon  est  fte.fsf\  on  aura  (723,  ca- 
/oll.) 

tat   --  wj . wy  1=  &>o-   —  ce.ff/".  s,  'viXv  -^^ 


—  1 

Or  (7<?.(r/r=:  —  ffS      (790).  Donc  ,    »'--ii 

._,  _2  „2         __.,  •  .^  .-f  .*n-.-*^<(     • 

fût    =r  wo-    -+-  ffS    m  wS*         ou      6)/ r=  ûid.         ''.i»..' 

C.    Q.    F.    P. 

80ih.  5/^  sur  la  droite  ilX,  on  prend  deux  points  conjugues  quelconques 
par  rapport  au  cercle  C,  les  droites  menées  d'un  point  S  du  cercle  2  à  ces 
deux  points  sont  toujours  rectangulaires. 

Car  y  cette  droite  ûX  étant  Taxe  radical  commun  au  cercle  G  et  au  cercle 
imaginaire  o-  (800),  les  deux  points  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  7 
et,  par  conséquent,  ils  sont  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit  (792). 

On  conclut  de  là  que  :  Un  point  S  étant  pris  au-dessus  du  plan  d'un 
cercle,  il  existe  dans  ce  plan  une  droite  ftX  telle,  que  deux  points  con- 
jugués par  rapport  au  cercle  pris  sur  cette  droite  sont  toujours  vus  du 
point  S  sous  un  angle  droit. 

Remarque,  —  Il  n'existe  qu'une  droite  qui  joubse  de  cette  propriété; 
car,  quand  deux  points  conjugués  par  rapport  au  cercle  sont  vus  sous  un 
angle  droit,  ils  sont  aussi  conjugués  par  rapport  au  cercle  imaginaire,  qui 
a  son  centre  au  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  S  sur  le  plan 
de  la  figure  (792).  Conséquemment,  la  droite  sur  laquelle  sont  pris  ces 
systèmes  de  deux  points  conjugués  est  Taxe  radical  commun  aux  denx 
cercles  (727).  Donc  il  ne  peut  exister  qu'une  telle  droite. 

805.  Concevons  le  cône  qui  a  son  sommet  en  S  et  pour  base  le  cercle  C. 
Tout  plan  parallèle  au  plan  déterminé  par  le  point  S  et  l'aace  ûX  coupera 
le  cône  suivant  un  cercle.  Car,  si  l'on  fait  tourner  autour  de  deux  points 
fixes  P,  P'  du  cercle  C  les  côtés  d'un  angle  dont  le  sommet  décrive  la  cir- 
conférence, ces  côtés  intercepteront  sur  l'axe  nX  un  segment  qui  sera  vu 
du  point  S  sous  un  angle  de  grandeur  constante  (659).  Maintenant,  si  l'on 
mène  un  plan  coupant,  parallèlement  au  plan  qui  passe  par  le  point  S  et 
Taxe  £1X,  on  aura,  dans  ce  plan,  la  courbe  d'intersection  du  cône  et  un  angle 
dont  les  côlcs  tourneront  autour  de  deux  points  fixes  de  celte  courbe,  pen- 
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dant  que  le  sommet  glissera  sur  cette  même  courbe;  et  les  côtés  de  cet  angle 
seront  parallèles  aux  droites  menées  du  point  S  aux  extrémités  du  segment 
intercepté  sur  a  X  par  le^  côtés  de  Tangle  tournant  dans  le  plan  du  cercle 
autour  des  deux  points  P,  P';  donc  cet  angle,  compris  dans  le  plan  cou- 
pant, sera  de  grandeur  constante.  Donc  son  sommet  décrit  un  cercle.  Donc 
le  plan  coupe  le  cône  suivant  un  cercle. 

806.  On  conclut  de  \h  qvL*un  cône  à  base  circulaire  peut  être  coupé  sui- 
vant un  cercle  d'une  seconde  manière^  c'est-à-dire  par  un  plan  non  parallèle 
uu  pldn  de  sa  base;  et  qu'//  n'existe  pas  un  troisième  plan  donnant  une 
section  circulaire  (  804»,  Rem.  ) 

Les  plans  menés  par  le  sommet  d'un  cône  parallèlement  aux  plans  des 
sections  circulaires  s'appellent  les  plans  cycliques  du  cône. 

Ainsi,  Tun  des  plans  cycliques  du  cône  qui  a  son  sommet  en  S  sur  le 
cercle  I  et  pour  base  le  cercle  G  est  parallèle  au  plan  de  ce  cercle,  et  l'autre 
est  le  plan  mené  par  le  point  S  et  l'axe  nX. 

II.  —  Propriétés  relatives  aux  plans  cycliques  d'un  cône  à  base  circulaire, 

807.  Dans  un  cône  à  base  circulaire ^  le  produit  des  sinus  des  angles  que 
chaque  arête  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  constant. 

En  efTety  le  sinus  de  l'angle  que  la  droite  S  m  {fig.  i8a)  fait  avec  le  plan 

du  cercle  C  est  égal  à  - —  • 

om 

Le  sinus  de  l'angle  que  la  même  droite  fait  avec  le  second  plan  cyclique 

(S,  ftX)  est  égala  — -j  mq  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m 

sur  ce  plan.  Celte  perpendiculaire  est  proportionnelle  à  la  distance  mp  du 
point  m  à  la  droite  HX;  ainsi,  le  sinus  de  l'angle  que  la  droite  S/n  fait 

avec  le  plan  (S,  aX)  est  X.-; — •   Le   produit  des    deux    sinus  est  donc 

y^—z—^-'  Mais  on  a  S  m  =  ^i^mp  (801);  ce  produit  devient  donc   -  Se; 
Sm  /* 

c|uantité  constante.  Donc,  etc. 

808.  Tout  plan  tangent  à  un  cône  à  base  circulaire  coupe  les  deux  plans 
cycliques  suivant  deux  droites  qui  sont  également  inclinées  sur  l'arête  de 
contact. 

Rn  effet,  on  a  &)f  ==  uS  (803).  Donc  le  triangle  ruS  est  isoscèle  et  ses 

33. 
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angles  en  ^  et  S  sont  égaux,  c'est-à-dire  que  Taréte  de  contact  Sr  du  plan 
tangent  au  cône  fait  des  angles  égaux  avec  les  deux  droites  &>S,  fat.  Or  le 
plan  SuX  est  l'un  des  plans  cycliques  du  cône,. dont  Tautre  est  parallèle 
au  plan  de  la  figure  (896).  Donc  la  droite  a>S  est  l'intersection  du  premier 
])lan  cyclique  par  le  plan  tangent  au  cône,  et  la  droite  <at  est  parallèle  à 
rintersection  du  second  plan  cyclique  par  le  même  plan  tangent.  Le  théo- 
rème est  donc  démontre. 

809.  Tout  plan  tangent  à  un  cône  à  base  circulaire  coupe  deux  plans 
cycliques  suivant  deux  droites  qui  font ^  avec  la  droite  d'intersection  de  ces 
deux  plans,  des  angles  tels,  que  le  rapport  des  tangentes  trîgonométriques 
des  demi'angles  est  constant. 

En  effet,  si  de  chaque  point  &>  de  l'axe  aX  on  mène  une  tangente  au 
cercle  G  et  la  droite  u«,  on  a 

— ^ =  const.      741  . 

tang>e(u£l  ^        ' 

■ 

Mais  l'angle  Suil  est  égal  à  l'angle  etaCi.  Donc 

tani'  l  t(ùCi 
-     J^       =  const.; 
ta  ng.  Soin 

équation  qui  démontre  le  théorème. 

810.  Les  quatres  droites,  suivant  lesquelles  deux  plans  tangents  à  un 
cône  h  base  circulaire  coupent  les  deux  plans  cycliques,  sont  situées  sur 
un  cène  de  révolution  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux 
arêtes  de  contact. 

En  effet,  chacun  des  plans  tangents  coupe  les  deux  plans  cycliques  sui  - 
vant  deux  droites  qui  sont  également  inclinées  sur  Taréte  de  contact  (808) 
et,  par  conséquent,  sur  tout  plan  mené  par  cette  arête,  et  en  particulier 
sur  le  plan  des  deux  arêtes. 

Considérons  les  deux  droites  suivant  lesquelles  les  deux  plans  tangents 
coupent  le  plan  cyclique  parallèle  au  plan  du  cercle  C  qui  forme  la  base  du 
cône;  ces  droites  sont  parallèles  aux  traces  des  deux  plans  tangents  sur  la 
liase,  lesquelles  sont  les  deux  tangentes  au  cercle  C.  Or  ces  deux  tangentes 
font  des  angles  égaux  avec  leur  corde  de  contact,  et,  par  conséquent,  avec  le 
plan  des  deux  arêtes  de  contact  qui  passe  par  cette  corde.  Doue  les  quatre 
droites  d'intersection  des  deux  plans  cycliques  par  les  deux  plans  tangents 
font  des  angles  égaux  avec  le  plan  des  deux  arêtes  de  contact,  et,  par  con- 
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séquent,  avec  une  perpendiculaire  à  ce  plan.  Donc  elles  sont  quatre  arêtes 
d*un  cône  de  révolution  autour  de  cette  perpendiculaire.       c.  q.  f.  p. 

811.  Observation.  —  Ce  théorème  se  peut  déduire  de  celui  qui  précède, 
et  réciproquement,  en  vertu  de  cette  proposition  de  Géométrie  sphérique  : 
Vn  petit  cercle  étant  tracé  sur  une  sphère,  si  autour  d'un  point  P  de  la 
sphère  on  fait  tourner  un  arc  de  grand  cercle  qui  le  rencontre  en  deux  points 
a,  a',  le  produit  tang |  Pa .  lang  JPa'  reste  constant. 

Cela  résulte  immédiatement  du  théorème  (709,  coroll,  ).  En  effet,  d'après 
ce  théorème,  si  autour  d'un  point  fixe  p  pris  dans  l'espace  on  fait  tourner 
une  transversale  qui  rencontre  la  sphère  en  deux  points  a,  a\  on  a,  en  appe- 
lant 0  le  centre  de  la  sphère, 

tang  \,pOa,  tang^  pOa'  =  const. 

Car,  soient  deux  transversales  paa',  pbb';  qu'on  fasse  tourner  autour  du 
diamètre  pO  le  plan  diamétral  Opb,  de  manière  que  le  cercle  suivant  lequel 
ce  plan  coupe  la  sphère  se  superpose  sur  le  cercle  contenu  dans  le  plan  Opa: 
les  transversales  se  trouvant  toutes  deux  dans  le  plan  de  ce  cercle,  Téqua- 
tion  a  lieu  (709,  corolL).  Maintenant,  que  l'on  observe  que  les  deux  cercles 
suivant  lesquels  les  plans  Opa,  Opb  coupent  la  sphère  se  coupent  en  un 
point  P  situé  sur  le  diamètre  Op,  et  que  les  angles  pOa,  pOa\  .  .  .  sont 
mesurés  par  les  arcs  Pa,  Pa',  .  .  . ,  l'équation  devient 

tang^  Pfl .  tang  |Pfl'  =  langiP  6.  tangl  P  b'; 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

On  peut  encore  dire  que  :  Si  autour  d*une  droite  fixe,  menée  par  le  som--^ 
met  d'un  cône  de  ré^'olution,  on  fait  tourner  un  plan  transversal  qui  coupe 
le  cône  suivant  deux  arêtes,  le  produit  des  tangentes  des  demi-angles  que 
ces  arêtes  font  avec  la  droite  fixe  reste  constante. 

On  suppose  dans  cet  énoncé  que  le  cône  est  formé  d'une  seule  nappe 
répondant  au  petit  cercle  de  la  sphère,  de  sorte  que  les  deux  arêtes  appar- 
tiennent à  cette  même  nappe.  Mais  si,  au  lieu  de  Tune  de  ces  arêtes,  on 
prend  son  prolongement  au  delà  du  sommet  du  cône,  le  produit  des  tan- 
gentes des  demi-angles  se  changera  en  un  rapport. 

812.  La  somme  des  angles  que  chaque  plan  tangent  à  un  cône  à  base 
circulaire  fait  avec  les  deux  plans  cycliques  est  constante. 

Pour  plus  de  facilité  dans  le  raisonnement,  considérons  ce  qui  a  lieu  sur 
une  sphère  ayant  son  centre  au  sommet  du  cône.  Une  nappe  du  cône  coupe 
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la  sphère  suivant  une  courbe  appelée  ellipse  ou  conique  sphérique;  les  deux 
plans  cycliques  la  coupent  suivant  deux  grands  cercles  LAL',  LBL'  [fig.  i83) 
{{u'on  appelle  les  arcs  cycliques  de  la  conique,  et  deux  plans  tangents  au 
cône,  suivant  deux  arcs  de  grands  cercles  ab^  a'h\  tangents  à  la  conique.  Il 
f  lut  prouver  que  la  somme  des  deux  angles  hab^  hba  est  égale  à  celle  des 
deux  angles  lua'b'^  lub'a! , 

Supposons  les  deux  arcs  ab^  a'b'  infiniment  voisins  ;  leur  point  d'inter- 
section i  sera  le  point  où  Tun  d'eux,  a'b'  par  exemple,  touche  la  conique,  et 
par  conséquent  ce  sera  le  point  milieu  de  cet  arc  (808). 

Cela  posé,  que  Ton  mène  de  a*  en  P,  sur  ab^via  arc  a'P  égal  à  un  qua- 
drant, et  que  du  point  a'  on  abaisse  l'arc  a'  a  perpendiculaire  sur  ab.  Le 
triangle  infiniment  petit  aoLo',  rectangle  en  a,  peut  être  considéré  comme 
un  triangle  rectiligne  ;  par  conséquent,  son  angle  en  a  est  le  complément  de 
l'angle  en  a'  ou  ao'a.  Mais  celui-ci  est  le  complément  de  l'angle  La'P, 
parce  que  l'angle  Va'  a.  est  droit.  Donc  l'angle  en  a  est  égal  à  l'angle  Lo'P. 
Donc  la  différence  des  deux  angles  Juo'b'  et  laob  est  l'angle  Pa'/.  Or  on  a 
dans  le  triangle  Pa'/  dont  le  coté  a'P  est  égal  à  un  quadrant, 

tangPa'*  =:  —  tangaVP.cosa'i, 

ou,  en  remplaçant  l'angle  a'/P  par  son  supplément  a'ia, 

tang(La'&'  —  Laè)  =  tanga/a'.cosa'/. 

Prenant  de  même  l'arc  b'V  égal  à  un  quadrant,  on  aura 

tangP'^'/:=i:  tang(L&a —  lah'a']  =:  Xzxigbib\co^b*i. 

IMais  nous  avons  dit  que  a'i  =  b'i;  donc  les  seconds  membres  de  ces  deux 
c^galités  sont  égaux,  et,  par  conséquent,  on  a 

[La'b'—Lab)  =  {hba  —  Lb'a'),     ou     Lab -hLba^La'b' -hhb't^, 

C.    Q.    F.    P. 

Autrement,  Les  quatre  arêtes  Sa,  Sa',  S 6,  Sb\  suivant  lesquelles  les 
deux  plans  tangents  au  cône  coupent  les  deux  plans  cycliques,  sont  sur  un 
cône  de  révolution  dont  Taxe  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  arêtes 
de  contact  (810).  Ces  quatre  arêtes  rencontrent  donc  la  sphère  sur  laquelle 
nous  avons  considéré  Tellipse  sphérique  en  huit  points  qui  sont,  quatre  à 
quatre,  sur  deux  petits  cercles  parallèles  à  l'arc  de  grand  cercle  compris 
dans  le  plan  des  deux  arêtes  de  contact. 

Soient,  sur  la  sphère  [fig*  184)9  ab  et  a*b'  les  deux  arcs  tangents  à  la 
conique,  compris  entre  les  deux  arcs  cycliques  LA,  LB  ;  ce  seront  les  deux 


CÔNE  A  BASE  CIRCULAIRE.  SlQ 

points  a  et  b'  et  les  deux  otf  et  6  opposés  diamétralement  aux  deux  a'  et  6, 
qui  serout  tous  quatre  sur  un  petit  cercle. 

Considérons  le  quadrilatère  aîh' ad  inscrit  dans  le  petit  cercle.  La  diffé- 
rence de  ses  deux  angles  Lot'  ^'  et  L6'  v!  adjacents  au  côté  ql  b'  est  égale  à 
celle  des  deux  angles  L  6 /i  et  La 6  adjacents  au  côté  opposé  a  6. 

En  efTet,  les  deux  angles  ma'  b'  et  mb'o!  sont  égaux,  et,  par  conséquent, 

on  a 

L«7/  --Lb'oL'^L  La'm  —  L^'/n, 

et  pareillement 

L<7ê  —  Lêa  =  Lfl/î  —  L6/Ï.  • 
Mais 

L6/Ï -+- Lô'w  =  i8o°  et  La/i -f- La'm  =  iSo**. 
Donc,  en  ajoutant  les  deux  équations  membre  à  membre,  on  a 
La'fc'  —  L6'«'  -h  La6  —  L6a  i=  o     ou     La'^  —  L^'a'  =  LSa  —  L^e. 

Ce  qu*il  fallait  prouver. 

Maintenant,  remplaçons  dans  cette  équation  les  angles  en  a'  et  6  par  les 
angles  en  a!  et  &,  qui  leur  sont  égaux,  respectivement,  et  les  angles  en  a 
et  b'  par  leurs  suppléments,  il  vient 

La'b'  —  i8o*»  -4-  L^V—  l.ba  —  i8o«»4-  La6, 
ou 

Lrtè  -+-  Lôrt  r=  Lfl'^'-f-  Lè'rt'. 

C.    Q«    F.    D. 

Autrement^  Par  un  point  m  de  la  surface  du  cône,  menons  les  plans  des 
deux  sections  circulaires,  lesquels  se  coupent  suivant  une  droite  passant 
par  ce  point  et  rencontrant  le  cône  en  un  second  point  m'.  La  droite  mm' 
est  la  corde  commune  aux  deux  sections  circulaires  comprises  dans  les  deux 
plans.  Soit  /  le  milieu  de  cette  corde  ;  le  plan  P  mené  par  ce  point,  perpen- 
diculairement à  la  corde,  passe  par  les  centres  des  deux  sections  circulaires 
et  coupe  leurs  plans  suivant  deux  diamètres  de  ces  cercles,  ab  et  a'V 
[fig>  i85).  Les  perpendiculaires  aux  deux  plans,  menées  par  les  centres 
des  deux  cercles,  sont  dans  le  plan  P  et  se  coupent  en  un  point  O  qui  est 
le  centre  d'une  sphère  passant  par  les  deux  cercles.  La  trace  de  cette  sphère 
sur  le  plan  P  est  un  cercle  dont  ab  et  a'b^  sont  des  cordes.  Le  plan  tangent 
au  cône,  mené  par  le  point  m,  contient  les  tangentes  aux  deux  cercles  en 
ce  point  et  par  conséquent  est  tangent  à  la  sphère.  11  s'ensuit  que  la  droite 
0/n,  rayon  de  la  sphère,  est  perpendiculaire  à  ce  plan.  Donc  les  angles  que 
ce  plan  fait  avec  les  plans  des  sections  circulaires  sont  égaux  aux  angles 
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que  la  droite  Om  fait  avec  les  deux  droites  0/t,  On!  perpeadiculaires  aux 
deux  cordes  ab^  a!h' ,  Ces  angles  sont  égaux  aux  deux  6O/1,  a!  On\  Mais 

bOn-=z^  arc  bb'a     et     a'On'  =\  arc  a*ab\ 
et  l'on  a 

Jarc^^'a-+-^arc«'a6'  =  angleô«'S-4-anglc«'ftS  =  i8o*'—  S  (*]. 

813.  Remarque,  —  Puisque  la  somme  des  deux  angles  La^,  Y^ha 
[fign  i83)  que  chaque  arc  tangent  à  l'ellipse  sphérique  fait  avec  les  deux 
arcs  cycliques  est  constante»  l'aire  du  triangle  Lab  est  aussi  constante. 

Et  réciproquement  :  Si  un  arc  de  grand  cercle  mobile  fait  aœc  deu,r 
arcs  fixes  un  triangle  constamment  de  même  surface ^  cet  arc  enpeloppe  une 
ellipse  sphérique  dont  les  deux  arcs  fixes  sont  les  arcs  cycliques. 


III,  —  Propriétés  de  deux  cônes  homocycliques. 

81  {h.  Considérons  deux  cercles  C,  C  [fig»  186)  qui  ne  se  coupent  i>as; 
et  soient  e,  /les  deux  points  dont  chacun  a  la  même  polaire  dans  les  deux 
cercles.  Que  sur  le  segment  ef^  comme  diamètre,  on  décrive  le  cercle  l 
dans  le  plan  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure,  et  que  Ton  prenne  un 
point  S  sur  ce  cercle  ;  les  deux  cônes  qui  auront  pour  bases  les  deux  cercles 
Cy  G'  et  pour  sommet  commun  le  point  S  auront  les  mêmes  plans  cycli- 
ques (806).  Nous  les  appellerons  cd/?r5  homocjrcliques, 

815.  Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans  cycliques, 
si  un  plan  transversal  mené  par  leur  sommet  les  coupe  suivant  quatre 
arêtes,  les  deux  arêtes  de  l'un  font,  respectivement,  avec  les  deux  arêtes  de 
l'autre,  deux  angles  égaux. 


(*)  Cette  démonstration  fort  simple  est  empruntée  des  Notes  que  M.  Graves,  pro- 
fesseur à  rUniversité  de  Dublin,  a  jointes  à  la  traduction  de  mes  Mémoires  sur  Us 
canes  du  second  degré  et  les  coniques  sphériques,  qui  font  partie  du  tome  VI  des  Vé' 
moires  de  l'Académie  royale  de  Bruxelles  (année  1829).  Outre  de  nombreuses  et  in- 
téressantes Notes  et  Additions,  le  savant  géomètre  a  joint  encore  à  cette  traduction 
un  Appendice  spécial  qui  contient  une  géométrie  analytique  des  coniques  sphériques, 
où  se  trouvent,  notamment,  les  cercles  osculateurs  et  les  formules  de  rectification  et 
de  quadrature  de  ces  courbes.  (  Two  geometricaî  Memoirs  on  the  genend  propertiei 
of  cônes  oj  the  second  degree  and  on  the  spherical  conics,  by  M.  Chastes.  Translated 
Jrom  the  french,  with  Notes  and  Additions,  and  an  Appendix  on  the  application  of 
analjrsis  to  spherical  Géométrie,  by  the  rev.  Charles  Graves,  A.  M.,  M.  R.  I.  A.  of  Tri- 
nity  collège.  Dublin.  Dublin,  i8/|i,  in-8".) 
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En  d'autres  termes,  l'angle  formé  par  les  deux  arêtes  de  l'un  des  cônes 
a  la  même  bissectrice  que  l'angle  formé  par  les  deux  arêtes  de  l'autre 
cône. 

En  effet,  soient  G,  C  les  cercles  qui  forment  les  bases  des  deux  cônes 
sur  un  plan  parallèle  à  l'un  de  leurs  plans  cycliques,  et  aa\  bb'  les  cordes 
interceptées  par  ces  cercles  sur  la  droite  d'intersection  de  ce  plan  par  le 
plan  coupant.  Cette  droite  rencontre  le  cercle  imaginaire  a  (800j  en  deux 
|K>ints  c,  c  (  imaginaires  )  ;  et  les  trois  couples  de  points  a,  a'  ;  ^,  b'  et  c,  c 
sont  en  involution,  puisque  les  trois  cercles  ont  le  même  axe  radical  (800  j. 
Les  deux  points  doubles  de  l'involution  e  et  ^  sont  conjugués  harmoniques 
par  rapport  aux  deux  c  et  c\  et,  par  conséquent,  sont  vus  du  point  S  sous 
un  angle  droit  (793).  Il  s'ensuit*que  les  deux  droites  Sr,  S^,  qui  divisent 
harmoniquement  les  deux  angles  aSa\  bSb',  sont  les  bissectrices  de  ces 
angles  et  de  leurs  suppléments  {8k),  Par  conséquent,  l'angle  des  deux 
arêtes  Sa,  S&  est  égal  à  celui  des  deux  arêtes  S /z',  Sb',  c.  q.  f.  d. 

Corollaire.  —  Si  le  plan  coupant  est  tangent  à  l'un  des  cônes,  le  théo- 
rème prend  cet  énoncé  : 

Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans  cycliques^  si  un 
plan  tangent  à  l 'un  coupe  l  *  autre  suivant  deux  arêtes,  l 'arête  de  contact 
du  premier  cône  est  la  bissectrice  de  l'angle  foiTné par  ces  deux  arêtes,  ou 
la  bissectrice  du  supplément  de  cet  angle. 

816.  Les  points  de  contact  d'une  tangente  commune  aux  deux  cercles  C, 
C  sont  conjugués  par  rapport  au  cercle  <r  (752,  corolL  ),  et,  par  conséquent, 
sont  vus  du  point  S  sous  un  angle  droit  (793).  Donc, 

Quand  un  plan  est  tangent  h  deux  cônes  homocy cliques,  les  deux  arêtes 
de  contact  sont  rectangulaires, 

817.  Suj>posons  qu'une  transversale  coupe  deux  cercles  C,  G  [fig.  177) 
CD  deux  couples  de  points  a,  b  e\a\  b' ,  tels,  que  les  deux  a,  a'  soient  vus 
du  point  S  (8H)  sous  un  angle  droit  :  i^  les  deux  points  b  et  b'  seront 
vus  aussi  sous  un  angle  droit;  et  a®  les  tangentes  au  premier  cercle  en  a 
et  b  rencontreront  les  tangentes  au  deuxième  cercle  menées  par  les  deux 
points  a\  b\  en  quatre  points  qui  seront  sur  un  cercle  constamment  le 
même,  quelle  que  soit  la  transversale  ;  et  ce  cercle  passera  par  les  points 
d'intersection,  réels  ou  imaginaires,  des  deux  cercles  C,  C 

lia  démonstration  est  absolument  la  même  que  pour  le  théorème  (771). 
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Cette  proposition  exprime  la  propriété  suivante  de  deux  c6nes  homocy- 
cliques  : 

Quand  deux  cônes  de  même  sommet  ont  les  mêmes  plans  rjr  cliques,  si  l'on 
prend  sur  leurs  surfaces  deux  arêtes  rectangulaires, 

i^  Le  plan  de  ces  deux  droites  coupera  les  cônes  suivant  deux  autres 
arêtes  qui  seront  aussi  rectangulaires; 

a"  Les  plans  tangents  au  premier  cône,  menés  par  ses  deux  arêtes,  ren- 
contreront les  plans  tangents  au  second,  menés  parles  deux  arêtes  de  celui- 
ci,  suivant  quatre  droites  qui  appartiendront  à  un  troisième  cane  homocy- 
clique  aux  deux  premiers,  qui  sera  toujours  le  même,  quelles  que  soient  les 
deux  arêtes  rectangulaires  prises  sur  ces  deux-là, 

818.  Considérons  trois  cônes  homocycliques  ayant  pour  bases  les  trois 
cercles  C,  C,  C"  {^g*  187),  et  un  plan  transversal  mené  par  leur  sommet 
commun;  soient  Sa,  Sa'  les  arêtes  d'intersection  du  premier  cône  par  ce 
plan,  et  S  m,  S/i  deux  des  arêtes  d'intersection  des  deux  autres  cônes,  res- 
pectivement ;  on  aura  Téquation 

sin  mSa ,  sin  m  S  a' 

—. — : —7-  =  const. , 

smnba.smnba 

quel  que  soit  le  plan  transversal. 

En  effet,  concevons  le  cercle  imaginaire  o-  qui  a  pour  centre  la  projection 
du  point  S,  et  pour  carré  de  son  rayon  le  rectangle  o"e.<r/.  Ce  cercle  a  le 
même  axe  radical  avec  les  trois  C,  C,  C"  (790)  :  par  conséquent,  «,  u 
étant  ses  points  d'intersection  par  la  droite  aa',  on  a 


ma .  ma' 


mu ,  mu 


-  =  const.. 


quelle  que  soit  la  transversale  aa\  le  point  m  appartenant  toujours  au  mémo 
cercle  C  (753). 
Or, 

mu.mu'  =  mS      (790). 
Donc 

ma .  ma'  sin  m  S  a .  sin  /7i  S  a' 

— zrrr—  =  const.     ou      -. : ■ =z  const. 

^o'  sma.smr/ 

mo 

On  a  de  même 

sin/iSa.sin/zS/z' 

: : — : —  =  const. 

sma.sma 
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Donc 

smmSa.sinmSa' 

—. :  =  const.  C,   Q.   F.  n. 

sin/i^a.sm/iba' 

Cette  proposition  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Quand  trois  cônes  sont  homocycllques^  si  Von  mène  par  leur  sommet 
commun  un  plan  transversal  qui  les  coupe  chacun  suivant  deux  arêtes  y  le 
produit  des  sinus  des  angles  que  les  arêtes  du  premier  cône  font  avec  une 
arête  du  second  est  au  produit  des  sinus  des  angles  que  les  mêmes  arêtes  du 
premier  cône  font  avec  une  arête  du  troisième ^  dans  une  raison  constante, 
qi4el  que  soit  le  plan  coupant. 

Observation.  —  Ce  théorème  général  donne  lieu  à  plusieurs  corollaires 
différents,  à  raison  des  diverses  positions  que  peut  prend œ  le  plan  trans- 
versal. On  en  conclut  notamment  Texpression  de  la  constante.  Mais  nous 
n'entrerons  pas  ici  dans  ces  détails,  et  nous  énoncerons  seulement  le  corol- 
laire suivant,  dont  nous  aurons  h  faire  immédiatement  l'application  : 

CoROLLAiRB.  —  Si  Ic  plan  coupant  est  tangent  au  premier  cône,  il  s'ensuit 
que  : 

Quand  trois  cônes  sont  Iiomocf  cliques,  si  sur  l'un  on  fait  rouler  un  plan 
tangent,  le  rapport  des  sinus  des  deux  angles  que  l'arête  de  contact  fait, 
i'un  avec  l'une  des  arêtes  d'intersection  du  deuxième  cône,  et  l'autre  avec 
l'une  des  arêtes  d'intersection  du  troisième  cône  y  reste  constant. 

Remarque.  —  L'un  des  cônes  peut  être  d'ouverture  infiniment  petite  et 
se  réduire,  à  la  limite,  à  Taxe  Se  ou  S/;  de  même  qu'un  des  cercles,  sur  le 
plan,  peut  être  infiniment  petit,  et  devenir  Tun  des  points  e^  f  Le  théo- 
rème s'applique  donc  à  un  plan  transversal  tournant  autour  de  l'axe  Se  et 
rencontrant  deux  cônes  suivant  deux  arêtes.  Le  rapport  des  sinus  des  angles 
que  ces  deux  arêtes  font  avec  taxe  Se  reste  constant, 

819.  Quand  deux  cônes  ont  les  mêmes  plans  cycliques,  deux  plans  tan^ 
gents  à  l'un  coupent  Vautre  suivant  quatre  arêtes  situées  sur  un  cône  de  ré- 
volution  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  arêtes  de  contact 
sur  le  premier  cône. 

Soient  ab^  a'b'  [fig,  i88)  les  traces  des  deux  plans  tangents,  o  le  point 
d'intersection  de  ces  deux  droites,  et  c,  d  leurs  points  de  contact  avec  le 
cercle  C.  On  a,  d'après  le  corollaire  qui  précède, 

sîncSo sinc'So 

sine  S  6       sine  b^' 
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Le' rapport  des  sinus  des  angles  que  les  deux  droites  So,   Sb  font  avec 

l'arête  Se,  savoir  -. — ^^  -  >  est  éeal  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  les 

sine  S  o  o  MTMr  o      1 

deux  mêmes  droites  font  avec  un  plan  quelconque  P  mené  par  cette  arête. 

Car  celui-ci  est  égal  au  rapport  des  perpendiculaires  abaissées  des  ix>ints  o 

_         ,      ,        j.  .  »  So      ^  ,  sincSo      ^   ,    , 

et  b  sur  le  plan,  divise  par  — —  :  et  le  rapport  -: — —.-  est  égal  au  rapport 
*  S^  '^'^       sincSo 

des  perpendiculaires  abaissées  des  points  o,  b  sur  la  droite  Se,  divisé  de 

même  par  -  -  •  Mais  le  rapport  de  ces  deux  perpendiculaires  est  ^l  au 

rapport  des  deux  premières.  Donc,  etc. 

Le  plan  P  mené  par  l'arête  Se  est  quelconque  :  prenant  pour  ce  plan  celui 

des  deux  arêtes  Se,  Se',  nous  dirons  que  -i 7—  est  égal  au  rapport*des sinus 

des  angles  que  les  deux  droites  So,  S.b  font  avec  le  plan  eSe'. 

Pareillement,  - — ,—-7  est  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  que  les 

sine  h  6  D  ri- 

droites  So,  Sb'  font  avec  le  même  plan  eSe',  Donc  les  angles  que  les  deux 
droites  S^,  S^'  font  avec  ce  plan  sont  égaux.  Mais  ce  qui  est  démontre 
pour  le  point  b*  s'entend  du  point  a';  et  ce  qui  est  démontré  pour  le  point  b 
à  l'égard  des  deux  a',  b*  s'entend  du  point  a.  Donc  les  quatre  arêtes  Sa, 
S  a' y  S^,  S^'  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  eSe%  et  par  conséquent 
aussi  avec  une  perpendiculaire  h  ce  plan.  Donc  ces  droites  sont  les  arêtes 
d'un  cône  de  révolution  autour  de  cette  perpendiculaire. 

820.  Quand  deux  ellipses  sphériques,  dont  l'une  enveloppe  Vautre,  ont 
les  mêmes  ares  cycliques,  le  segment  qiCun  arc  de  grand  cercle  tangent  a  Ui 
conique  interne  /orme  dans  la  conique  externe  a  toujours  la  même  sur/ace. 

Il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour  deux  arcs  tangents  infiniment 
voisins.  Soient  ab,  a'b'  ces  deux  arcs  [fig*  189).  Qu'on  mène  les  arcs  de 
grands  cercles  a'a,  bb^  qui  se  rencontrent  en  S.  La  somme  des  angles  S^^, 
S^a  est  égale  à  celle  des  angles  Sa'b\  Sb'a'  (812,  a"  démonstration].  Par 
conséquent,  les  deux  triangles  Sa ^,  Sa'b'  ont  même  surface;  et,  par  suite, 
les  deux  secteurs  aia'  et  bib'  ont  aussi  même  surface.  Donc,  en  ajoutant  a 
ces  deux  secteurs  la  surface  comprise  entre  l'arc  de  conique  ab'  et  les  deux 
arcs  de  grands  cercles  /Vz,  ib',  on  en  conclut  que  les  deux  segments  sous- 
tendus  dans  l'ellipse  externe  par  les  deux  arcs  ab^  a'b'  ont  la  même  surface. 

c,  Q.  F.  n. 

Autrement.  L'arc  a!b'  rencontre  l'arc  ab  au  point  i  où  celui-ci  touche  la 
conique  enveloppe,  et  ce  point  est  le  milieu  de  l'arc  ab  (808);  il  s'ensuit 
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que  les  deux  triangles  aoci,  b€l,  que  Ton  forme  en  décrivant  du  point  i, 
comme  centre  sphérique,  les  deux  arcs  aa^  b€,  sont  égaux.  Par  conséquent, 
les  deux  secteurs  infiniment  petits  aia\  bib\  qui  ne  diffèrent,  respective- 
ment, des  deux  triangles  que  de  quantités  infiniment  petites  du  second 
ordre,  ne  diffèrent  aussi  entre  eux  que  d'une  quantité  infiniment  petite  de 
cet  ordre.  Donc  les  deux  segments  sous-tendus  par  les  deux  arcs  ab^  a'b\ 
dont  la  différence  est  égale  k  celle  des  deux  secteurs,  diffèrent  tout  au  plus 
d'une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre,  et,  par  conséquent,  peu- 
vent être  considérés  comme  égaux. 


IV.  —  Propriétés  des  lignes  focales  d'un  cône. 

821.  Nous  avons  vu  qu'étant  donnés  un  cercle  réel  C  et  un  cercle  ima- 
ginaire 0-  [fig.  190],  il  existe  deux  points  F,  F'  tels,  que  deux  droites  con- 
juguées par  rapport  au  cercle  réel,  menées  par  l'un  de  ces  points,  sont  con- 
juguées  par  rapport  au  cercle  imaginaire  (797).  Ces  deux  droites  seront 
Jonc  vues  du  point  S,  correspondant  au  point  o-  sous  un  angle  droit  (793). 
On  en  conclut  que  : 

Dans  un  cône  à  base  circulaire  j  il  existe  toujours  deux  droites,  passant  par 
le  sommet  du  cône  et  comprises  dans  son  intérieur  y  telles,  que  deux  plans 
rectangulaires  menés  par  l'une  de  ces  droites  rencontrent  le  plan  du  cercle 
qui  forme  la  base  du  cône,  suivant  deux  droites  conjuguées  par  rapport  a 
ce  cercle* 

On  appelle  ces  deux  droites  les  W^n^s  focales  du  cône. 

L'une  des  deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  le  rencontre  en 
deux  points,  et  les  tangentes  en  ces  points  se  coupent  sur  la  seconde 
droite  (696).  Ces  deux  tangentes  sont  les  traces  de  deux  plans  tangents  au 
cône.  Diaprés  cela,  nous  pouvons  dire  que  : 

Les  deux  lignes  focales  d'un  cône  sont  deux  droites  telles,  que  y  si  par 
l'une  on  mène  deux  plans  rectangulaires  quelconques,  les  plans  tangents 
au  cône  suivant  les  deux  arêtes  situées  dans  l'un  de  ces  plans  se  couperont 
sur  l'autre  plan» 

822.  Considérons  deux  tangentes  fixes  PA,  PA'et  une  tangente  mobile  aa'. 
Les  rayons  menés  du  point  F  aux  deux  points  a,  a'  forment  deux  divisions 
liomographiques  dont  les  rayons  doubles  sont  les  tangentes  au  cercle, 
issues  du  point  F  (670).  Deux  droites  conjuguées  menées  par  le  point  F 
formeront  aussi  deux  faisceaux  liomographiques  dont  les  rayons  doubles 
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seront  les  mêmes  tangentes  (699).  Or  ces  deux  droites  conjuguées  seront 
vues  du  point  S  sous  un  angle  droit  (793).  Donc,  si  Ton  a  deux  autres 
faisceaux  homograpbiques  dont  les  rayons  doubles  soient  les  mêmes,  l'angle 
de  deux  rayons  homologues,  vu  du  point  S,  paraîtra  toujours  de  même 
grandeur  (  178  ) .  On  a  donc  ce  thdorème  : 

Étant  menés  deux  plans  fixes  tangents  a  un  cône,  si  un  troisième  plan 
tangent  roule  sur  le  cône,  ce  plan  coupe  les  deux  plans  fixes  suivant  deux 
(Imites  telles,  que  les  plans  menés  par  une  ligne  focale  et  ces  deux  droites 
forment  entre  eux  un  angle  de  grandeur  constante, 

823.  Les  sinus  des  angles  que  les  deux  lignes  focales  d'un  cône  font 

avec  chaque  plan  tangent  ont  leur  ptvduit  constant. 

« 
La  trace  d'un  plan  tangent  au  cône  est  une  tangente  au  cercle  C  [fig.  igi); 

le  produit  des  distances  de  cette  tangente  aux  deux  points  F,  F'  est  au  pro- 
duit de  ses  distiinces  aux  deux  tangentes  parallèles  menées  au  cercle  ^  dans 
une  raison  constante,  quelle  que  soit  la  direction  commune  de  ces  tan- 

__2  " 2  2 

gentes  (746).  Ce  produit  est  égal  à  tttH-  S<7*~  ttS  (790). 
Ainsi  Ton  a 

Fbi.F'ci' 


=  c(mst. 


ttS 


Désignons  par  ¥p,  F7>'  les  perpendiculaires  abaissées  des  points  F,  F'  sur 
le  plan  mené  par  le  point  S  et  la  tangente,  et  soit  /  l'inclinaison  de  ce  plan 
sur  le  plan  de  la  figure  ;  on  a 

F/?  rri  F  cj .  sin  /,     F//  =  F'cj' .  sin  /, 
Fy^.Fy  —  Fo.F'tj'.sin*/. 

Mais  sin/  =  2^—»  Donc 

^     ^,  ,      Fn  FV-^-' 
Fp.Yy==      __^      Sff  . 

Stt 

Donc,  à  cause  de  la  relation  précédente,  le  produit  F/).  F'/)'  est  constant. 

c.   Q.   F.  D. 

824.  Étant  menés  deux  plans  tangents  à  un  cône,  si  parleur  droite  d'irt- 
tersection  on  mène  deux  plans  passant  par  les  deux  lignes  focales,  l'angle 
dièdre  formé  par  ces  deux  plans  et  l'angle  des  deux  plans  tangents  ont 
le  même  plan  bissecteur. 
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En  d*autres  terraesi  les  deux  plans  tangents  font,  respectlTement,  avec  les 
deux  plans  mènes  par  les  lignes  focales,  des  angles  égaux. 

En  effet,  si  par  un  point  P  [Jig,  igo)  on  mène  des  tangentes  au  cercle  C 
et  au  cercle  imaginaire  g-,  et  deux  droites  aux  points  F,  F'  qui  représentent  les 
sommets  opposés  du  quadrilatère  circonscrit  aux  deux  cercles,  ces  six  droites 
sont  en  involution  (TA-Sj.  Par  conséquent,  les  plans  menés  par  ces  droites 
et  le  sommet  du  cône  forment  trois  angles  dièdres  en  involution.  Il  existe 
donc  deux  plans  conjugués  harmoniques,  par  rapport  aux  deux  faces  de  cha- 
cun de  ces  trois  angles  dièdres  (231  j.  Or,  les  traces  de  ces  deux  plans  sur  le 
plan  de  la  figure  étant  deux  droites  conjuguées  par  rapport  au  cercle  o-,  ces 
plans  sont  rectangulaires  (793).  Donc  ce  sont  les  plans  bissecteurs  des 
angles  dièdres  formés,  l'un  par  les  deux  plans  tangents  au  cône,  et  l'autre 
par  les  deux  plans  passant  par  les  lignes  focales.  c.  q.  f.  d. 

CoROLLÀiRB.  —  Si  la  droite  par  laquelle  sont  menés  les  plans  tangents 
s'approche  indéfiniment  de  la  surface  du  cône,  on  en  conclut  que  : 

Les  plans  menés  par  une  arête  d'un  cône  et  les  deux  lignes  focales  sont 
également  inclinés  sur  le  plan  tangent  au  cône  mené  par  cette  aréte^ 

825.  Que  par  le  point  F  [fig*  192 }  on  mène  deux  cordes  aa\  bb\  et  à 
leurs  extrémités  les  tangentes  au  cercle,  lesquelles  forment  le  quadrilatère 
circonscrit  cdc'df ,  Les  deux  diagonales  ce/,  dd!  passent  par  le  point  F,  in- 
tersection des  deux  cordes  aa\  bb'  (701)  et  sont  deux  droites  conjuguées 
par  rapport  au  cercle  C  (703,  Rem,)^  et  par  conséquent  par  rapport  au 
cercle  ima^naire  0-  (821).  Donc  ces  deux  droites,  vues  du  point  S,  parais- 
sent rectangulaires  (793).  Mais  elles  sont  conjuguées  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  cordes  Fa,  F^;  car  les  deux  cordes  ab'^  a'b  se  croisent  sur 
la  diagonale  cc\  en  un  point  h  qui  est  le  pôle  de  l'autre  diagon<ile  dd'  (686), 
de  sorte  que  ce  point  h  et  le  point  /,  où  la  corde  a'b  rencontre  la  diagonale 
dd'f  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  deux  a'  etb;  et  par  con- 
séquent les  deux  droites  Fk,  Yd'  sont  conjuguées  harmoniques  par  rap- 
[>ort  aux  deux  F^,  Fa'. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Si  par  une  ligne  focale  el'un  cône  à  base  circulaire  on  mène  deux  plans 
passant  par  deux  arêtes  du  cône  et  un  troisième  plan  passant  par  la  droite 
fl 'intersection  des  plans  tangents  au  cône  suivant  les  deux  arêtes,  celui-ci 
sera  bissecteur  de  l'angle  dièdre  fortné  par  les  deux  premiers» 

826.  Étant  prises  deux  arêtes  sur  un  cône,  si  par  chacune  d'elles  on  mène 
deux  plans  passant  par  les  deux  lignes  focales,  les  quatre  plans  seront  tan- 
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gents  à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  sera  la  droUe  d'intersection  des 
plans  tangents  au  cône  suivant  les  deux  arêtes. 

En  effet,  soient  Fa,  F' a  et  F  A,  F' 6  [fiS'  *9^)  ^®s  traces  des  quatre 
plans  sur  la  base  du  cône;  ac^  bc  les  traces  des  deux  plans  tangents.  Le 
plan  SF<?  est  bissecteur  de  l'angle  des  deux  plans  SFa,  SF^  (825);  donc  la 
droite  Se  est  également  inclinée  sur  ces  deux  plans.  Par  une  raison  sem- 
blable^  elle  est  également  inclinée  sur  les  deux  plans  SF'a,  SY'  b.  Mais  cette 
droite,  étant  située  dans  le  plan  tangent  S  ac,  est  également  inclinée  sur  les 
deux  plans  SFa,  SF'a  (824k,  coroll,)\  donc  enfin  elle  est  également  inclinée 
sur  les  quatre  plans  SFa,  SF6,  SF'a,  SF'6.  Donc  elle  est  Taxe  d'un  côoe 
de  révolution  tangent  à  ces  quatre  plans. 

827.  La  somme  des  angles  que  chaque  arête  d'un  cône  à  base  circulaire 
fait  avec  les  deux  lignes  focales  est  constante. 

C'est-à-dire  que  Ton  a  [fig,  192) 

FSa  H-  F'Sfl  =  FS  ^  -h  rsb. 

En  effet,  nous  venons  de  voir  que  les  quatre  plans  SFa,  SF  b^  SF'a,  SY'b 
sont  tangents  à  un  cône  de  révolution.  Soient  Sa,  S 6,  Sa',  Se'  les  quatre 
arêtes  de  contact  ;  on  a 

FSa  =  FS6  ou  FSa -h  aS(z  =  FSb  —  bS€, 
et  de  même 

rsa  -  aSa'  =  rsb^  bS^\ 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  deux  équations  et  observant  que 

aSu  =  aS<x.'     et     bS^  =  bS^\ 

on  obtient  Tégâlité  qu*il  s'agit  de  démontrer. 

Autrement.  Considérons  une  conique  sphérique  comme  précédem- 
ment (820);  soient  F,  F'  [fig*  igS)  sur  la  sphère  les  deux  points  déter- 
minés par  les  deux  lignes  focales  du  cône,  points  que  l'on  appelle  les  foyers 
de  la  conique.  Il  s'agit  de  prouver  que  la  somme  des  deux  arcs  Fa,  F' a  est 
constante.  Pour  cela,  considérons  le  pointa'  de  la  courbe  infiniment  voisin 
du  point  a\  il  suffit  de  prouver  l'égalité  à  l'égard  des  deux  points  a  et  a', 
c'est-à-dire  que  Ton  a 

Fa  -+-  F'û  —  Y  a'  -i-  FV     ou     Fa'  —  Fa  =  Fa  —  FV. 

Que  du  point  a  on  abaisse  les  arcs  aoL^  ao!  perpendiculaires  sur  les  arcs 
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Fa',  F'tf',  on  aura 

aa'=zFa'—Fa     et     a'«'  =  F'tf  — FV. 

Il  faut  donc  prouver  que  aa'  =:  a!u' .  Or  les  deux  triangles  rectangles  aaa\ 
aoL  a'  infiniment  petits  peuvent  être  considères  comme  des  triangles  recti- 
lignes,  et  Ton  a 

cta  =  aa' coma'a     et     a' a' =  aa' cas od a' a» 
Mais  les  angles  o^aa  et  a  n'a  sont  égaux  (82^,  coiolL).  Donc  olo!  =zot! a  . 

V.  —  Cônes  supplémentaires. 

828.  Si  par  le  sommet  d'un  cône  à  base  circulaire  on  mène  des  normales 
à  ses  plans  tangents, 

i"  Ces  droites  forment  un  second  cône  à  base  circulaire,  dont  les  plans 
tangents  sont  perpendiculaires  aux  arêtes  tJu  premier; 

Et  2"  Les  lignes  focales  et  les  plans  cycliques  de  ce  cône  sont  perpendi- 
culaires, respectivement,  aux  plans  cycliques  et  aux  lignes  focales  du 
premier. 

Les  plans  tangents  au  second  cône  sont  les  plans  normaux  aux  arêtes  du 
premier;  cela  est  évident,  car  un  plan  tangent  sera  le  plan  de  deux  arêtes 
infiniment  voisines.  Or  ces  arêtes  sont  les  normales  à  deux  plans  tangents  au 
premier  cône,  infiniment  voisins;  donc  leur  plan  est  perpendiculaire  à  l:i 
droite  d'intersection  de  ces  deux  plans  tangents,  laquelle  est  une  arête  du 
premier  cône.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Prouvons  maintenant  que  le  nouveau  cône  a  un  cercle  pour  base  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  Tune  des  lignes  focales  du  premier. 

Concevons  deux  plans  fixes  tangents  au  cône  proposé;  un  troisième  plan 
tangent  les  coupe  suivant  deux  droites,  et  les  plans  menés  par  ces  droites 
et  une  ligne  focale  font  entre  eux  un  angle  de  grandeur  constante  (822).  Il 
s'ensuit,  en  considérant  dans  le  second  cône  les  droites  perpendiculaires  à 
ces  plans,  que,  si  autour  de  deux  arêtes  fixes  de  ce  cône  on  fait  tourner  deux 
pians  qui  se  coupent  suivant  une  troisième  arêle,  les  traces  de  ces  deisx 
plans  sur  un  plan  perpendiculaire  à'  la  ligne  focale  feront  entre  elles  un 
angle  de  grandeur  constante.  Le  point  de  concours  de  ces  deux  di*oît«  s 
décrit  donc  un  cercle.  Or  ce  point  décrit  la  courbe  qui  forme  la  base  dd 
cône  sur  le  plan  ;  donc  celte  base  est  un  cercle.  Ce  qu*il  f.dlait  prouver. 

Enfin,  les  lignes  focales  du  nouveau  cône  sont  les  perpendiculaires  aux 
plans  cycliques  du  premier.  Cela  résulte  de  ce  qui  vient  d'être  démontré,  c:i 

Cii.iSLE5.  —  Géi.  m.  sup.  3  { 
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vertu  de  la  réciprocité  de  construction  qui  a  lieu  entre  les  deux  cônes.  Car, 
puisque  le  second  est  à  base  circulaire,  le  premier  a  ses  plans  cycliques  per- 
])endiculaires  aux  lignes  focales  du  second. 
Ainsi  le  théorème  est  démontré  complètement. 

829.  Les  deux  cônes,  dont  chacun  a  ses  arêtes  ])erpendiculaires  aux  plans 
tangents  à  l'autre,  sont  dits  cônes  supplémentaires. 

Toutes  les  propriétés  d'un  cône  relatives  aux  plans  cycliques  et  aux 
lignes  focales  donnent  lieu,  dans  le  cône  supplémentaire,  à  des  propriétés 
relatives,  respectivement,  aux  lignes  focales  et  aux  plans  cycliques. 

De  sorte  que  toutes  les  propriétés  des  cônes  à  base  circulaire  sont  doubles  : 
l\  chaque  propriété  des  plans  cycliques  correspond  une  propriété  des  lignes 
focales,  et  réciproquement. 

Par  exemple,  le  théorème  (819]  donne  lieu  au  suivant  : 

Quand  deux  cônes  ont  les  mêmes  lignes  focales,  si  par  deux  arêtes  de 
l'un  on  mène  des  plans  tangents  à  l'autre,  ces  quatre  plans  sont  tangents 
à  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  la  dfvite  d'intersection  des  plans 
tangents  au  premier  cône  menés  par  ses  deux  arêtes. 

Et  si  Ton  considère  ce  qui  a  lieu  sur  la  sphère,  on  dira  que  : 

Quand  deux  coniques  sphériques  sont  homofocales^  si  de  deux  points  de 
l'une  on  mène  quatre  arcs  de  grands  cercles  tangents  à  l'autre,  ces  quatre 
arcs  sont  tangents  à  un  petit  cercle  dont  le  centre  sphérique  est  à  l'intersec" 
tion  des  arcs  tangents  à  la  première  conique  en  ses  deux  points  (  *  ) . 

830.  On  conclut  pareillement  du  théorème  (818)  celui-ci  : 

Quand  trois  coniques  sphériques  sont  homofocales,  si  d'un  point  quel- 
conque de  la  sphère  on  mène  deux  arcs  de  grands  cercles  A,  A'  tangents  à 
l'une  et  deux  arcs  M,  N  tangents  aux  deux  autres,  un  à  une,  respective 
ment,  on  a  la  relation 

sin  (M,  Al.Rin''!VÎ,  A'  \ 

'    ,T^    .  s — '    if^  .,  \  =  const. 

sin[N,A;.sin(N,A  ) 


(*)  Ce  théorème  nous  sera  utile  pour  démontrer  une  belle  propriété  des  coniques 
homofocales,  savoir,  que  :  La  portion  de  polygone  sphérique  de  n  côtés,  cireonseriie 
à  un  arc  de  conique,  qui  est  de  périmètre  minimuniy  a  ses  sommets  sur  une  conique 
fiomo focale, 

A  cette  question  de  périmètre  en  correspond  une  d'aire,  dans  les  coniques  homocy- 
cliques.  (Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  XVII,  p.  SSg; 
octobre  i843.) 
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Si  le  point  d*oa  partent  les  quatre  arcs  tangents  A,  A',  M  et  N  est  pris 
sur  la  circonférence  du  grand  cercle  qui  a  pour  centre  sphérique  le  centre 
des  coniques,  et  qu'on  appelle  O  Tare  de  grand  cercle  mené  de  ce  iK)int 
à  ce  centre,  lequel  est  bissecteur  de  l'angle  (A,  A'),  l'équation  prend  la 
forme 

sin«(M,0)  — sin'(A,0) 


sin=^tN,0)— sin»(A,0) 


const. 


fjes  quatre  arcs  A,  A',  M,  N  peuvent  toucher  les  coniques  en  leurs  som- 
mets situes  sur  un  même  arc  diamétral  principal;  alors  on  substituera  aux 
angles  (A,  0),  (M,  O]  et  (N,  O)  les  demi-arcs  principaux  des  coniques;  et, 
en  appelant  ces  arcs  a,  fi  et  v,  on  aura  cette  expression  de  la  constante^ 

sin'  u  —  sin*  a 
sin^v  —  sin*a' 

de  sorte  que  l'équation  qui  exprime  le  théorème  général  est 

sin(M,A).sin(M,A') sin'fx  —  sin*a 

sin(N,A).sin(N,  A')       sin*v  —  sin^oc 

CoROLLAitiE.  —  Si  les  deux  coniques  auxquelles  sont  tangents  les  arcs  M , 
N  se  coupent  et  que  ces  arcs  soient  menés  par  l'un  de  leurs  points  d'inter- 
section, ils  seront  les  arcs  bissecteurs  de  l'angle  (  A,  A')  et  de  son  supplé- 
ment (S'ikj  Coroll,],  et  l'équation  deviendra 

sin'  f  M,  A  ) sin*  u  —  sin*  a 

sin*  (  N,  A  )       sin* a  —  sin'  v 

sin* fA . sin*  ( N,  A )  -h  sin* v . sin*  (  M,  A)  :=  sin* a. 

C'est-à-dire  que  :  Si,  par  chaque  point  d*un  arc  de  grand  cercle  fixe  tan^ 
gent  à  une  conique  sphérique  (a),  on  mène  les  deux  coniques  homofocales 
(  u),  (v)  tf/  qu'on  appelle  i'  et  i  les  angles  que  ces  deux  coniques  font  avec 
l'arc  de  grand  cercle  en  ce  point,  on  a  entre  ces  angles  et  les  demi^arcs 
diamètres  principaux  ^,  v  des  deux  coniques  la  relation  constante 

sin*  a .  sin*  /  ^-  sin*  v .  sin*  i'  =  sin*  a  (  *  ) . 


ou 


(*)  Cette  équation  répond,  sur  la  sphère,  à  l'équation  des  lignes  géodésiques  sur 
l'ellipsoïde,  /»•  sin*/ -+-  v*  sin*/'  =  a",  donnée  par  M.  Liouville.  (Voir  Comptes  rendus 
des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t.  XIX,  p.  laGa,  et  Journal  de  Mathémaeiquet, 
i.  IX,  p.  ^o\). 

34. 
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831.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la.  théorie  des  cônes  et 
des  coniques  S|:hériqueSy  dont  il  n*est  ici  question  qu'incidemment  et  comme 
application  immédiate  des  propriétés  générales  d'un  système  de  cercles. 
Cette  théorie  importante  doit  être  traitée  d'une  manière  spéciale,  et  elle 
trouvera  sa  place  naturelle  à  la  suite  de  la  théorie  des  coniques  planes  et 
comme  devant  précéder  celle  des  surfaces  du  second  ordre. 
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CHAPITRE  XXXV. 


PROPRIÉTÉS   DE  DEUX   CERCLES^  RBLATITES  A   LA    THÉORIE  DES   FONCTIONS    f 

ELLIPTIQUES. 


I.   —    Théorème  général, 

832.  Étant  pris  plusieurs  jyoints  fixes  A,  B,  C,  ...  sur  une  circonfé- 
rence de  cercle,  si  l'on  mène  une  corde  mm'  de  manière  que  les  arcs  comptés 
à  partir  de  ces  points  jusqu'aux  extrémités  m,  m'  de  la  corde  aient  entre 
leurs  sinus  la  relation 

(  i)     a.sinA/Tt.sin  A/n'+  6.sinB/7i.siuBm'H-7.8inG/R.sinG/7i'-|-...=r  v, 

«,  6,  y,  .  .  ,  V  étant  de:*  constantes,  la  corde  enveloppera  une  circonférence 
de  cercle  dont  le  centre  sera  le  centre  de  gravité  des  points  A,  B,  C,  .  .  . , 
auxquels  on  supposerait  des  masses  égales  aux  constantes  u^  Q,  y^  . , .;  et 

V .  3».  R 

le  rayon  de  cette  circonférence  sera  égal  à  — — jr-T~ — : '  ^  étant  le 


rayon  du  cercle  proposé. 
En  eflel,  on  a  [fig>  194) 

.    I  .  Km  ...     ,       A//i' 

'  îR  *  2R 

...         .    «  .     /       A/w.A/w 
sm  4  A  /72 .  sm  I A  m'  =  - — ,  -- —  • 

Soit  kp  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la  corde  mm'\  on  a 

Km,km'=iVi.kp     (682). 


Donc 


sin  1-  A  /w .  sm  1 A  /»  —  — .,  » 
'  '  ?.  R 
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831.  Nous  ne  nous  étendrons  pas  davantage  sur  la.  théorie  des  cônes  et 
des  coniques  S|:hériqueSy  dont  il  n*est  ici  question  qu'incidemment  et  comme 
application  immédiate  des  propriétés  générales  d'un  système  de  cercles. 
Cette  théorie  importante  doit  être  traitée  d'une  manière  spéciale,  et  elle 
trouvera  sa  place  naturelle  à  la  suite  de  la  théorie  des  coniques  planes  et 
comme  devant  précéder  celle  des  surfaces  du  second  ordre. 
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CHAPITRE  XXXV. 


PROPRIÉTÉS  DE  DEUX   CBRGLESy  RBLATITES  A   LA   THÉORIE  DES   FONCTIONS     f 

ELLIPTIQUES. 


I.   —    Théorème  général, 

832.  Étant  pris  plusieurs  jwints  fixes  A,  B,  C,  ...  sur  une  circonfé- 
lence  dt  cercle^  si  l'on  mène  une  corde  mm'  de  manière  que  les  arcs  comptés 
à  partir  de  ces  points  Jusqu'aux  extrémités  m,  m'  de  la  corde  aient  entre 
leurs  sinus  la  relatio.'i 

[i)     a.sîn  A/it.sin  A/n'+  6.sinB/n.siuB/n'  +  y.sinC/n.sinCm'-l- ...  =  y, 

^1  ^1  7»  •  •  ^  V  étant  de:  constantes,  la  corde  enveloppera  une  circonférence 
de  cercle  dont  le  centre  sera  le  centre  de  gravité  des  points  A,  B,  C,  .  .  . , 
auxquels  on  supposerait  des  masses  égales  aux  constantes  a,  6,  y,  ...  ;  et 

le  rayon  de  cette  circonférence  sera  égal  h — -^ <»  R  étant  le 

rayon  du  cercle  proposé. 

En  eflel,  on  a  [fig,  ig^) 

...  Km  .    I  .     /       A//i' 

'  2R  *  2K 

...         •    «  *     /       km, Km 
smjA/w.smiAm' =  ~  y  - — • 

Soit  Kp  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la  corde  mm'\  on  a 

Km.Km'=z2R.Ap     (682). 


Donc 


sin  1-  A  w .  sin  ^Km*  =  —[^  » 
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et,  de  même, 

•in  •     I  «     '        ^7 

sin  i  B  m .  sin  1  B/w  = -rr  » 


L*équation  proposée  devient 

a.A/^-h  6.Bç-H  .  .  .  =  v.rxR. 

Elle  exprime  que  la  somme  des  disrances  de  la  corde  mm'  aux  points  A, 

B,  . . . ,  multipliées  respectivement  par  les  constantes  a,  6,  .  .    ,  est  constante 

et  ëgale  à  v.2R.  Donc  la  distance  de  la  corde  au  centre  de  gravité  de  tous 

V .  2,  R 
ces  points  est  égale  à  Tr—- (iCô).    Ce  qui  démontre  le  théo- 

«  -f-  6  -+-  y  -f-  .  .  . 

rème. 

833.  Corollaire.  —  Étant  pris  deux  points  ^xes  A,  h!  sur  une  circonfé- 
rence de  cercle  [fig*  igS),  si  l'on  mène  une  corde  mm'  telle,  que  l'on  ait  la 
relation  constante 

(a)  sin-jAiw.sini-A/it'-f-  X.sin]  A'/».8in|  A'/n':=  v, 

cette  corde  enveloppera  un  cercle  qui  aura  son  centre  sur  la  droite  A  A'  en 
un  point  D,  dont  les  distances  aux  points  fixes  A,  A'  seront 

DA  =  — ,      DA'  = 


7  *-r«     « 

H-i  >  4-  I 

et  le  rayon  de  ce  cercle  sera 


V.2R 

r= , 

\  -h  I 

R  étant  celui  du  cercle  proposé. 

Car,  le  centre  D  du  cercle  sur  lequel  roule  la  corde  mm'  étant  le  centre 
de  gravité  des  deux  points  A,  A'  auxquels  on  suppose  des  masses  ^^es  à 
l'unité  et  à  >  respectivement,  ce  point  D  sera  situé  sur  la  droite  AA'  et  dé- 
terminé par  l'équation 

DA-4->.DA'=io     (463), 

laquelle,  avec  l'identité 

AA'-t- A'D-+-DA  =  o     (2), 
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donne 

DA  r=  — et     DA'  — 


Ce  qui  démontre  le  théorème. 

Les  deux  équations  qui  servent  à  déterminer  les  deux  segments  DA  et  DA 
impliquent  la  règle  des  signes,  de  sorte  que  les  signes  font  connaître  la  po- 
sition du  point  D  sur  la  corde  A  A'  ou  sur  son  prolongement. 

RÉciPEOQUEiiF.irT.  Etant  donnés  deux  cercles  C  et  D,   dont  les  rayons 
sont  R  et  r,  et  étant  menée  dans  le  premier  une  corde  fixe  A  A'  passant  par 
le  centre  D  du  second,  si  une  tangente  roule  sur  celui-ci  et  rencontre  le  pre 
inier  cercle  en  deux  points  m,  m',  on  aura  la  relation  constante 

DA  r    AA' 

siniAm.sin^Am'H -^  .sin^A'm.sinlAWrzi  — rr  =r— ,f 

'  '  A'D  2R  DA' 

ou 

(3)        DA'.sin^A/w.sin^A/w'4-  AD.sin^A'//i.sin{A'm' =:  -  -•  AA'; 

car  cette  équation  résulte  des  expressions  ci-dessus  de  DA,  DA'  et  r  en 
fonction  de  >  et  v. 

Les  segments  DA'  et  AD  sont  passibles  de  signes,  comme  nous  l'avons 
dit;  ils  ont  le  même  signe  ou  des  signes  contraires,  selon  que  le  point  D  est 
sur  le  segment  AA'  ou  sur  son  prolongement. 

On  peut  substituer  aux  coefQcients  de  l'équation  d'autres  expressions 
également  sim|)les. 

Soient  AM  et  A'N  les  tangentes  au  second  cercle  issues  des  points  A,  A'  ; 
on  a,  en  supposant  nuls  successivement  les  arcs  Km  et  A! m\ 

AD.sinjA'M.siniA'BA=--AA', 
'  *  2R 


1»  » 
ou 


DA' .  sin  \  AN .  sin  \  ABA'  =l  -'-  AA' ; 

2R 


^^       2R^^  'sinjA'M.siniA'liA' 
DA'  =  --  AA' .  ' 


aR  sm^AlN.sin^AUA' 

et  réquation  devient 

,.,  sin  iAw.siniA//i'       sin  J  A'w.sin|  A'm'        .    ,     ..    , 

0  ^-i — é- 1 .    .  ,,Jt =  sm  1-ABA 
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II.   —  Représentation  géométrir/ue  des  équations  reiatitrs  aux  /onctions 

elliptiques, 

834.  Quand  la  corde  AA'  est  im  diamètre  du  premier  cercle,  on  a 
[fig*  Ï96) 

sinJ-A'/w=:sin^(i8o*>—  Aw)  =  5111(90° —  îAm)  n^rcos^Aw 

ety  de  même, 

sin^A'/w'^=  cos^Am'. 

]/ëquation  (  3  )  devient 

DA'.  sîn  J^A//i,sin|Am'-i-  ÂD.c.0S|  tim,co^\km'  =  r. 

Écrivons 

DA'  .  r 

cosiA/w.coSïAm'-f-  -     -  sin^A  w.sinl^Am'rrr  — - 
'  '  AD        '  *  AD 

ou 

DA' 
(5)         cos|A/?î.cos^A/ii'H — •   sin  jA/w,sin|^Am'=r  cosi^AM. 

On  a  donc  ce  théorème  : 

Étant  donnés  deux  cercles  C,  D,  si  une  tangente  roule  sur  l'un  D  et 
rencontre  l'autre  C  en  deux  points  m,  m\  les  arcs  Am  =  y  et  Am'=^', 
comptés  à  partir  de  l'un  des  points  A,  A'  de  la  circonférence  C  situés 
sur  la  ligne  des  centres  des  deux  cercles,  ont  entre  eux  une  relation  de  la 
forme 

cos^^cos^/  -♦-  >..sin|ç>sîn|y'^=  V, 

\et^  étant  deux  coefficients  constants ^  dont  le  premier  dépend  de  la  posi' 

tion  du  centre  du  cercle  sur  lequel  roule  la  corde  mm',  et  le  deuxième,  de  la 

position  de  ce  centre  et  du  rayon  du  même  cercle. 

DA'  r 

D  étant  le  centre  de  ce  cercle  et  r  son  rayon,  on  a  X  =  --— -  et  v  r=  --fi  : 

^  AD  AD 

ou  bien,  AM  dtant  l'arc  formé  par  la  tangente  menée  par  le  point  A,  on 

a  V  =  cos^AM. 

835.  L'arc  AM  étant  donné,  il  suffit,  pour  déterminer  la  grandeur  et  la 
position  du  cercle  D,  de  connaître  son  centre,  car  le  rayon  s'ensuit.  Le  centre 
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dépend  du  coefficient  >  égal  au  rapport  — --  •  On  peut  prendre  avec  l'arc  AM 

AD 

une  autre  donnée,  savoir  Taxe  radical  des  deux  cercles.  Ou  donne  ainsi  à 

Téquation  la  forme  sous  laquelle  on  considère  les  équations  de  ce  genre  dans 

la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

Soit  OS  {fig*  197  ]  Taxe  radical;  nous  allons  prouver  que 


r-V^ 


■-•  sin'i  AM. 


DA       *"  V  AO  ' 

Démontrons  d'abord  que  Ton  a,  à  l'égard  d'une  corde  quelconque  A  m, 
menée  par  le  point  A, 


y/,_ii:sin'iA«.=  y/ 


mp 
AÔ 


mp  étant  la  distance  du  point  m  à  Taxe  radical. 
En  effet, 

sm  i  A  /w  =  — :  > 

*  AA' 

ou,  en  vertu  des  deux  triangles  semblables  A  m  A',  AOS, 

.    ,\  AO 

sin  1 A  /w  =  —-  • 

*  AS 


Donc 


d'où 


.  , .  ^  A/»  AO 

sm'i  A/n  z=  — -  — —  • 
*  AA'  AS  ' 


AA'   ....  A  m  mS 

---r-Sin*i  A/w  =  — r  =  I rr> 

AO  *  AS  AS 


et 


/         AA' 

i /  I —  •  siu'  ^  Am  = 

V  AO  * 


(^  qu'il  fallait  démontrer. 
On  a  donc  pour  l'arc  AM 


/-^/,..„u.„=^-. 


Or  •---  =  — __ ,  I  étant  le  point  de  contact  de  la  corde  AM  et  du  cercli» 
^"        AI 
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t^/»ro»r^       .MI        DA'     ^         MP        DÂ'* 

D  (  737  J  ;  et  —   =  --—  •  Donc  ■—  = ^  ;  et  par  conséquent 

AL  UA,  A\J  riA 


DA       ~V 


AA' 

AO  '  C.    Q.    F.    F. 


Désignons  par  p  Tare  AM,  ou  plutôt  l'angle  au  centre  qui  sous-tend 
cet  arc  ;  Téquation  (  5  )  devient 


/         AA' 
(6)  cos^y  cos^/disin^y  sin^/  i/  i — TTr  ^^'^'ii* 


COS^fA. 


Cette  équation  exprime  que  la  corde  mm\  déterminée  par  les  deux 
angles  7,  7'  dans  le  cercle  G,  est  tangente,  dans  toutes  ses  posidons,  à  un 
second  cercle  dont  Taxe  radical  avec  le  proposé  esta  la  distance  AO,  et  qui 
touche  la  corde  AM  sous -tendue  par  l'angle  /x. 

DA' 
Observation.  —  Dans  l'équation  (5),  le  rapport  — —  comporte  un  signe, 


lequel  est  -+-  ou  — ,  selon  que  le  centre  du  cercle  D  se  trouve  dans  l'inté- 
rieur du  cercle  G  ou  au  dehors  ;  de  sorte  que  l'équation  se  suffit  à  elle- 
même  pour  exprimer  complètement  la  relation  qui  convient  à  une  figure 
donnée.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'équation  (6);  le  radical  par 

DA' 

lequel  le  rapport  — — -  se  trouve  remplacé  ne  peut  point  indiquer  le  signe  d» 

AMJ 

second  terme  de  l'équation.  Il  faut  donc  se  rappeler  que  ce  signe  sera  + 
ou  — ,  selon  que  le  centre  du  cercle  D  se  trouvera  sur  le  diamètre  AA'  ou 
sur  son  prolongement. 

836,   Quand  on  considère  la  corde  mm'  dans  deux  positions  infiniment 

AA' 
voisines,  on  a  y  en  faisant  — — -  =  c*. 
'  '       J  AO  ' 


v/i  —  c*  sin-^y  ^1  —  c^  sin*|/ 

le  signe  étant  -^  ou  — ,  selon  que  le  centre  D  est  sur  le  diamètre  AA'  ou  sur 
son  prolongement. 

En  effet,  soient  mm\  nn*  [fig,  198)  deux  cordes  infi^niment  voisines, 
tangentes  au  cercle  D,  et  1  leur  point  d'intersection  qui  forme  le  point  de 


SUR   LES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES.  O^Q 

contact  de  la  première  avec  ce  cercle  ;  on  a 


Or 


-7-7  =  -v.      765       ou     y°  =  --.- 
m  H        m  i  ay        m  i 

^1^:7.^104^  ^  y/^     (835), 

Vi  — c«sin*^î>'        V  ^^P        fni      ' 


Donc 


V^i  —  r'  sin*|y  flfç» 

Ce  qu'il  fallait  dëmontrer. 

Quant  aux  signes,  il  est  facile  de  voir  que,  quand  le  cercle  D  est  dansl'in- 
UTÎeur  du  cercle  G,  les  deux  cordes  infiniment  voisines  se  coupent  dans 
rintërieur  de  ce  cercle,  et  que  les  deux  arcs  A/n,  A/ti'  sont  tous  deux  plus 
grands  ou  plus  petits  que  les  deux  arcs  déterminés  par  la  corde  infiniment 
voisine,  c'est-à-dire  qu'alors  les  deux  arcs  élémentaires  i/f^,  d^^  ont  le  même 
signe.  Quand,  au  contraire,  le  cercle  D  est  extérieur  au  cercle  G,  les  deux 
cordes  se  coupent  au  dehors  de  celui*ci,  et  alors  c/^ ,  df^^  ont  des  signes  dif- 
férents. 

837.  Obsbryation*  —  On  peut  dire  que  les  deux  équations  (6)  et  (7) 
sont  la  conséquence  Tune  de  l'autre,  puisqu'elles  expriment  une  même  hy- 
|K)thèse,  savoir,  que  la  corde  mm'  du  cercle  G  roule  sur  un  autre  cercle  ; 
et,  en  effet,  on  trouve,  en  Analyse,  que  la  première  équation  est  Tint^ralc 
de  la  seconde;  l'angle  y-  7  représente  la  constante  arbitraire.  Ges  formules 
sont  fondamentales  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques* 

III.  —  jiutre  mode  de  représentation,  dans  le  cercle,  des  équations  relatives 

aux  fonctions  elliptiques» 

838.  Lkmmx.  —  Étant  donnés  deux  cercles  G,  D  [fig.  198),  e/  étant  pris 
sur  la  ligne  des  centres  le  point  F  qui  a  la  même  polaire  dans  les  deux 
cercles,  si  autour  de  ce  point  on  fait  tourner  la  corde  ii'  dans  le  cercle  D, 
<^t  que  par  son  extrémité  \  on  mène  la  tangente  à  ce  cercle,  laquelle  ren- 
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contre  le  cercle  C  en  m,  le  rapport  entre  la  corde  ii'  et  le  sinus  de  l'angle i? m 
leste  constant. 

m 

En  effet,  on  a — -  =  const.  (75i),  et,  par  conséquent, 

sin/F/w 

-: — -- —  =:  consl. 

sin  t  im 

Or,  dans  le  cercle  D, 

I,' 
sïnYim  =  sin 4  arc//  =  — ^ 


*  2r 


/'  étant  le  rayon  du  cercle.  Donc 


•  •#  • .» 

.    ._  «  if 

siniFm  =  —  X  const.     ou     — — ,,—  =^  const. 

2r  smtkm 

c.    Q.    F.   D. 

Cette  proposition  se  transforme  en  une  relation  entre  les  deux  angles  mFA, 
m' FA  de  même  forme  que  celle  qui  a  lieu  entre  les  deux  arcs  ~  Xm,  jA.m\ 
ou  \f,  ^f'  (équat.  6). 

r(ous  conclurons  d*abord  de  la  proposition  le  théorème  suivant: 

839.  L'angle  que  la  corde  Fi  fait  avec  la  ligne  des  centres  des  deux 
cercles  étant  représenté  par -^^  et  l'angle  iFm  par  Q,  il  existe  entre  ccsdeur 
angles  la  relation 

\^r* —  c*  sin*^' 

~ ==  const., 

sin9 

dans  laquelle  c  ivptvsente  le  segment  DF  compris  entre  le  point  F  et  le 
rentre  du  cercle  D  sur  lequel  l'ouïe  la  tangente  im. 

Cette  relation  n'est  autre  que  celle  du  lemmc,  dans  laquelle  on  remplace 
la  corde  ii'  par  son  expression  en  fonction  de  Tangle  ^.  En  effet,  appelant  D^ 
la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du  cercle  D  sur  la  corde  iV',  on  a 

7^"=  /*  —  Dz'=r  /«  —  DÏ^'.sin*'^, 


ou 


2 

L*équation  du  lemme  devient  donc 


—  =  ^t^  —  r*  sin*^p. 


i  =  const.  .   „ 

sniô  c.  <?.  r-  ^' 
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Pour  déterminer  la  constante,  on  peut  mener  la  tangente  au  cercle  D,  par 
le  point  A;  soient  u  le  point  de  contact  et  y  Fangle  uYX  :  pour  cette  tan- 
gente, 9  et  ^  deviennent  égaux  à  cet  angle  v  ;  on  a  ilonc 


\l t^  —  é^  siii'v 

—  =  ronst.  ; 


siuv 


et,  d*après  cette  expression  de  la  constante,  la  relation  générale  devient 


(8) 


\ii^  —  e*  sin*  ']/        v//-*  —  e*  sin 


V 


sin  9  sinv 


C*est  ce|te  équation  qui  se  transforme  en  celle  que  nous  voulons  obtenir 
entre  les  deux  angles  m  FA,  m' FA. 

840.  Appelons  >,  V  ces  angles;  les  deux  /F//i,  iFm'  sont  égaux  [770, 
cor.  i)  ;  de  sorte  qu'on  a 

;  — 'j,-HÔ     et     V  =  J;  — 0; 
sin>.sinV  =  sin'-^  —  sin'O     et     cos>.cosa'=  i  —  sin**^  —  sin*0. 

Or  l'cquation  [8]  se  met  sous  la  forme 

i — sin*i{»  —  sin*Ô  -+-  Jsin'iJ»  —  sin*ô]  { i y  sin*v  jr:::!  —  isin'v^cosiv. 

On  a  donc 

Jg)  cosX  cosV  -f-  sinX  sin).'  (  i j-  sin'v  j  = 

Ce  qui  exprime  ce  théorème  : 

Étant  donnés  deux  cercles  C,  D,  et  étant  pris  le  point  F  qui  a  la  méiuc 
polaire  dans  ces  deux  cercles,  si  une  tangente  roule  sur  l'unDtt  i^ncontre 
l'autre  C  en  deux  points  m,  m',  Us  rajons  vecteurs  ment  s  du  point  F 
h  ces  deux  points  font  avec  la  ligne  des  centres  deux  angles  X,  X'  entre  les- 
quels  a  lieu  une  relation  de  la  forme 

cos  X  cosX'  -i-  A .  sin  X  sin  X'  .ij:  B, 

A  f /  B  étant  deux  constantes. 

Les  expressions  géométriques  de  ces  constantes  se  trouvent  dans  Téqua- 
tion  (9).  Mais  celle  de  A  n'a  pas  la  même  forme  que  le  coefHctcnt  de  Téqua- 
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don  (6).  La  valeur  qui  correspondrait  à  ce  coefficient  serait  de  la  forme 
y/ 1  —  X-  sin'  2  V.  Celle-ci  va  se  retrouver  dans  le  théorème  suivant  : 

84-1.  Les  données  restant  les  mêmes  que  dans  le  théorème  précédent,  si 
la  tangente  au  cercle  D  éprouve  un  déplacement  infiniment  petit,  les  varia- 
tions des  deux  angles  ).,  X,  représentées  par  d\^  dX,  ont  entte  elles  la  rela- 
tion 


(lo) 


rn  dV 


i/i-  —sinn       i/i-^sin^V 
V  CA  V  CÀ 


En  effet,  on  a,  en  abaissant  la  perpendiculaire  G^  sur  m  M, 

—  =  V^R»  -  C^'  =  V^R*  -  CÎF*  sin*  \, 


cm 


CA 

et  pareillement 


CF*    .  ,^        mM 


/         Cf'     .  ,^,       m'M' 

V  -  5f  ""  '  =  ÎTEi 


Il  faut  donc  prouver  que 

dTk  __    tFk' 
w  iVÎ  ~  m'IX'  ' 
On  a 

mn  -h  MN 


dli  =1-.  nFm  = 


2.CA 

Mais 

mn        F  m 


MN       FM 

et  par  conséquent 


(765). 


mn  -^  MX  _   ¥m  -h  FM  _  m  M 
mn  F m  ¥m 

Dimc 

m  \{    'mn 


d).=^ 


Y  m   2.CA 


Pamllement 
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m'^y    m'n' 


dx'= 


F  m     2.CA 


Donc 


ff\         /wM    F/w'    mn 


dk'       m'W  Y  m  mn' 
Soit  f  le  point  d'intersection  des  deux  cordes  min\  nn*  \  on  a 

~  =  '^.     (765). 

Mais  /  est  le  point  de  contact  de  la  corde  mm  avec  le  cercle  ;  donc  les  deux 
angles  rF/n,  iF/w'  sont  égaux  (770,  cor,  i),  et  Ton  a 


im 
tm 

— 

Fm 
F  m' 

m 

mn 

Fm 

et,  p&r  conséquent, 

/w'/i'  ~  Fm'' 
et  l'équation  précédente  devient 

ffk         mM  ffk  dl' 


ou 


€fX'       m' M'  m  M       m'W 

Ce  qu'il  fallait  prouver. 

842.  Observation.  —  De  ce  qui  a  été  dit  précédemment  837),  au  sujet 
des  deux  équations  (6)  et  (7],  on  conclut  que  l'équation  (lo)  comporte 
celle-ci, 


/        CF 
(u)  cosX.cosV+ sinX.sinV  4  /  i — -^ sin' 

y  CA 


cos.V. 


De  sorte  que  cette  équation  se  trouve  démontrée  d*une  seconde  manière,  et 
avec  le  coe£Bcient  de  même  forme  que  dans  l'équation  (6)  (  '). 


r)  La  belle  propriété  du  système  de  deux  cercles,  exprimée  par  l'équation  (6), 
Cit  due  à  Jacobi  (voir  le  Journal  de  Mathématiques  de  Crelle,  t.  111,  p.  876,  année 
1828,  et  le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Liouville,  t.  X,  p.  {^^i  année  i8/|5).  Le 
second  théorème,  exprimé  par  Téquation  (11),  se  trouve  avec  diverses  autres  équa- 
tions semblables,  relatives  à  des  systèmes  de  sections  coniques,  dans  mon  3Jémoiie 
sur  la  construction  des  amplitudes  des  fonctions  elliptiques  (voir  Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences^  t.  XIX,  p.  i2ja,  année  iB/|/|). 
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IV.  —  Transformation  des  fonctions  elliptiques, 

843.  I.  Relatioi  entre  les  angles  élémentaires  à^  et  ^  des  formules  pré- 
cédentes, —  Que  dans  l'expression  de  d\  trouvée  ci-dessus  (841  )  on  reni- 

place  jrr  P&i'  «7«  on  aura 

d\  wM  d\  m\\ 

OU 


dy        2.  F/71  d\^        F  m 


AV 


IL    Relation  entre  Ji  —  c^sin'v^»   et   Ji  —  fîsii**X,    ou    f'  =  --r-  rt 

— I 

CF 

c]  =  =-,'  -On  a  (835) 
CA 


V  AO  2  '^       V  AO       AF 


m 

9 


parce  que 


AO       ^*       l'^"^' 


et 


— t 

CF     .  ,.         /wM       {Qt.A\ 


Donc 


y'i  —  r*  sin*  i  <p F  m   ?.CA 

^r^cj  sin*x""~M^   AF 


III.  Relation  entiv  les  ileux  différentielles 


et 


^i  —  c*  sin*|y  y^i  —  cj  siii*X 


D'après  les  expressions  précédentes,  le  rapport  des  deux  diiférentiellis 

est  rgal  à 

CF\  _  T  -4-  r, 

caJ 

Ainsi 


AF         i/        ...  x_ 


•         • 


r/fA-^l  .  d).  I  +r| 


^1  —  c*  sin*Y?       V*  —  c'}sin*X       ^ 
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IV.  Relation  entre  les  deux  angles  ff  et  \,  —  On  a  dans  le  triangle  CF//i, 

sinmFC        /wC  .   .        CA   .    ,         .  . 

OU 

sin(y  —  >)  =r  Ti  sin>.. 

V.  Relation  entre  les  modules  v/ttt  ^'  7rr>  oa  c  e/  Cp  —  On  a 

y    AO       CA 


/CF 

/ aa;  ^  ^ V  CA 

V  AO  ~"  CF 


2v/^ 
OU      c  =  —  — 


En  effcty  cette  équation  devient 

CF 

ou     ÂF*=2.A0.CF; 


A  A' 

4 

^CA 

4.CF.CA 

AO 

(CA-hCF)* 

i 

CA 

— t 
AF 

et  cette  équation  résulte  de  l'équation  (9),  art.  12,  relative  au  système  de 
quatre  points  en  rapport  harmonique,  dans  laquelle  on  suppose  que  le  point 
arbitraire  m  coïncide  avec  le  point  a. 


FIJV. 
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DISCOURS  D'INAUGURATION 


DU   COURS 


DE  GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE 


DR  LA   FACULTE  DES  SCIENCES  DE   PARIS. 


(Séance  du  ii  décembre  18^6.) 


Depuis  plus  d'un  siècle,  reoseignemeot  de  la  Géométrie  se  réduit  aux 
premiers  principes  qu'on  ap|>elle  les  Éléments, 

Ce  nom  d*Élements  semble  indiquer  les  premiers  matériaux  de  l'édifice, 
les  premiers  pas  ou  Tintroduclion  dans  la  Science.  Cependant,  si  Ton  con- 
sidère que  la  Géométrie  a  pour  objet  la  mesure  et  les  propriétés  île 
l'étendue^  on  sent  aussitôt  combien  elle  est  vaste,  et  l'on  n'aperçoit  même 
pas  de  limites  au  champ  qu'elle  embrasse;  car  V étendue  figurée  varie  de 
fornnes  à  l'infini,  et  les  propriétés  de  chacune  des  figures  que  présente  la 
nature  ou  que  l'esprit  peut  imaginer  sont  elles-mêmes  extrêmement  nom- 
'  breuses,  on  pourrait  même  dire  inépuisables.  11  semblerait  donc  que  l'étude 
de  la  Géométrie  dût  occuper  une  grande  place  dans  l'enseignement  public, 
et  cette  opinion  se  fortifie  quand  on  considère  que  cette  science,  indépen- 
damment de  son  application  à  tous  les  arts  de  construction,  est  réputée  le 
fondement  des  Sciences  mathématiques,  et  que  les  meilleurs  penseurs,  dans 
tous  les  temps,  l'ont  regardée  comme  un  excellent  exercice  de  logique, 
éminemment  propre  à  former  de  bons  esprits  (*  ].  Il  en  a  été  ainsi,  en  effet. 


(*)  C'est  pourquoi  l'étudo  des   Mathématiques,  dans  Tancicnne  Université,  faisait 
partie,  ou,   du  moins,  était  raccompagncmciit  jugé   nécessaire  du  Cours  de  Philo- 
sophie qui  couronnait  do  fortes  humanités.  (Rollim,  Traité  des  études.  Livre  sixième 
art.  2.  ) 

Ou  sait  combien  Descartes,  Pascal  et  Lcibnitz,  comme  philosopher  et  écrivains  ont 
tiré  de  secours  des  Mathématiques,  et  avec  quelle  in&istanco  ils  on  recommandent 

35. 
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chez  les  anciens  et  chez  les  modernes  jusque  vers  le  commencement  du  siècle 
dernier;  mais  depuis,  par  Tefiet  de  ces  vicissitudes  auxquelles  les  Sciences 
elles-mêmes  sont  sujettes,  cette  partie  si  importante  de  nos  connaissances 
positives  a  été  négligée  et  réduite  à  ses  Éléments, 

Cependant,  quoique  privés  des  secours  et  des  encouragements  que  pro- 
cure renseignement,  plusieurs  géomètres,  depuis  les  premières  années  de 
ce  siècle,  ont  cultivé  avec  prédilection  cette  Géométrie  abandonnée  et  lui 
ont  fait  faire  des  progrès  notiibles.  On  a  même  commencé,  dans  plusieurs 
Universités  d'Allemagne  et  d*AngIeterre,  à  la  réintroduire  dans  les  Cours 
publics  et  dans  les  Thèses  ayant  pour  but  l'obtention  des  grades  univer- 
sitaires. 

M.  le  Ministre  de  l'Instruction  publique,  dans  sa  sollicitude  pour  tontes 
les  parties  de  renseignement  soumis  à  sa  haute  direction,  a  jugé  que  le 
temps  était  venu  de  combler  en  France  aussi  une  lacune  préjudiciable  aux 


l'étude  comme  infiniment  utile  pour  faire  naitre  et  fortifier  le  véritable  esprit  de 
méthode.  Voici,  à  ce  sujet,  un  passage  de  Pascal,  qui  n'a  été  publié  que  dans  ces 
derniers  temps  : 

«  Cette  science  seule  (la  Géométrie)  sait  les  véritables  règles  du  raisonnement  et, 
sans  s'arrêter  aux  règles  des  syllogismes  qui  sont  tellement  naturelles  qu'on  ne  peut 
les  ignorer,  s'arrête  et  se  fonde  sur  la  véritable  méthode  de  conduire  le  raisonnement 
en  toutes  choses,  que  presque  tout  le  monde  ignore,  et  qu'il  est  si  avantageux  de  sa- 
voir, que  nous  voyons  par  expérience  qu'entre  esprits  égaux  et  toutes  choses  pareilles, 
celui  quia  de  la  Géométrie  l'emporte  et  acquiert  une  vigueur  toute  nouvelle. 

»  Je  veux  donc  faire  entendre  ce  que  c'est  que  démonstration,  par  l'exemple  de 
celles  de  Géométrie,  qui  est  presque  la  seule  des  sciences  humaines  qui  en  produise 
d'infaillibles,  parce  qu'elle  seule  observe  la  véritable  méthode,  au  lieu  que  toutes  les 
autres  sont,  par  une  nécessité  naturelle,  dans  quelque  sorte  de  confusion  que  les  seuls 
géomètres  savent  extrêmement  connaître.  »  (/?«  l'esprit  géométrique;  voir  p.  i35 
du  1. 1  des  Pensées^  Fragments  et  Lettres  de  Pascal,  édition  de  M.  Faugére  ;  Paris,  i&fi, 
a  vol.  in-8*.) 

Si  l'on  consultait  l'histoire,  on  trouverait  que  parmi  les  hommes  qui  se  sont  fait,  ii 
divers  titres,  dans  tous  les  temps,  un  nom  célèbre,  un  grand  nombre  avaient  delà 
Géométrie,  comme  dit  Pascal.  On  aurait  à  citer,  dans  l'antiquité,  les  plus  émincnts 
philosophes,  dont  il  suffît  de  nommer  Platon,  qui  avait  fait  des  Mathématiques  la 
base  fondamentale  de  son  enseignement  et  dont  on  connaît  la  fameuse  inscription 
du  portique  de  son  académie  :  Que  nul  n'entre  ici  s*il  n'est  géomètre.  On  distingue- 
rait, dans  le  moyen  âge,  surtout  saint  Augustin,  Marcianus  Capt'Ua,  bocce,  Cassiodore, 
Proclus,  Isidore  de  Séville,  Bédé,  Alcuin,  Avicenne,  le  pape  Gerbert,  Adelard,  Albert 
le  Grand,  Roger  Bacon  ;  chez  les  modernes,  Léonard  de  Vinci,  Albert  Durer,  Ramas, 
J.-J.  Scaliger,  H.  Grotius,  Uobbes,  Gassendi,  Arnauld,  Malebranchc,  Huet,  Clarkc, 
Fontenelle,  Wolff,  Réaumur,  Voltaire,  Buffon,  Diderot,  Beauzéc,  Condillac,  Haller, 
Dugald  Stewart,  Kant,  Golebrooke....  L'histoire  même  des  chefs  d'empires  montre- 
rait que  ceux  qui  ont  encouragé  la  culture  des  Mathématiques,  source  commune  de 
toutes  les  sciences  exactes,  sont  aussi  ceux  dont  le  règne  a  eu  le  plus  d'éclat  et  dont 
la  gloire  est  la  plus  durable. 
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progrès  des  Sciences  raatliëiualicines.  La  Faculté  des  Sciences,  consultée,  a 
])artagé  ces  vues  judicieuses  et  libérales,  et  émis  le  vœu  que  l'enseignement 
des  Mathématiques  su])érieures  reçût  dans  la  Faculté  le  complément  qui  lui 
manquait,  et  qu'une  chaire  de  haute  Géométrie  y  fût  immédiatement  insti- 
tuée. M.  le  Ministre  m'a  fait  l'honneur  de  me  confier  cet  enseignement. 

Cetle  tâche,  qu'on  me  permette  de  le  dire  dès  ce  moment,  en  sollicitant 
l'indulgence  des  personnes  qui  me  font  l'honneur  de  m'écouter,  n'est  pas 
sans  difficultés.  Car  ce  ne  sont  plus  les  théories,  ce  n'est  plus,  pour  ainsi 
dire,  la  science  qu'enseignaient  Oronce  Finée,  Ramus,  Roberval,  qu'il 
s'agit  de  reproduire;  il  ne  peut  suffire  d'expliquer  et  de  commenter  les 
travaux  d'ArchimèJe  et  d'Apollonius,  de  Fermât,  de  Gavalieri,  de  Pascal, 
d'Huygons,  de  Newton,  de  Maclaurin.  Ces  Ouvrages  renferment  d'admi- 
rables exemples  des  ressources  que  procure  la  Géométrie  dans  toutes  les 
spéculations  de  la  Philosophie  naturelle;  on  y  trouve  le  germe  de  plusieurs 
théories;  mais  ils  ne  forment  pas  un  ensemble  de  méthodes  qu'on  puisse 
réunir  dans  un  corps  de  doctrine,  et  qui  sufQsent  pour  initier  les  jeunes 
mathématiciens  à  la  connaissance  et  à  la  culture  de  la  haute  Géométrie. 
S'ils  offrent  de  magnifiques  applications  de  cette  science,  ils  ne  constituent 
pas  un  Cours  de  Géométrie  supérieure.  Et  d'ailleurs  la  Science  a  marché; 
elle  s'est  enrichie  de  doctrines  nouvelles,  en  harmonie  parfois  avec  celles 
de  l'Analyse,  et  c'est  sur  des  bases  dont  on  n'aurait  pas  eu  l'idée  il  y  a  un 
siècle  qu'il  faut  aujourd'hui  fonder  ce  Cours  de  Géométrie  supérieure.  C'est 
dans  quelques  Ouvrages  modernes,  dans  des  Mémoires  épars  dans  les  Re- 
cueils scientifitjues,  qu'il  faut  chercher  le  germe  et  les  éléments  des  théories 
et  des  méthodes  propres  à  former  le  corps  de  do<*trine  que  nous  avons  en 
vue.  Ces  théories  et  ces  méthodes  une  fois  déterminées,  il  faudra  les  coor- 
donner entre  elles  et  les  soumettre  i\  l'enchainement  logique,  qui  est  le 
caractère  propre  des  Sciences  mathématiques,  et  plus  particulièrement  de 
la  Géométrie.  C'est  donc  une  œuvre  toute  nouvelle  à  accomplir. 

Où  trouverons-nous  les  éléments  dispersés  de  cet  enseignement  nouveau? 
Dans  l'étude  attentive  des  travaux  de  nos  devanciers.  Nous  devrons  con- 
sulter les  ouvrages  des  Grecs,  qui  se  présentent  les  premiers  dans  la  car- 
rière, qu'ils  ont  parcourue  avec  un  grand  succès;  puis  suivre  les  développe- 
ments de  la  Science  chez  les  modernes,  puis  enfin  aborder  les  doctrines  du 
XIX*  siècle. 

Cette  étude  rétrospective  est  indispenScible  pour  atteindre  le  but  qui  nous 
est  proposé.  Dès  aujourd'hui  nous  jetterons  un  rapide  coup  d'œil  sur  les 
travaux  des  géomètres  anciens  et  modernes.  Ce  sera  l'objet  de  celte  première 
Leçon. 
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I.  —  De  la  Géométrie  chez  les  Grecs, 

La  Géométrie  a  été  la  science  de  prédilection  des  Grecs.  Ils  la  divisaient 
en  trois  parties  distinctes  :  la  Géométrie  élémentaire,  qu'ils  appelaient  sim- 
plement les  Éléments;  la  Géométrie  pratique  ou  Géodésie;  et  la  Géométrie 
supérieure,  qu'ils  appelaient  le  Lieu  lésolu,  et  qui  était  un  ensemble  de  ques- 
tion résolues  d'avance  et  de  théories  où  le  géomètre  trouvait  les  ressources 
nécessaires  pour  procéder  à  la  démonstration  des  vérités  et  à  la  solution  des 
problèmes. 

C'est  cette  partie,  le  L'eu  résolu,  que  les  modernes  ont  appelée  YAnaljse 
géométrique  des  anciens. 

Le  peu  de  détails  qui  nous  sont  parvenus  sur  ce  point  extrêmement  in- 
téressant de  l'histoire  de  la  Science  se  trouvent  dans  les  Collections  mathé- 
matiques de  Pappus,  géomètre  qui  vivait  au  iv*  siècle  de  notre  ère.  Ces 
Collections  mathématiques  étaient  un  ouvrage  en  huit  Livres,  dont  six  seu- 
lement nous  ont  été  conservés.  On  y  trouve,  avec  des  détails  qui  nous  font 
connaître  sur  plusieurs  points  l'étal  des  Mathématiques  anciennes,  une 
foule  de  propositions  et  de  lemmes  destines  h.  servir  de  commentaires  à 
divers  ouvrages,  dont  la  plupart  ne  sont  pas  arrivés  jusqu'à  nous.  L'auteur 
était  un  géomètre  éminent,  que  Descartes  avait  en  grande  estime.  C'est  dans 
Pappus  et  Diophante  que  ce  grand  philosophe  remarquait  des  traces  de 
cette  lumière  de  raison  qui,  dans  l'antiquité,  était  le  caractère  des  Mathc' 
matiques  lyérltables  (*). 

Nous  trouvons,  dans  les  Collections  de  Pappus,  la  nomenclature  des 
Traités  qui,  faisant  suite  aux  Éléments,  formaient  le  Lieu  résolu  ou,  comme 
nous  venons  de  le  dire,  la  Géométrie  supérieure.  C'étaient  :  un  Livre  des 
Données,  d'EucIide;  deux  Livres  de  la  Section  de  raison,  d'Ai>ollonius;  deux 
Livres  de  la  Section  de  l 'espace;  deux  de  la  Section  déterminée  et  deux  des 
Attouchements  [contacts  des  cercles)^  du  même;  trois  Livi^s  des  Porismes, 
d*Euclide;  encore  d*Apollonius ,  deux  Livres  des  Inclinaisons,  deux  des 
Lieux  plans  et  huit  des  Sections  coniques;  d'Âristée  l'ancien,  deux  Livres 
des  Lieux  solides;  d'Euclide  encore,  deux  Livres  des  Lieux  à  la  sur/ace; 
enfin,  d*Ératosthcnes,  deux  Livres  des  Moyennes  raisons. 

Ces  divei-s  ouvrages  formaient  donc  un  corps  de  science,  une  Géométrie 
supérieure,  que  les  anciens  distinguaient  essentiellement  des  Éléments, 

Pappus  ajoute  que  les  géomètres,  en  a])pliquant  les  ressources  que  leur 
offraient  ces  ouvrages  pour  la  démonstration  des  vérités  gc'ométriques  et  la 


(•)  Règles  pour  la  direction  de  l'esprit  (4* règle),  t.  XI  de  1  édition  de  M.  Cousi». 
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solution  des  problèmes,  suivaient  deux  méthodes  ou  plutôt  deux  manières 
de  procéder  par  le  raisonnement,  savoir  la  synthèse  ou  composition  et 
Vanaljrse  ou  résolution.  Ces  deux  mots  synthèse  et  analyse  avaient  alors, 
en  Mathématiques,  un  sens  parfaitement  défini.  Mais,  comme  aujourd'hui 
nous  les  employons  communément  dans  une  acception  spéciale  très  diffé« 
rente,  qui  laisse  ignorer  aux  jeunes  géomètres  ce  qu'étaient  les  méthodes 
anciennes  et  surtout  la  méthode  analytique,  il  ne  paraîtra  peut-être  pas 
inutile  de  rappeler  ici  le  sens  précis  que  leur  donne  Pappus,  le  même 
qu'on  trouTe  aussi  dans  Euclide  (au  treizième  Livre  des  Éléments). 

Par  la  synthèse,  on  part  de  vérités  connues  pour  arriver,  de  consécjuence 
en  conséquence,  à  la  proposition  que  Ton  veut  démontrer  ou  à  la  solution 
du  problème  proposé. 

Par  Vanalysey  on  regarde  comme  vraie  la  proposition  que  l'on  veut  dé- 
montrer ou  comme  résolu  le  problème  proposé,  et  Ton  marche  de  consé- 
quence en  conséquence  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  quelque  vérité  connue, 
f|ui  autorise  à  conclure  que  la  chose  admise  comme  vraie  Test  réellement, 
ou  qui  comporte  la. construction  du  problème  ou  son  impossibilité  (^}. 


(*)  Citons  le  texte  même  de  Pappus,  dans  son  sens  Jiltéral  : 

«  Le  Lieu  résolu  est  une  matière  à  l'usage  de  ceux  qui,  possédant  les  Éléments ^ 
veulent  acquérir  en  Géométrie  Tart  de  résoudre  les  problèmes  :  c'est  là  son  utilité. 
Cette  partie  des  Mathématiques  nous  a  été  transmise  par  Euclide,  Tauteur  des  Élé' 
ments,  Apollonius  et  Aristée  l'ancien.  On  y  procède  par  voie  de  résolution  et  de 
composition. 

•  La  résolution  est  une  méthode  par  laquelle,  en  partant  de  la  chose  que  Ton 
cherche  et  que  l'on  suppose  déjà  connue,  on  arriTC,  par  une  suite  de  conséquences,  à 
une  conclusion  sur  laquelle  on  s'appuie  pour  remonter,  par  voie  de  composition,  à 
la  chose  cherchée.  En  eflet,  dans  la  résolution,  nous  regardons  comme  fait  ce  que 
nous  cherchons,  et  nous  examinons  ce  qui  découle  de  ce  point  de  départ,  et  même  ce 
qui  peut  en  être  l'antécédent,  jusqu'à  ce  que  nous  arrivions  par  le  raisonnement  à 
quelque  vérité  déjà  connue  ou  mise  au  nombre  des  principes.  Cette  marche  constitue 
le  procédé  qu'on  appelle  Analyse,  comme  qui  dirait  solution  en  sens  inverse, 

9  Au  contraire,  dans  la  composition,  nous,  partons  de  cette  vérité  à  laquelle  nous 
sommes  parvenus,  comme  dernière  conséquence,  dans  la  résolution;  et,  en  suivant 
dans  le  raisonnement  une  marche  inverse  de  la  première,  c'est-à-dire  en  prenant 
toujours  pour  antécédent  ce  qui,  dans  le  premier  cas,  était  conséquent,  et  récipro- 
quement, nous  parvenons  enfin  à  la  chose  cherchée.  Cette  marche  constitue  le  pro- 
cédé qu'on  nomme  synthèse. 

•  L'Analyse  s'emploie  dans  deux  ordres  de  recherches  :  ou  pour  démontrer  une 
vérité  théorique,  ou  pour  résoudre  un  problème  proposé. 

»  Dans  le  premier  cas,  admettant  comme  vraie  la  proposition  qu'il  faut  démontrer, 
nous  regardons  aussi  comme  vraies  les  conséquences  qui  en  découlent,  jusqu'à  ce  que 
nous  arrivions  à  quelque  conclusion  connue.  Si  cette  conclusion  est  une  proposition 
vraie,  celle  d'où  nous  sommes  partis  Test  aussi  ;  et  sa  démonstration  se  trouve  dans 
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Ces  deux  manières  de  procéder  en  Mathématiques  ne  répondent  nulle- 
ment à  la  signiGcation  actuelle  des  deux  termes  analyse  et  synthèse,  dont 
le  premier  caractérise  Temploi  du  calcul  algébrique,  et  le  second,  la  con- 
sidération seule  des  propriétés  des  figures,  au  moyen  du  raisonnement 
naturel. 

Les  deux  méthodes  anciennes  ne  différaient  au  fond  que  dans  le  point  de 
départ,  les  diverses  opérations  de  raisonnement  étant  les  mêmes  dans  Tune 
et  dans  l'autre,  mais  dans  un  ordre  inverse.  On  caractérisera  brièvement 
ces  deux  méthodes  en  appelant,  avec  Kant,  la  synthèse ,  méthode  progrès^ 
she,  eiV  analyse,  méthode  régressive  (*), 

U  est  essentiel  de  remarquer  ici  que  Tusage  de  Y  analyse,  chez  les  an- 
ciens, suppose  nécessairement  une  proposition  déjà  connue  et  dont  on 
cherche  la  démonstration,  ou  un  problème  proposé;  de  sorte  que,  hors  ces 
deux  cas,  il  n'y  a  point  lieu,  d'après  la  définition  précise  de  Pappus,  d'em- 
ployer la  méthode  analytique. 

Il  faut  observer  encore  que,  bien  que  l'esprit  de  la  méthode  soit  le 
même  dans  les  deux  cas,  néanmoins  elle  y  a  un  caractère  différent  ;  car, 
dans  le  premier,  où  il  s'agit  de  démontrer  une  proposition*  V analyse  n'est 
point  autre  chose  qu'une  méthode  exj)érimentale  de  vérification  a  posteriori, 
tandis  que  dans  le  second,  où  il  s'agit  de  résoudre  un  problème,  elle  forme 
une  méthode  d'invention  a  priori,  puisqu'on  se  propose  de  trouver  la  so- 
lution ou  construction  du  problème  ou  de  démontrer  son  impossibilité, 
ce  qui  constituera  la  découverte  d'une  vérité  mathématique  actuellement 
inconnue. 

C'est  dans  ce  sens  seulement  qu'on  peut  dire  que  Vanalyse  des  anciens 
est  la  méthode  de  recherche  ou  à* invention. 

Hors  ce  cas  de  la  solution  d'un  problème,  Vanalyse  n'a  point  de  vérité 
nouvelle  à  découvrir,  et  pour  cet  objet  c'est  la  synthèse  seule  qui  constitue 


V  A  naisse,  prise  en  sens  contraire.  Mais,  si  notre  conclusion  forme  une  proposition 
fausse,  la  proposition  que  nous  avions  admise  Test  aussi. 

»  Dans  le  second  cas,  où  il  s'agit  de  résoudre  un  problème,  nous  regardons  comme 
connu  ce  qu'il  faut  trouver,  et  nous  en  tirons  quelque  conclusion.  Si  cette  conclusion 
est  une  construction  possible  ou  rentrant  dans  ce  que  les  mathématiciens  appellent 
les  données,  le  problème  proposé  sera  aussi  possible;  et  la  démonstration  répondra  à 
VAnafyse  en  sens  contraire.  Mais,  si  la  conclusion  à  laquelle  nous  arrivons  est  une 
chose  impossible,  le  problème  le  sera  aussi. 

»  On  appelle  diorisme  cette  partie  du  raisonnement  où  l'on  détermine  les  condi- 
tions pour  qu'un  problème  soit  possible,  et  le  nombre  de  ses  solutions. 

s  Voilà  ce  que  nous  avons  à  dire  de  la  résolution  et  de  la  composition,  » 

(')  Nous  n'entendons  pas  faire  allusion  ici  à  la  distinction  fondamentale  posée,  par 
l'illustre  philosophe,  entre  les  jugements  synthétiques  et  analytiques,  bien,  toutefois, 
que  cette  distinction  dérive  des  acceptions  anciennes  de  Vanalyse  et  de  la  synthèse. 
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lu  méthode  d'invention  par  laquelle  on  forme  et  Ton  accroît  une  science. 

Cette  remarque  nous  suffît  dans  ce  moment,  où  nous  n'avons  pas  à  re- 
clierclier  quelles  sont  les  méthodes  d^nvention  en  Mathématiques,  mais 
seulement  à  déGnir  ce  qu'ont  été  les  deux  méthodes  appelées  par  les  an- 
ciens analyse  et  synthèse  y  et  à  en  marquer  les  usages  et  le  caractère  dis- 
tinctif. 

Dans  les  sciences  en  général,  c'est  par  la  méthode  synthétique  qu'on  en 
ex]K>se  les  principes  ou  les  éléments  :  c'est  ainsi  que  sont  écrits  les  Éléments 
d'Euclide.  Toutefois,  on  trouve  aussi  dans  cet  Ouvrage  des  exemples  de  la 
méthode  analytique,  telle  que  la  méthode  appelée  réduction  à  Vabsurde, 
quoique  dans  ce  mode  de  démonstration  ce  ne  soit  qu'indirectement,  ou  par 
exclusion,  qu'on  introduit  dans  le  raisonnement  la  ])roposition  que  l'on  veut 
démontrer.  On  part,  comme  on  sait,  de  propositions  contraires  à  celle-là, 
et,  en  les  combinant  logiquement  avec  des  propositions  connues,  on  arrive, 
de  conséquence  en  conséquence,  à  un  résultat  faux  ou  absurde^  d'où  l'on 
conclut  que  la  première  est  bien  la  proposition  vraie. 

Archimède  et  Apollonius  nous  offrent  de  nombreux  exemples  de  Vana" 
lyse  :  c'est  presque  toujours  par  cette  voie  qu'ils  résolvent  les  problèmes. 
Ainsi,  quand  Archimède  se  propose,  dans  son  Traité  de  la  sphère  et  du 
cylindre  (prop«  8),  de  cou|)er  une  sphère  par  un  plan  de  fuçon  que  les 
deux  segments  soient  entre  eux  dans  un  rapport  donné,  il  raisonne  sur  la 
grandeur  inconnue  comme  sur  celles  qui  sont  données,  et  il  ])arvient  à  une 
proposition  qui  renferme  l'expression  de  la  grandeur  cherchée. 

Diophante,  dans  son  ouvrage  d'Algèbre  qui  porte  le  nom  à* Arithmé- 
tique,  fuit  usage  continuellement  de  la  méthode  analytique  ;  car  il  repré- 
sente les  inconnues  de  la  question  et  ses  puissances  par  des  signes  ou  des 
mots,  et  il  les  introduit  dans  le  raisonnement  pour  former,  entre  ces  in- 
connues et  les  quantités  connues,  des  égalités  d'où  il  tire  la  valeur  des  in- 
a>nnues. 

On  conçoit  que  V analyse  et  la  synthèse  ont  dû  cire  employées  concur- 
remment, dans  tous  les  temps,  depuis  l'origine  des  Sciences  mathématiques: 
aussi,  quand  Proclus  et  Diogène  Laërce  font  honneur  à  Platon  de  l'inven- 
ti<in  de  la  méthode  analytique^  il  faut  croire  qu'ils  voulaient  par  là  dési- 
gner Platon  comme  ayant  le  premier  distingué  ces  deux  manières  dif- 
férentes de  procéder  dans  la  recherche  et  la  démonstration,  des  vérités 
mathématiques. 

Nous  venons  de  préciser  ce  qu'il  faut  entendre  par  la  synthèse  et  Vana^ 
lyse  dans  la  Géométrie  des  anciens  ;  nous  n'aurions  que  peu  de  mots  à 
ajouter  pour  dire  comment  ces  termes  ont  pris  chez  les  modernes  des  ac- 
ceptions très  différentes;  mais  n'anticipons  pas  sur  la  marche  de  la 
science  :  l'origine  du  nouveau  sens  des  deux  mots,  en  Mathématiques,  se 
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rattache  à  la  grande  conception  de  Viète,  dont  nous  aurons  bientôt  à  faire 
mention. 

De  ces  Ouvrages  qui,  d'après  Pappus,  formaient  comme  les  éléraenis 
d'une  Géométrie  supérieure  et  offraient  les  ressources  nécessaires  pour  se 
livrer  aux  recherches  géométriques,  trois  seulement  nous  sont  parvenus  : 
ce  sont  les  Données  d'EucHde,  les  sept  premiers  Livres  des  Coniques 
d'Apollonius,  et  le  Traité  de  la  Section  de  raison,  qui  s'est  retrouvé  en 
langue  arabe.  La  plupart  des  autres  ont  été  rétablis  par  divers  géomètres, 
dans  le  style  de  la  Géométrie  ancienne,  d'après  le  peu  de  détails  que  nous 
en  a  laissés  Pappus. 

Cependant  on  n'est  pas  fixé  sur  le  sujet  du  Livre  des  Lieux  à  la  surface, 
d'Euclide.  L'auteur  y  considérait  des  courbes  tracées  sur  des  surfaces 
courbes.  Mais  quelle  était  la  nature  de  ces  surfaces?  Les  courbes  qu'on  y 
traçait  étaient-elles  nécessairement  planes?  La  brièveté  de  Pappus  nous 
laisse  dans  l'incertitude.  Je  dirai  toutefois  que  quelques  indices  peuvent 
porter  à  croire  que,  dans  le  Livre  des  Lieux  h  la  surface,  Euclide  traitait 
des  conoîdes,  appelés  aujourd'hui  surfaces  du  second  degré  de  résolution, 
et  des  sections  faites  par  des  plans  dans  ces  surfaces,  comme  dans  le  cône. 

Mais  il  est  un  autre  ouvrage  d'Euclide  bien  plus  digne  de  fixer  notre 
attention  et  qui  a  présenté  pendant  longtemps  une  énigme  indéchifirable  h 
laquelle  se  sont  attachés,  dans  les  deux  derniers  siècles,  plusieurs  des  géo- 
mètres les  plus  célèbres  :  je  veux  parler  du  Traité  des  Porismes,  Au  dire 
de  Pappus,  cet  Ouvrage,  où  brillait  le  génie  pénétrant  d'Euclide,  était  émi- 
nemment utile  pour  la  résolution  des  problèmes  les  plus  compliqués;  c'était, 
en  quelque  sorte,  l'instrument  indispensable  des  géomètres  dans  leurs  re- 
cherches. 

Jusque  vers  le  milieu  du  siècle  dernier,  cette  question  des  porismes  n'a 
présenté  qu'une  obscurité  profonde  dans  toutes  ses  parties.  Alors  seulement 
R.  Simson  fit  les  premiers  pas  vers  la  découverte  du  sens  caché  des  idées 
de  l'auteur,  tant  en  rétablissant  la  définition  du  terme  porisme  et  surtout 
la  forme  particulière  des  énoncés  des  propositions  ainsi  appelées,  quen 
donnant  l'explication  de  six  ou  sept,  sur  une  trentaine,  des  énoncés  de 
porismes  que  Pappus  nous  a  transmis  en  termes  laconiques  et  obscurs. 
Cette  divination  a  fait  beaucoup  d'honneur  à  R.  Simson.  Depuis,  plusieui-s 
géomètres  ont  continué  de  traiter  ce  sujet  si  digne  d'intérêt. 

Cependant  un  voile  épais  couvre  encore  cette  doctrine  des  porismes;  car, 
indépendamment  des  vingt-quatre  énoncés  de  Pappus,  dont  on  n'a  pas 
donné  le  sens,  il  faudrait  connaître  en  outre  la  cause  de  la  forme  uiusitee 
de  ces  propositions,  la  pensée  qui  les  a  conçues,  leur  nature  ou  caractère 
mathématique,  la  raison  de  leur  éminente  utilité  dans  l'art  du  géomètre,  la 
transformation  que  celte  doctrine  a  probablement  subie  pour  pénétrer 


,i 
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notre  insu,  dans  nos  méthodes  modernes.  Ces  questions  mériteront  de 
trouver  place  dans  un  enseignement  de  haute  Géométrie,  d'autant  plus  que 
les  théories  sur  lesquelles  semblent  rouler  ces  propositions  obscures  se  rat- 
tachent à  celles  de  la  Géométrie  moderne.  Peut-être  alors  pourrons-nous 
répandre  quelque  lumière  sur  cette  grandc^énigme  que  nous  a  léguée  l'an- 
tiquité. 

A  défaut  des  ouvrages  originaux  des  Grecs,  qui  sont  presque  tous  perdus, 
c'est  dans  les  Collections  mathématiques  de  Pappus,  dans  cette  foule  de 
propositions  éparses  et  sans  ordre,  parce  qu'elles  se  rattachent  a  des  ouvrages 
différents  auxquels  elles  doivent  servir  de  commentaires,  que  nous  trou- 
verons les  premiers  éléments  d'une  Géométrie  supérieure. 

On  y  distingue  notamment  quelques-unes  de  ces  propositions  simples 
qui  sont  bien  réellement  le  fondement  de  la  science,  car  on  les  retrouve 
dans  les  Traités  célèbres  de  Pascal  et  de  Desargues  sur  les  Coniques^  et, 
plus  tard,  dans  l'ingénieuse  et  féconde  Théorie  îles  transversales  de  Carnot; 
ouvrages  qui  se  rapportent  essentiellement  à  une  partie  des  méthodes  qui 
feront  la  base  de  notre  enseignement. 

Nous  ne  faisons  pas  ici  l'analyse  de  toutes  les  ressources  que  peuvent 
offrir  les  Collections  mathématiques  de  Pappus;  disons  cependant  que  nous 
aurons  à  y  emprunter  quelques  beaux  exemples  de  cette  manière  de  dé- 
montrer de  simples  propositions  de  Géométrie  plane  par  la  contemplation 
des  figures  à  trois  dimensions,  qui  rentre  dans  certains  procédés  dont  les 
géomètres  de  nos  jours  ont  fait  un  heureux  usage.  Par  exemple,  c'est  en 
considérant  une  surface  héliçoîde  que  Pappus  décrit  la  spirale  d'Archimède 
et  la  quadratrice  de  Dinostrate,  comme  projection  de  certaines  courbes  à 
double  courbure  tracées  sur  la  surface. 

Ce  n'est  pas  sans  surprise  et  admiration  qu'on  rencontre  dans  le  Livre 
de  Pappus  ces  spéculations  qu'on  croirait  sorties  de  l'école  de  Monge;  nous 
y  trouverons  même  certaines  questions  qui  prouvent  que  les  Grecs  avaient 
des  procédés  de  Géométrie  descriptive  analogues  et  parfois  identiques  à  nos 
méthodes  actuelles.  Telle  est  cette  question  :  «  Connaissant  les  projections 
horizontales  et  les  hauteurs  verticales  de  trois  points,  déterminer  la  trace 
et  l'inclinaison  du  plan  qui  passe  par  ces  points.  » 

Nous  n'avons  point  eu  à  citer  jusqu'ici  les  Traites  d'Archimède,  où  se 
trouvent  cependant  des  découvertes  capitales  qui  toutes  ont  été  utiles  à  la 
science.  En  voici  la  raison.  I^es  ouvrages  d'Archimède  se  peuvent  distin- 
guer en  trois  classes  : 

1*  Les  Traités  géométriques,  qui  sont  :  la  mesure  du  cercle,  et  lesLivi'es 
de  la  sphère  et  du  cylindre,  des  conoïdes  et  des  sphéroïdes,  de  la  quadra- 
ture de  la  parabole,  des  hélices  et  des  lemmcs; 

2®  Les  Livres  de  l 'équilibre  des  plans  et  des  corps  portés  sur  un  fluide. 
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qui  contiennent  les  principes  de  la  Statique  et  de  l'Hydrostatique,  mais  où 
domine  encore  le  génie  géométrique; 

3**  Le  Livre  De  numéro  arenœ,  où  se  trouvent  des  connaissances  très- 
diverses  d'Astronomie  et  d'Arithmétique  notamment,  et  qui  su£Brait  seul 
pour  attacher  au  nom  d'Archiioède  le  sceau  de  l'immortalité. 

Les  Traités  géométriques  contiennent  des  résultats  admirables  qui  ont 
créé  ou  établi  sur  leurs  bases  véritables  plusieurs  parties  des  sciences;  mais 
ces  résultats,  parleur  nature,  ne  sont  pas  d'une  application  aussi  fréquente, 
dims  les  spéculations  géométriques,  que  diverses  autres  théories  dont  l'usage 
est,  pour  ainsi  dire,  journalier.  C'est  pourquoi  Pappus  ne  les  a  pas  compris 
dans  sa  nomenclature  des  Traités  propres  à  guider  dans  les  recherches  gé()- 
métriques. 

Si,  dans  la  marche  suivie  par  Archimède  pour  arriver  à  ses  belles  décou* 
vertes,  on  peut  voir  le  germe  ou  des  applications  d'une  métli(»de  spéciale 
susceptible  d'extension,  c'est  surtout  dans  la  méthode  d'e.r/eaustion  (c'est-à- 
dire  d'épuisement].  Par  cette  méthode  on  considère  une  grandeur,  une 
courbe  par  exemiile,  comme  une  limite  de  laquelle  s'approchent  de  plus  en 
plus  des  polygones  inscrits  et  circonscrits,  dont  on  multiplie  le  nombre  des 
côtés,  de  manière  que  la  différence,  qu'on  épuise  en  quelque  sorte,  devienne 
plus  petite  qu'une  quantité  donnée.  Les  propriétés  des  polygones,  par 
exemple  l'expression  de  leur  périmètre  ou  de  leur  surface,  indiquent,  par 
la  loi  de  continuité,  les  propriétés  de  la  courbe,  et  l'on  démontre  ensuite 
celles-ci  en  toute  rigueur  par  le  raisonnement  à  V absurde. 

On  peut  voir  ici  le  germe  des  méthodes  infinitésimales,  ou  du  moins  Tidée 
fondamentale  sur  laquelle  elles  reposent,  surtout  dans  les  conceptions  de 
Nevïrton  et  d'Euler.  Ces  doctrines,  soit  celle  des  premières  et  dernières  mi- 
sons, soit  celle  des  limites,  qui  au  fond  est  la  même,  ont  établi  sur  un  prin- 
cipe d'une  rigueur  incontestible  les  méthodes  générales  et  élémentaires  qui 
remplacent  celles  d'Archimède  dans  toutes  les  questions  traitées  par  ce  grand 
géomètre.  On  conçoit  donc  que,  dans  les  principes  de  la  Géométrie  supé- 
rieure que  nous  avons  ici  en  vue,  de  même  que  dans  un  aperçu  sur  l'origine 
et  sur  le  dévelopi>ement  des  méthodes  qui  se  rattachent  à  ces  principes, 
les  beaux  théorèmes  d'Archimède  n'occupent  pas  la  place  que  leur  grande 
renommée  semblerait  au  premier  abord  leur  assigner. 

Quelques  développements  vont  faire  comprendre  plus  complètement 
notre  pensée  sur  cette  partie  de  la  Géométrie  qui  doit  représenter  Y  Analyse 
géométrique  des  anciens  et  constituer  les  éléments  de  la  Géométrie  sapé- 
Heure, 

Lii  Géométrie  se  déGnit  la  science  qui  a  pour  objet  la  mesure  et  les  pro- 
priétés  de  l'étendue  figurée.  Cette  définition  indique  deux  divisions  prin- 
ci|Kiles  de  la  science.  Aussi  les  divers  travaux  des  géomètres  diffèrent  |wr 
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leur  nature  et  donnent  lieu  d'eux-mêmes  à  cette  distinction.  Les  uns  se 
rapportent  à  la  mesure,  c'est-à-dire  à  l'expression  de  la  longueur  des  lignes, 
de  l'étendue  des  surfaces,  du  volume  des  corps.  La  détermination  des 
centres  de  gravité  et  beaucoup  d'autres  questions  qui  se  présentent  dans 
les  sciences  physico-mai hcma tiques  sont  du  même  genre.  C'est  à  de  telles 
questions  que  se  rapporte  spécialement  la  Géométrie  d*Archimède.  Ce  sont 
ces  questions,  comme  nous  venons  de  le  dire,  qu'on  traite  aujourd'hui  par 
les  méthodes  infinitésimales,  parce  qu'en  effet  elles  impliquent  toujours, 
sous  une  forme  ou  sous  une  autre,  l'idée  de  Vùifini  [  ^  ). 

Les  autres  recherches  mathématiques  ont  pour  objet  les  propriétés  résul- 
tantes des  formes  et  des  positions  relatives  des  figures,  propriétés  qui  com- 
prennent aussi  des  relations  de  grandeur,  mais  qui  sont,  en  généra],  sim- 
plement des  relations  de  segments  rectiiignes  ou  d'angles  et  qui  n'exigent 
pas  remploi  du  calcul  infinitésimal.  C'est  à  cette  partie  de  lu  Géométrie 
que  se  rapportent  les  ouvrages  d'Apollonius,  tels  que  son  grand  Tfailé  des 
coniques,  et  en  général,  les  Traités  sur  le  Lieu  résolu  ou  Analyse  géomé- 
trique des  anciens.  Cette  partie  est  vaste;  c'est  celle  qui  doit  aujourd'hui 
constituer  s|)écialement  la  Géométrie  considérée  dans  Tensemble  des  mé- 
thodes qui  lui  sont  propres. 

Quant  à  la  première  partie,  qui  a  pour  objet  le  calcul  des  grandeurs 
curvilignes,  ce  sont  les  méthodes  infinitésimales  qui  lui  conviennent;  ce 
serait  rétrograder  que  de  revenir  ù  celles  d'Archimède  ou  aux  méthodes 
intermédiaires  et  de  transition  de  Cavalieri,  de  Pascal,  de  Grégoire  de  Saint- 
Vincent,  de  Wallis,  quelque  puissantes  q,u*elles  aient  été  entre  les  mains  de 
ces  grands  géomètres.  Et,  d'ailleurs,  l'emploi  des  méthodes  infinitésimales 
n'implique  pas  l'abandon  des  méthodes  géométriques  pour  le  calcul  algé- 
brique des  modernes;  loin  de  là,  ce  sont  précisément  les  questions  de  Géo- 
métrie qui  ont  donné  naissance  à  ces  méthodes  dans  les  travaux  de  Fermai, 
comme  dans  ceux  de  Leibnitz  et  de  Newton. 

Mais  il  ne  faut  pas  croire  que,  par  la  distinction  que  nous  venons  d'éta- 
blir, nous  scindions  la  Géométrie  en  deux  parties'pour  n'en  attribuer  qu'une 
à  la  Géométrie  moderne,  et  diminuer  ainsi  le  domaine  de  la  science  que  les 
Grecs  nous  ont  transmise.  Au  contraire,  cette  Géométrie  des  propriétés  des 
figures  est  d'une  application  nécessaire  et  constante  dans  la  Géométrie  des 
mesures.  Celle-ci  ne  saurait  procéder  seule;  il  est  aisé  de  le  concevoir.  On 


(  *)  Leibnitz  puise  dans  des  considérations  d'un  ordre  supérieur  la  raison  des  usages 
de  son  analyse  inânitésimale  dans  toutes  les  questions  physico-mathématiques;  il 
dit  :  «  Cette  analyse  est  proprement  scirniia  de  magnitudine  quatenus  invohit  infini" 
tant,  et  c'est  ce  qui  arrive  toujours  dans  la  nature,  qui  porto  le  caractère  de  son 
auteur.  »  (Opéra,  t.  VI,  p.  aaS.) 
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y  dëcoin|>ose  les  figures  (lignes,  surfaces  ou  volumes)  dans  leurs  parties 
élémentaires  qu*on  appelle  infiniment  petites,  et  ce  sont  ces  éléments  dont 
on  considère  les  propriétés,  soit  pour  les  comparer  entre  eux,  soit  pour  en 
faire  la  sommation.  Or,  de  même  qu'en  Analyse  le  succès,  dans  les  questions 
de  cette  nature,  déj)end  du  choix  des  variables,  il  dépend  ici  de  la  forme 
et  des  propriétés  des  éléments,  c'est-à-dire  de  la  manière  dont  on  a  décom- 
posé la  figure  :  c*est  ce  mode  de  décomposition  qui  constitue  la  question 
géométrique;  et  il  exige  essentiellement  la  connaissance  des  propriétés  delà 
figure,  et  souvent  des  propriétés  les  plus  intimes  et  les  plus  cachées  (M. 
On  l'etombe  donc  sur  cette  partie  de  la  •  Géométrie  qui  forme  Y  Analyse 
gcomctiique  des  anciens  et  qui  doit  être  la  base  de  notre  Géométrie  supé- 
rieure. 

Ainsi,  par  exemple,  dans  le  célèbre  problème  de  l'attraction  des  ellip- 
soïdes sur  des  points  extérieurs,  que  les  méthodes  fondées  sur  le  calcul  ont 
été  pendant  longtemps  im))uissantes  à  résoudre,  la  difficulté  géométrique 
consistait  seulement  dans  la  découverte  de  quelques  propriétés  qui  fissent 
connaître  le  mode  convenable  de  décomposition  de  l'ellipsoïde  en  ses  élé- 
ments :  ce  sont  ces  propriétés  que  Maclaurin  eut  le  bonheur  de  découvrir, 
du  moins  pour  certains  cas  de  la  question. 

On  conçoit  donc  bien  comment  cette  partie  de  la  Géométrie,  qui  se  rap- 
porte plus  spécialement  aux  pro])riétés  des  figures,  est  aussi  celle  qui  doit 
conduire  aux  calculs  de  leurs  mesures,  et  Ton  comprend  que,  bien  qu'il  y 
ait  lieu  de  distinguer  ces  deux  genres  de  questions,  elles  n'en  rentrent  pas 
moins,  les  unes  et  les  autres,  dans  le  domaine  d'une  science  unique  qui 
constitue  la  Géométrie  générale. 

Ces  considérations  montrent  combien  est  incomplète  et  dénuée  de  justesse 
cette  définition  qu'on  trouve  dans  quelques  ouvrages,  savoir  que  la  Géo- 
métrie est  la  science  qui  a  pour  objet  la  mesube  de  l 'étendue.  On  serait 
tenté  de  croire  que  cette  définition  nous  vient  de  quelques  arpenteurs  ro- 
mains, si  elle  ne  remonte  pas  aux  Egyptiens,  qui,  selon  la  tradition  histo- 
rique ou  fabuleuse,  auraient  créé  cette  science  [)our  retrouver  l'étendue 
primitive  de  leurs  terres  après  les  inondations  du  Kil.  Toutefois,  l'origine 
de  la  distinction  que  nous  venons  d'établir  se  peut  apercevoir  dans  Aristote, 
qui  regarde  les  Mathématiques  comme  ayant  pour  objet  adéquat  Vordre  et 
la  proportion.  C'est  aussi  l'idée  de  Descartes,  et  l'on  n'est  pas  surpris  d'avoir 
ù  citer,  à  la  suite  de  ces  deux  grands  philosophes  de  l'antiquité  et  des  temps 


(*)  C'est  ce  qui  a  fait  dire  à  Wallis  :  «  Cyclaidis  sic  in  parles  suas  resolutionem, 
secuiidum  ipsius  Jnatomiam  veram,  osteodi....  Sic  eço  distribue  scmi-cycloidcm, 
nofi  ut  LaniuSf  sed  tit  jénatomtsta,  in  semi-cire ulum  et  lij^uram  arcuum;  quibus  &epa- 
ralim  meas  nicthodus  adhibeo.  a  {Opéra  mathematica,  t  111,  p  6;/j  clG'-ô^ 
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modernes,  le  célèbre  auteur  de  la  doctrine  des  couples,  que  ses  recherclies 
sur  la  théorie  des  nombres  ont  conduit  à  celte  définition  d'un  sens  philo- 
sophique si  profond. 

Un  des  beaux  monuments  de  la  Géométrie  des  anciens,  Tune  de  ses  plus 
magnifiques  applications,  est  le  grand  Traité  d'Astronomie  de  Ptolémée, 
ap|)elé  par  l'auteur  Syntaxe  mathématique^  expression  fort  juste,  que  les 
Arabes,  dans  leur  admiration,  ont  remplacée  par  celle  A^yimngeste  (le  très- 
grand).  On  a  souvent  cité,  dans  cet  Ouvrage,  les  principes  et  les  ajiplications 
de  la  Trigonométrie  plane  et  sphérique  ;  la  construction  des  cordes  des 
arcs  de  cercle  ;  quelques  théorèmes  qui  chez  les  modernes  ont  fait  la  base 
de  la  théorie  des  transversales;  la  détermination  du  lieu  des  stations  des 
planètes,  l*une  des  plus  belles  questions  de  la  Géométrie  ancienne,  que 
Ptoléraée  attribue  à  Apollonius;  mais,  considéré  sous  un  point  de  vue  plus 
général,  TAlmageste  constitue  dans  son  ensemble  la  solution  d'un  grand 
problème  de  Géométrie,  à  savoir  de  représenter  par  une  combinaison  de 
mouvements  circulaires  et  de  mouvements  uniformes  tous  les  phénomènes 
du  mouvement  des  corps  célestes.  Ce  fut  Platon  qui  posa  ce  principe  des 
mouvements  célestes^  adopté  par  Aristote  et  par  tous  les  philosophes  grecs, 
dont  il  flattait  l'esjirit  de  système  et  de  généralisation. 

L'Astronomie  orientale,  mère  de  l'Astronomie  grecque,  semble  prouver, 
par  les  différences  essentielles  qu'elle  présente  avec  celle-ci,  que  c'est  ce 
grand  problème  qui  marque  le  véritable  but  des  efforts  d'IIipparque  et  de 
Ptolémée  et  qui  fait  le  caractère  propre  de  leur  Astronomie. 

Les  Tables  du  mouvement  des  astres,  que  les  Grecs  ont  dû  recevoir  des 
Chaldécns  avec  leurs  observations  de  dix-neuf  siècles  consécutifs,  étaient 
fondées,  si  je  ne  m*abuse,  sur  des  expressions  empiriques  analogues  aux  for- 
mules qui  ont  été  longtemps  en  usigc  chez  les  modernes;  et  quand  Pto- 
lémée dit  qu'IIipparque  a  représenté  par  un  épicycle  le  mouvement  du 
Soleil  et  la  première  inégalité  de  la  Lune,  mais  que  ses  cfiforts  ont  échoué 
à  l'égard  de  la  seconde  inégalité  et  à  l'égard  des  planètes,  cela  ne  doit  pas 
signifier  qu'il  n'existait  point  de  Tables  du  Soleil  avant  ilij)parque  et  que 
ce  grand  astronome  n*a  counu  ni  la  loi  numérique  de  Tévection  lunaire  ni 
celle  du  mouvement  des  planètes.  Non,  ce  ne  peut  être  là  ce  qu'a  voulu  dire 
Ptoh'^mée;  cette  interprétation  fait  naître  trop  de  difficultés  dans  l'histoire 
de  l'Astronomie.  Alais  il  a  voulu  dire  qu'Hipparque  n'avait  fait  que  les 
premiers  pas  dans  le  grand  problème  posé  par  Platon,  et  que  lui,  Ptolémée, 
a  surmonté  les  difficultés  géométriques  qui  avaient  arrêté  ses  devan- 
ciers (*). 


(*)  C'eit  en  ctudiaiut  rAstronomic  indienne,  où  je  trouvais,  d'une  part,  des  diflc- 
rcnces  essentielles  avec  rAstronomie  (jrecque,  que  Ton  ne  soupçonnait  pas.  et,  d'autre 
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Si  le  principe  ou  plutôt  le  préju^^é  des  Grecs  sur  les  mouvements  cé- 
lestes, après  avoir  régné  vingt  siècles  et  imposé  une  loi  inflexible  à  Copenûc 
lui-même,  a  été  mis  au  néant  par  les  immortels  travaux  de  Kepler,  le  grand 
Ouvrage  de  Ptolémée  n'en  conserve  pas  moins  son  intérêt  au  point  de  vue 
géométrique.  Mais  c'est  un  de  ces  ouvrages  d'une  lecture  longue  et  |)énible, 
dont  il  serait  bien  utile  qu'on  eût  des  analyses  précises  et  philosophiques, 
qui  peut-être  sont  trop  rares  aujourd'hui.  Les  jeunes  géomètres  préfèrent 
naturellement  les  recherches  de  découvertes  aux  recherches  rétrospectives; 
celles-là  seules  assurent  les  progrès  et  le  développement  de  la  Science.  Ce- 
pendant, que  mes  jeunes  auditeui*s  de  l'École  Normale  me  permettent  de 
leur  dire,  dès  ce  moment,  que,  parmi  les  ouvrages  du  passé,  il  peut  en  être 
dont  l'appréciation  intelligente  les  conduirait  à  des  travaux  dignes  de 
prendre  rang  dans  les  fastes  de  la  Science. 

J*ose  espérer  qu*on  ne  regardera  pas  comme  une  digression  étrangère  à 
mon  sujet  ces  considérations  sur  TAlmageste  de  Ptolémée,  si  elles  montrent 
sous  quel  rapport  cette  belle  composition  nous  présente  une  œuvre  de  pure 
Géométrie,  et  surtout  quand  nous  aurons  vu  bientôt  Tanalogie  qu^elle  nous 
offre,  à  cet  égard,  avec  le  grand  Ouvrage  de  Nevrton,  qui  est  aussi  une 
œuvre  de  pure  Géométrie. 


part,  quelques  emprunts  faits  à  rAsiroiiomie  clialdéenne,  que  j'ai  été  conduit  à 
émettre  Topinion,  contraire  aux  idées  reçues,  que  les  Cbaldéens  ont  eu,  outre  leurs 
périodes  bien  connues,  des  Tables  astronomiques,  (Voir  Comptes  rendus  des  séances  de 
l'Académie  des  Sciences^  t.  XXIII,  p.  H/p-Sôg.)  C'est  cette  opinion  que  j'ai  reproduite 
ici,  en  indiquant  le  caractère  qui  me  paraissait  distinguer  TAstronomie  chaldéenne 
de  celle  des  Grecs,  savoir,  que  dans  la  première  la  position  des  planètes  se  détermi- 
nait au  moyen  de  formules  empiriques,  c'est-à-dire  par  des  lois  exprimées  en  nombres 
et  impliquant  les  principales  iné{;alités  de  leurs  mouvements,  tandis  que  les  Grecs 
avaient  tout  représenté  par  des  mouvements  effectifs  sur  des  cercles. 

Ces  conjectures,  auxquelles  j*étais  amené  naturellement  par  l'examen  des  TabUs 
KharismienneSf  composées  chez  les  Arabes  au  ix*  siècle,  dans  le  système  astronomique 
des  Indiens,  ont  clé,  depuis,  pleinement  justifiées,  si  je  ne  m'abuse,  par  la  publica- 
tion du  Traité  d'Astronomie  de  Théon  de  Smyrne.  En  effet,  dans  cet  Ouvrage,  édité 
dans  son  texte  grec,  avec  une  traduction  latine,  par  M.  Th.  H.  Martin,  doyen  de  la 
Faculté  des  Lettres  de  Rennes,  se  trouve  un  passage  où  Théon  dit  que  les  Babyloniens, 
les  Chaldéens  et  les  Égyptiens  avaient  des  Tables  astronomiques,  antérieurement  aux 
Grecs,  et  que  les  Chaldéens  construisaient  leurs  Tables  par  des  calculs  arithmétiques 
et  les  Égyptiens  par  des  procédés  graphiques.  (  Theonis  Smjrrnœi  Platomci  Liber  de 
Astronomia  cum  Sereni  fragmento,  Texlum  primas  edidit,  latine  ver tit,  descriptiotdbus 
geometricis,  dissertatione  et  notis  illustravit  Th.  H,  Martin^  Facultatis  Litterariun  tu 
Academia  Rhedonensi  decanus.  Parisiis,   1849;  in-8*>.  Voir  ^p,  278.) 

M.  Biot  a  fait  mention  de  ce  passage  curieux  dans  une  Notice  intéressante  sur  TOu- 
vrage  de  Théon.  (Voir  Journal  des  Savants,  année  i85o,  p.  197.) 
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II.  —  De  la  Géométrie  au  moyen  âge  et  chez  les  modernes. 

Dans  rétat  actuel  de  nos  connaissances  historiques,  nous  pourrions 
passer  rapidement  de  la  Géométrie  des  Grecs  aux  temps  modernes.  Toute- 
fois, nous  devons  payer  un  juste  tribut  de  reconnaissance  aux  Arabes,  qui, 
après  le  déclin  de  Técole  d'Alexandrie  et  quand  l'Occident  était  plongé  pour 
longtemps  encore  dans  la  barbarie  et  l'ignorance,  ont  recueilli  avec  ardeur 
et  intelligence  les  débris  des  sciences  grecques  et  les  connaissances  orien- 
tales, qu'ils  nous  ont  transmises  vers  le  xii*  siècle.  Leurs  ouvrages  ont  été 
le  modèle  de  tous  les  ouvrages  européens  depuis  cette  époque  et  longtemps 
encore  après  le  xv*  siècle,  qui  marque  la  renaissance  des  lettres  et  de  la 
civilisation  en  Europe. 

Mais  ce  n'est  pas  toujours  dans  leur  état  de  pureté  et  d'abstraction  que 
les  Mathématiques  grecques  nous  ont  été  transmises  par  les  Arabes.  Ceux-ci 
n'avaient  point  recueilli  les  seuls  ouvrages  grecs;  ils  avaient  puisé  à  un 
autre  foyer  de  lumières,  à  la  source  orientale  ;  leurs  connaissances  ont  été 
un  mélange  des  connaissances  grecques  et  des  connaissances  hindoues,  qui 
avaient  leur  caractère  particulier.  Les  Grecs  étaient  surtout  géomètres;  ce 
n'est  que  très  tard  que  l'on  trouve  chez  eux  le  Traité  d'Algèbre  de  Dio- 
pliante.  Leur  Géométrie  était  pure,  sans  mélange  de  calcul,  et  leur  goût 
|K>ur  cette  partie  fondamentale  des  sciences  mathématiques  se  manifeste 
non-seulement  dans  les  ouvrages  d'Euclide,  d'Archimède,  d'Apollonius, 
mais  encore,  comme  je  l'ai  dit  ci-dessus,  dans  leurs  ouvrages  d'Astronomie; 
car  tout  y  est  géométrique,  et  les  Tables  des  mouvements  célestes  ne  sont 
elles-mêmes  que  l'expression  numérique  de  constructions  géométriques. 
Chez  les  Hindous,  au  contraire,  et  chez  les  Persans,  l'Algèbre  parait  être  la 
science  la  plus  cultivée;  les  théories  algébriques  s'y  trouvent  dans  une  per- 
fection surprenante  qui  les  distingue  des  méthodes  de  Diophante;  enfin  le 
génie  du  calcul  se  trouve  même  dans  leur  Géométrie  (*  j,  et  je  crois  pou- 
voir dire  aussi  dans  leur  Astronomie.  Les  Arabes  ont  recueilli  avec  le  même 
soin  et  la  même  avidité  toutes  ces  connaissances  d'origine  différente,  et 
leurs  Ouvrages  ont  porté  l'empreinte  de  ces  éléments  divers,  qui,  en  réa- 
gissant les  uns  sur  les  autres,  enlevaient  aux  différentes  parties  de  la  Science 
leur  pureté  naturelle. 

C'est  dans  cet  état  que  les  Arabes  nous  ont  transmis  leurs  connaissances; 
aussi  ne  trouve-t-on  pas  dans  nos  ouvrages  du  xvi*  siècle  la  distinction 
que  les  Grecs  avaient  établie  entre  les  différentes  parties  des  Mathéma« 


(')  y oiv  Aperçu  historif/itef  elc.f   p.  4i0-î5f^. 

CiiAtLCS.  —  Géom,  sttp,  35 
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tiques;  au  contraire,  toutes  sont  réunies  et  confondues,  péle-mcle  pour  ainsi 
dire,  dans  le  même  livre;  l'Algèbre  en  est  la  partie  principale  et  y  fait  une 
sorte  d'introduction  à  la  Géométrie.  Dans  celle-ci,  la  partie  pratique,  que 
les  Grecs  appelaient  la  Géodésie ,  se  trouve  mêlée  aux  Éléments  et  y  tient 
la  plus  grande  place.  Enfin  les  propositions  de  Géométrie  n*ont  plus  le  ca- 
ractère abstrait  de  la  Géométrie  grecque;  c'est  presque  toujours  sur  des 
données  numériques  qu*elles  sont  démontrées. 

Que  Ton  ne  croie  pas  que  mes  observations  impliquent  ici  la  moindre 
critique  :  les  Arabes  ont  Hiit  ce  que,  dans  leur  brillante  mais  trop  coorte 
carrière  scientifique,  on  pouvait  légitimement  attendre  d'eux,  et  nous 
n'avons  qu'un  regret  à  exprimer  :  c'est  que  leurs  ouvrages  ne  nous  soient 
encore  connus  que  très  imparfaitement.  Au  xti^  siècle,  ce  sont  les  ouvrages 
élémentaires  dans  chaque  partie  que  les  traducteurs  nous  ont  transmis  : 
plusieurs  raisons  expliquent  ce  choix  naturel.  Depuis,  cet  amour  désinté- 
ressé des  sciences  qui  avait  conduit  chez  les  Musulmans  Adelard  de  Bath> 
Rodolphe  de  Bruges,  Gérard  de  Crémone,  Léonard  de  Pise,  s'est  éteint,  et 
les  modernes,  confiants  sans  doute  dans  leurs  propres  forces  et  leurs  grandes 
découvertes,  ont  négligé  d'explorer  les  sources  arabes,  bien  qu'on  pût 
espérer  d'y  trouver  tout  à  la  fois  d'utiles  documents  sur  des  ouvrages  grecs 
qui  ne  nous  sont  point  ])arvenus  et  sur  les  anciennes  connaissances  orien- 
tales, telles  que  l'Astronomie  indienne  et  chaldéenne,  dont  Thistoire  est 
encore  si  obscure.  Il  faut  espérer  que  ces  sources  arabes,  si  riches  et 
aujourd'hui  faciles  à  explorer,  même  sans  aller  au  loin,  ne  tarderont  pas 
a  piquer  vivement  la  curiosité  et  à  exciter  le  zèle  des  érudits  et  des  orien- 
talistes. Déjà  ce  sujet  de  recherches  a  fixé  l'attention  de  M.  le  Ministre  de 
l'Instruction  publique  ;  l'Europe  savante  lui  saura  gré  de  cette  sollicitude 
éclairée. 

A  l'état  de  confusion  qui  caractérise  les  ouvrages  du  xvi*  siècle,  a  bientôt 
succédé  une  rénovation  générale  des  sciences  mathématiques,  qui  leur  a 
donné,  avec  le  caractère  d'abstraction  et  de  généralité  qui  leur  convient, 
des  ressources  puissantes  dont  les  Grecs  n'avaient  point  eu  l'idée.  Viète, 
Descartes  et  Fermât  sont  les  premiers  et  les  principaux  auteurs  de  cette 
grande  révolution. 

L'Algèbre,  avons-nous  dit,  était  foit  cultivée  à  l'imitation  des  Arabes; 
plusieurs  géomètres  italiens,  Scipion  Ferro,  Cardan,  Tartalea,  Ferrari  y 
firent  même  des  progrès  notables  en  résolvant  les  équations  du  troisième  et 
du  quatrième  degré  ;  mais  la  constitution  de  cet  art  le  rendait  peu  suscep- 
tible de  plus  grands  développements  et  d'applications  bien  importmtes.  En 
effet,  les  opérations  alors  ne  s'y  faisaient  que  sur  des  nombres;  l'inconnue 
seule  et  ses  puissances  étaient  représentées  par  des  signes  (des  mots  ou  des 
lettres),  comme  dans  Diophante  et  chez  les  Arabes;  on  ne  figurait  point 
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d'opérations  sur  ces  signes  eux-mêmes  :  le  produit  de  deux  quantités  expri- 
mées par  des  lettres  était  représenté  par  une  troisième  lettre. 

On  conçoit  que  cet  état  restreint  et  d'imperfection  ne  constituait  pas  la 
science  algébrique  de  nos  jours,  dont  la  puissance  réside  dans  ces  combi* 
naisons  des  signes  eux-mêmes,  qui  suppléent  au  raisonnement  d'intuition 
et  conduisent  par  une  voie  mystérieuse  aux  résultats  désirés. 

Ce  fut  Viète  qui  créa  cette  science  des  symboles  et  apprit  à  les  soumettre 
à  toutes  les  Oj^érations  que  l'on  était  accoutumé  d'exécuter  sur  des  nombres. 
C*est  cette  idée  féconde  qui  a  fiiit  de  l'Algèbre  un  instrument  universel  des 
Mathématiques.  Viète  avait  appelé  cette  science,  qu'il  créait,  logistique 
spécieuse  ou  calcul  des  symboles  [species]^  par  opposition  a  la  logistique 
numérique j  et  il  la  regardait  comme  l'introduction  à  Vart  analytique 
des  anciens,  c'est-à-dire  à  Tart  de  résoudre  les  problèmes,  nullum  non 
problema  solvere,  £n  effet,  elle  facilitait  merveilleusement  la  mise  en  pra- 
tique de  la  méthode  analytique  de  Platon ,  puisqu'elle  permettait  de  faire 
indistinctement,  sur  les  quantités  connues  et  inconnues,  les  mêmes  opéra- 
tions arithmétiques,  et  d'introduire  toutes  ces  quantités,  au  même  titre, 
dans  les  équations  et  dans  le  raisonnement  (*). 

Mais,  par  la  raison  que  cette  algèbre  ou  logistique  spécieuse  devenait 
l'instrument  propre  à  la  marche  analytique ,  les  géomètres  ont  fini  par  l'ap- 
peler elle-même  analyse.  Voilà  comment  ce  terme  analyse  a  changé  de 
sens  et  signifie  aujourd'hui  l'emploi  du  calcul  algébrique. 

Par  une  conséquence  naturelle,  et  sans  avoir  égard  à  la  distinction  des 
deux  méthodes  observées  par  les  Grecs,  on  a  appelé  exclusivement  synthèse 
la  Géométrie  cultivée  à  la  manière  des  anciens,  parce  qu'on  y  raisonne 
directement  sur  les  propriétés  des  figures,  sans  faire  usage  des  notations  et 
des  transformations  algébriques. 

Cependant  le  terme  analyse  s'emploie  encore,  en  Mathématiques,  dans 
un  autre  sens,  qui,  tout  en  se  rattachant,  comme  Vanalyse  de  Viète,  à  la 
signification  primitive  de  ce  mot,  est  précisément  l'opposé  de  cette  analyse 
moderne  ou  logistique  spécieuse.  Je  veux  parler  de  l'acception  commune, 
savoir  que  Vanalyse  est  la  résolution  ou  décomposition  d'une  chose  en  ses 
parties  élémentaires  et  constitutives,  opération  qui  implique  un  examen  at- 
tentif de  la  chose  considérée  en  elle-même  et  de  toutes  ses  propriétés  [-]. 


(  '  )  Voir  Comptes  rendus  des  séances  de  l' Acatlénùe  des  Sciences,  t.  XII,  p.  7^  i-7->^Jf  6t 
t.  XIII,  p.  ^^'•-Si\  et  6oi-6-j6;  onuéc  1841. 

(')  «  C'est  dans  l'attention  que  l'on  fait  à  ce  qu'il  y  a  de  connu  dans  la  question 
que  Ton  veut  résoudrci  que  consiste  principalement  ïanaljse,  tout  l'art  étant  de  tirer 
do  cet  examen  beaucoup  de  vérités  qui  nous  puissent  mener  à  la  connaissance  de  ce 
que  nous  cherchons.  ■  (  Arxacld,  Logique  de  Port-Roral.  ) 

36. 
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Prise  dans  cette  acception  générale,  V analyse,  unie  a  la  synthèse,  forme  la 
méthode  de  recherche  et  d'invention  dans  toutes  les  branches  des  connais- 
sances humaines,  en  Mathématiques  comme  dans  les  sciences  physiques  et 
philosophiques. 

Tel  est  le  sens  que  M.  Poinsot,  dont  les  pensées  sont  toujoui^s  d'une  jus- 
tesse et  d'une  lucidité  parfaites,  attache  au  mot  analyse  en  Mathématiques. 
Après  avoir  dit  que  c'est  improprement  qu'on  appelle  analyse  la  méthode 
du  pur  calcul,  ce  célèbre  géomètre  ajoute  :  cr  La  vraie  analyse  est  dans 
Texamen  attentif  du  problème  à  résoudre  et  dans  ces  premiers  raisonne- 
ments qu'on  fait  pour  le  mettre  en  équations.  Transformer  ensuite  ces  équa- 
tions, c'est-à-dire  les  combiner  ensemble,  ou  en  poser  d'autres  évidentes 
que  Ton  combine  avec  elles,  n'est  au  fond  que  de  la  synthèse;  à  moins  que 
l'idée  de  chaque  transformation  ne  nous  soit  donnée  par  quelque  vue  nou- 
velle de  l'esprit  ou  quelque  nouveau  raisonnement,  ce  qui  nous  fait  rentrer 
dans  la  véritable  analyse.  Hors  de  cette  voie  lumineuse  il  n'y  a  donc  plus 
à' analyse,  mais  une  obscure  synthèse  de  formules  algébriques,  que  l'on 
pose,  pour  ainsi  dire,  l'une  sur  l'autre  et  sans  trop  prévoir  ce  que  pourra 
donner  cette  combinaison.  Voilà  les  idées  nettes  qu'il  faut  attacher  aux 
mots ,  et  c'est  au  fond  ce  que  tout  le  monde  paraît  sentir,  puisqu'on  dit 
très-bien  une  heureuse  transformation,  et  qu'on  ne  dit  point  un  heureux 
raisonnement  ni  une  heureuse  analyse  (  ^  ).  » 

Cette  méthode  analytique  est  celle  que  prescrit  Descartes  dans  plusieurs 
passages  de  ses  Œuvres,  comme  quand  il  dit  :  «  Il  faut  ramener  graduel- 
lement les  propositions  embarrassées  et  obscures  à  de  plus  simples,  et  ensuite 
partir  de  l'intuition  de  ces  dernières  pour  arriver,  par  les  mêmes  degrés,  à 
la  connaissance  des  autres  (  '  )  •  » 

(')  Voir  Théorie  nouvelle  de  la  Rotation  des  corps ,  page  lai.  On  lit  encore  dans 
cet  Ouvrage  si  remarquable  : 

«  ...  Ce  n*est  donc  point  dans  le  calcul  que  réside  cet  art  qui  nous  fait  découvrir, 
mais  dans  cette  considération  attentive  des  choses,  où  l'esprit  cherche  avant  tout  à 
s'en  faire  une  idée,  en  essayant,  par  l'analyse  proprement  dite,  de  les  décomposer  en 
d'autres  plus  simples,  afin  de  les  revoir  ensuite  comme  si  elles  étaient  formées  par  la 
réunion  de  ces  choses  simples  dont  il  a  une  pleine  connaissance.  Ce  n'est  pas  que  les 
choses  soient  composées  de  cette  manière,  mais  c'est  notre  seule  manière  de  les  voir,  de 
nous  en  faire  une  idée,  et  partant  de  les  connaître.  Ainsi  notre  vraie  méthode  n'est  que 
cet  heureux  mélange  de  Vanalyse  et  de  la  synthèse,  où  le  calcul  n'est  employé  que  comme 
un  instrument  :  instrument  précieux  et  nécessaire  sans  doute,  parce  qu'il  assure  et 
facilite  notre  marche,  mnis  qui  n'a  par  lui-même  aucune  vertu  propre,  qui  ne  dirige 
point  l'esprit,  mais  que  l'esprit  doit  diriger  comme  tout  autre  instrument.  »  (P.  78.) 

(')  Règles  pour  la  direction  de  l'esprit.  Règle  cinquième. 

Descartes  ajoute  à  l'énoncé  de  cette  règle  des  développements  qui  en  montrent  la 
grande  importance. 

«  C'est  en  ce  seul  point,  dit-il,  que  consiste  la  perfection  delà  méthode,  et  cette 
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Dans  les  ouvrages  des  anciens,  en  général,  les  théorèmes  sont  parfaite- 
ment distincts  et  Fénoncé  de  chacun  précède  sa  démonstration,  de  sorte 
qu*îl  reste  peu  de  traces  de  la  marche  d'invention  que  l'auteur  a  suivie 
dans  la  recherche  et  la  découverte  de  ses  propositions  ;  les  fils  qui  pri- 
mitivement ont  uni  ces  dififérentes  propositions  dans  leur  ordre  naturel 
de  déduction  sont  rompus.  C'est  ainsi  que  sont  composés  les  ouvrages 
d'Euclide,  d'Archimède,  d' Apollonius  et,  chez  les  modernes,  le  grand 
ouvrage  des  Principes  de  Newton.  Par  cette  raison,  on  a  pensé  parfois 
que  ce  mode  d'exposition  était  plus  conforme  à  Tesprit  de  la  méthode  syn^ 
thétique,  qu'il  la  constituait  même,  et  Ton  en  a  conclu  réciproquement  qu'un 
ouvrage  gù  les  propositions  sont  exposées  suivant  l'ordre  des  déductions 
rationnelles  qui  y  ont  conduit  Tautcur  n'est  pas  synthétique ^  mais  bien  ana- 
lytique (*). 

On  peut  dire  que  l'ouvrage  est  analytique,  en  donnant  à  ce  mot  sa  signi- 
fication commune;  mais  il  est  essentiellement  synthétique  aussi,  puisque 
c'est  par  la  combinaison  de  propositions  déjà  connues  qu'on  arrive  succes- 
sivement à  des  propositions  nouvelles. 

L'équivoque  qui  peut  résulter  de  ces  acceptions  diverses  des  termes 
synthèse  et  analyse,  en  Mathématiques,  cause  souvent  de  l'embarras  et  de 
l'obscurité  dans  le  langage.  Il  est  à  regretter  que  l'expression  de  logistique, 
employée  si  convenablement  par  Yiète  et  longtemps  après  lui,  n'ait  pas  été 
conservée. 

Il  n'est  nullement  besoin  de  dire  qu'il  ne  faut  pas  confondre  V Analyse 
géométrique  des  anciens  avec  la  Géométrie  analytique  des  modernes;  la 
première  est  précisément  ce  que  l'on  appelle  aujourd'hui  synthèse,  par  op- 
position à  la  Géométrie  analytique. 

Cette  Géométrie  analytique,  dont  il  n'existe  point  de  traces  chez  les  an- 


règle  doit  être  gardée  par  celui  qui  veut  entrer  dans  la  Science,  aussi  fidèlement  que 
le  fil  de  Thésée  par  celui  qui  youdrait  pénétrer  dans  le  labyrinthe.  Mais  beaucoup 
de  gens  ou  ne  réfiéchibscnt  pas  b  ce  qu'elle  enseigne,  ou  l'ignorent  complètement,  ou 
présument  qu'ils  n'en  ont  pas  besoin;  et  souvent  ils  examinent  les  questions  les  plus 
difficiles  avec  si  peu  d'ordre,  qu'ils  ressemblent  à  celui  qui  d'un  saut  voudrait  atteindre 
le  faite  d'un  édifice  élevé,  soit  en  négligeant  les  degrés  qui  y  conduisent,  soit  en  ne 
s*aperceyant  pas  qu'ils  existent.  Ainsi  font  tous  les  astrologues,  qui,  sans  connaître 
la  nature  des  astres,  sans  même  en  avoir  soigneusement  observé  les  mouvementa, 
espèrent  pouvoir  en  déterminer  les  eflcts.  Ainsi  font  beaucoup  de  gens  qui  étudient 
la  Mécanique  sans  savoir  la  Physique  et  fabriquent  au  hasard  de  nouveaux  moteurs  ; 
et  la  plupart  des  philosophes,  qui,  négligeant  Texpérionce,  croient  que  la  vérité 
sortira  de  leur  cerveau  comme  Minerve  du  front  de  Jupiter.  • 

(*)  CioczAs:  «  On  a  donné  le  nom  de  méthode  analytique  à  celle  qui  suit,  en  ensei- 
gnant, l'ordre  même  de  l'inventioD;  et  la  méthode  opposée  a  reçu  celui  de  synthé- 
tique. » 
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ciens,  est  la  grande  conception  de  Descartes;  elle  a  bientôt  changé  la  fiice 
des  Sciences  mathématiques  et  peut  être  regardée  encore  aujourd'hui 
comme  Tinvention  qui  a  le  plus  contribué  à  leurs  progrès.  C'est  l'art  de 
représenter  les  lignes  et  les  surfaces  courbes  par  des  équations  algébriques  : 
application  magnifique  de  l'instrument  analytique  que  Viète  venait  de  créer, 
et  qui  ne  doit  pas  être  confondue  avec  le  simple  usage  de  TAlgèbre  dans 
quelques  questions  de  Géométrie. 

Descartes  intitula  simplement  La  Géométrie  le  Livre  où  il  exposa  cette 
grande  idée,  dont  il  montra  succinctement  et  avec  clarté  les  conséquences. 

Dans  le  développement  de  cette  méthode  se  trouvent  plusieurs  inventions 
algébriques,  telles  que  la  méthode  si  féconde  des  coefficients  indéterminés 
et  cette  célèbre  règle  des  signes  de  Descartes ,  ainsi  qu^on  l'appelle.  Dans 
les  inventions  géométriques,  on  distingue  le  problème  de  mener  les  tan* 
gentes  à  toutes  les  courbes  géométriques.  Les  anciens  n'avaient  mené  les 
tangentes  qu'à  quelques  courbes  et,  pour  chacune,  par  des  considérations 
particulières  qui  ne  (pouvaient  faire  naître  Tidée  d'une  solution  générale 
applicable  à  toutes  les  courbes.  Descartes  donna  de  deux  manières  cette 
solution  générale,  du  moins  pour  les  courbes  qu'il  considérait  dans  sa  Géo- 
métrie, celles  qu'on  appelle  indistinctement  courbes  géométriques  ou  algé- 
briques. 

Les  tangentes  forment  l'élément  dont  la  connaissance  est  le  plus  indis- 
pensable dans  la  théorie  des  courbes  et  celui  qui  devait  conduire  au  calcul 
infinitésimal.  Aussi  Descartes,  inspiré  par  son  sens  profondément  mathé- 
matique, dit,  dans  un  passage  de  ses  Lettres,  que  c'est  le  problème  «  qu'il  a 
le  plus  désiré  de  connaître  ». 

On  sait  que  la  Géométrie^  le  Traité  des  météores  et  la  Diop trique  pa- 
rurent ensemble,  en  1637,  à  la  suite  du  Discours  de  la  méthode ^  et  comme 
simples  essais  des  règles  que  le  grand  philosophe  venait  de  donner  pour  la 
recherche  de  la  vérité. 

Dans  le  même  temps,  Fermât,  l'un  des  plus  puissants  génies  que  nous 
présente  l'histoire  des  productions  de  l'esprit  humain,  résolut  aussi  le  pro- 
blème général  des  tangentes.  Sa  solution,  dont  le  principe  s'étend  aux 
courbes  mécaniques  ou  transcendantes  comme  aux  courbes  géométriques 
de  Descartes,  reposait  sur  des  considérations  originales  qui  impliquaient  le 
calcul  de  l'infini ,  et  que  les  géomètres  les  plus  illustres,  d'Alembert, 
Lagrange,  Laplace,  Fourier  (*),  ont  regardées  comme  la  véritable  origine 
des  méthodes  infinitésimales,  qui,  un  demi-siècle  plus  tard,  dans  les  mains 
de  Leibnitz  et  de  Newton,  ont  complété  la  grande  œuvre  de  Descartes  (*). 


(')  Voir  J perçu  historique^  p.  63. 

(')  On  peut  dire  que  Leibnitz  lui-même  n'eût  point  contredit  ce  jugement,  car  on  lit. 
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Fermât  cultiva  aussi  V analyse  géométrique  et  laissa,  entre  autres,  un 
livre  des  Lieux  plans,  à  l'instar  d'Apollonius,  un  Traite  du  Contact  des 
sphères,  une  courte  Notice  sur  les  Porlsmes,  dont  il  promettait  de  rétablir 
Li  doctrine.  Malheureusement,  Fermât  se  bornait  a  communiquer  à  ses  amis 
ses  découvertes,  sans  vouloir  les  publier,  et  elles  ne  nous  sont  point  toutes 
parvenues.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  de  parler  de  ses  admirables  recherches 
sur  la  théorie  des  nombres,  qui  ont  occupé  depuis  les  plus  grands  géo- 
mètres. 

Roberval,  le  rival  de  Descartes  et  l'émule  de  Fermât  en  plusieurs  points, 
donna  aussi  une  méthode  générale  des  tangentes,  fondée  sur  la  composition 
des  mouvements  :  principe  excellent,  mais  dont  l'application  n'était  point 
aussi  commune  que  celle  des  méthodes  de  Descartes  et  de  Fermât,  parce 
que  la  manière  dont  on  considère,  en  général,  la  génération  des  courbes  ne 
s'y  prétait  pas.  Roberval  donna,  sous  le  titre  de  Traité  des  Indivisibles^ 
une  méthode  générale  pour  le  calcul  des  grandeurs  curvilignes,  la  détermi* 
nation  des  centres  de  gravité,  etc.,  méthode  qu'il  dit  avoir  puisée  dans  une 
lecture  attentive  des  œuvres  d'Archimède  et  qui  était  un  acheminement 
naturel  vers  les  nouveaux  calculs.  Car,  il  faut  le  remarquer,  la  métaphy- 
sique de  ces  méthodes  de  transition  était  la  même  que  dans  les  méthodes 
infinitésimales  proprement  dites;  le  grand  avantage  de  celles-ci  fut  dans 
l'algorithme  imaginé  par  Leibnitz.  Roberval,  ayant  tardé  à  publier  sa  mé- 
thode, dont  il  faisiiit  usage  en  secret  dans  les  luttes  difficiles  et  passionnées 
où  il  se  trouvait  engagé,  se  laissa  devancer  par  Oivalieri,  dont  la  Méthode 
des  Indivisibles  eut  une  grande  célébrité  et  d'illustres  sectateurs,  Pascal, 
Torricelli,  Schoolen,  etc. 

On  a  de  Cavalieri  divers  autres  ouvrages,  notamment  ses  Exercitationes 
gcometricœ,  en  six  livres,  dont  le  dernier  contient  de  nombreuses  ques- 


dans  une  de  ses  Lettres  à  Wallts,  ce  passage  où  respire  la  sincérité  qui  conrenait  à  son 
l^rand  esprit,  à  sa  noble  intolliconcc  :  Quod  Calculum  differentialem  attinety  fateormuîta 
eiesse  communia  cum  iisquœet  Tibi  etYiLKVLKtiO  alii5que,imojam  ipsi  Archimedi erant 
explorata  ;  forUiise  tamen  res  mutto  longius  nunc  provecta  est,  ut  j'am  ejffici  possint 
quit  Ofttea  etiam  summis  Geometris  clausavidebeintur,  Huij'euio  ipso  id  agnoscente  (*). 
—  IVallis  lui  répond  :  Quod  tuus  Calcuius  differentialis  multa  hahrt  cum  aliorum  sentis 
communia,  etiam  ipsius  Archimedis;  tu  {pro  candore  tuo)  libère profiteris  :  non  tamen 
est  inde  minus  cestimandus,  Nam  multa  sunt,  quorum  prima  fundamenta  fuerint  Yete- 
ribus  non  ignota;  ita  tamen  intrieata  et  difficultatis  plena,  ut  sint  ea  (^nostra  tetate) 
reddita  multo  dilucidiora  et  usibus  aptiora  (**). 

(  *  )  WallU.  Opéra  mathematicay  t.  III,  p.  Gga.  On  Toit,  par  re«  parole»,  que  Lelbnlli  reconnalMait, 
•rec  une  noble  »inrérilc,  ce  qu'il  pouralt  deToIr  à  ms  deTanrien  et  a  ses  contemporains,  de  même  qo  11 
•Tait  su  gre  à  ilayfrenf  et  à  Nenton  d*arolr  cité  ses  propres  découvertes,  ainsi  qu'il  le  rappelle  lui-même 
dans  un  antre  pasHa^e  de  ses  fHIuTres,  en  ajoutant  cette  réOexlon  :  Ita  quanta  quisque  est  doctrinaexce/- 
Untior,  tanto  plus  sinveritatis  atque  humanitatis  ostendit .  (Leibnilil  Opéra  ommia,  t.  V,  p.  89.) 

(  ••)  Walll»,   Opéra,  etc.,  t.  UI.  p.  6W. 
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tions  sur  cette  autre  partie  de  la  Géométrie  que  nous  avons  appelée  VAna- 
Ijrse  géométrique  des  anciens. 

Pascal,  dont  le  génie  géométrique  est  proverbial,  enrichit,  dans  sa  trop 
courte  carrière,  toutes  les  parties  des  Mathématiques.  La  |)énétration  avec 
laquelle  il  appliqua  la  méthode  des  indivisibles  aux  questions  les  plus  diffi- 
ciles le  fit  toucher  de  près  au  Cilcul  intégral.  Il  sut  découvrir  de  nom- 
breuses propriétés  de  la  cyclolde,  cette  courbe  merveilleuse  qui  occupait 
alors  tous  les  esprits. 

Sa  supériorité  ne  fut  pas  moindre  dans  cette  autre  partie  qu'on  pourrait 
appeler  la  Géométrie  d' Apollonius,  La  généralité  de  vues  qu'il  y  apportait 
ne  se  trouvait  encore  que  dans  les  conceptions  analytiques  de  Yiète  et  de 
Descartes,  dont  il  n'eut  pas  besoin  de  se  servir. 

Malheureusement  il  ne  nous  reste  que  quelques  indications  bien  restreintes 
sur  cette  partie  de  ses  travaux. 

Le  plus  important,  celui  qui  du  moins  a  eu  le  plus  de  retentissement^ 
fut  son  Traité  des  Coniques,  dans  lequel  il  avait  suivi  une  méthode  nou- 
vellci  d'une  facilité  et  d'une  fécondité  alors  inconnues,  et  telles,  comme 
nous  l'apprend  le  P.  Mersenne,  qu'un  seul  théorème  se  prêtait  à  quatre 
cents  corollaires. 

Cet  ouvrage  et  ceux  de  Desargues,  qui  l'ont  précédé  de  très-peu  de  temps, 
donnaient  à  l'Analyse  géométrique  des  anciens  une  marche  plus  rapide  et 
plus  hardie;  ils  marquent  l'origine  d'une  partie  de  nos  méthodes  du 
XIX*  siècle  :  je  vais  donc  m'y  arrêter  quelques  instants. 

Les  anciens  avaient  considéré  les  sections  coniques  dans  le  cône  ou  dans 
le  solide,  suivant  leur  expression,  c'est-à-dire  qu'ils  avaient  connu  ces 
courbes  en  coupant  par  un  plan  un  cône  à  base  circulaire.  Des  propriétés 
du  cercle  qui  forme  cette  base  ils  avaient  conclu  une  propriété  des  sections 
coniques,  savoir  que  l'ordonnée  est  moyenne  proportionnelle  entre  l'ab- 
scisse comptée  à  partir  d'un  sommet  de  la  courbe  et  l'ordonnée  d'une  cer- 
taine droite  fixe  menée  par  l'autre  sommet.  De  cette  relation,  peu  différente 
de  celle  que  nous  appelons,  en  Géométrie  analytique,  Y  équation  de  la 
courbe,  ils  déduisaient,  par  la  seule  force  du  raisonnement,  les  propriétés 
des  sections  coniques,  sans  se  servir  davantage  du  cône  dans  lequel  ils 
avaient  d'abord  considéré  ces  courbes. 

Desargues,  géomètre  actif  et  pénétrant,  qui  cultivait  toutes  les  parties  des 
Sciences  et  y  apportait  un  esprit  de  généralisation  rare,  conçut  l'idée  d'ap- 
pliquer aux  coniques  les  propriétés  mêmes  du  cercle  qui  sei*vait  de  base  au 
cône,  et  de  simplifier  par  là  la  recherche  et  la  démonstration  de  ces  pro-> 
priétés,  souvent  pénibles  dans  Pouvrage  d'Apollonius.  Il  reconnut  aussi  que 
par  ce  moyen  les  démonstrations  relatives  à  l'une  des  trois  courbes  s'ap- 
pliquent d'elles-mêmes  aux  deux  autres,  malgré  leurs  différences  de  figures  : 
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idée  profonde  et  heureuse,  car  les  anciens  distinguaient  essentiellement  les 
trois  courbes  et  employaient  des  démonstrations  dilTeVen tes.  Enfin  il  décou- 
vrit, entre  autres,  une  belle  et  féconde  propriété  de  ces  courbes,  celle  qu'il 
appela  Involution  de  si jc points,  proposition  susceptible  de  prendre  un  grand 
développement  dans  certaines  théories  de  la  Géométrie  moderne. 

Cest  la  méthode  de  Desargues  que  Pascal  a  suivie  dans  plusieurs  de  ses 
recherches,  notamment  dans  son  Traité  des  Coniques,  Il  ne  nous  est  par- 
venu, de  ce  célèbre  Traité,  qu'une  notice  très-succincte  de  Leibnitz,  qui 
nous  fait  connaître  les  titres  des  six  parties  qui  le  composaient.  Mais  cet 
ouvrage  avait  été  précédé  d'un  premier  jet,  sous  le  titre  d^  Essai  pour  les 
coniques,  qui  fait  partie  des  deux  volumes  consacrés,  dans  l'édition  de 
Bossut,  aux  recherches  mathématiques  de  Pascal.  C'est  dans  cet  Essai  que 
se  trouve  le  fameux  théorème  sur  l'hexagone  inscrit,  que  Pascal  appelait 
hexagramme  mystique.  Ce  théorème  exprime  une  propriété  simple  et  fort 
belle  de  six  points  quelconques  pris  sur  une  conique.  Cinq  points  sufHsent 
pour  déterminer  la  courbe  :  on  conçoit  dès  lors  que  celte  propriété,  relative 
à  un  sixième  point,  servait  à  décrire  la  courbe  et  la  définissait  complète- 
ment, qu'elle  devait  donc  avoir  des  conséquences  innombrables  comme 
Véquation  dans  le  système  de  Descartes. 

Dans  cet  opuscule,  Pascal  reconn«iit  ce  qu'il  doit  à  Desargues  ;  il  dit,  au 
sujet  du  théorème  de  l'involution  de  six  points  :  «  Nous  démontrerons  la 
propriété  suivante,  dont  le  premier  inventeur  est  M.  Desargues,  Lyonnais, 
un  des  grands  esprits  de  ce  temps  et  des  plus  versés  aux  Mathématiques,  et 
entre  antres  aux  coniques,  dont  les  écrits  sur  cette  matière,  quoique  en 
petit  nombre,  en  ont  donné  un  ample  témoignage  à  ceux  qui  auront  voulu 
en  recevoir  l'intelligence.  Je  veux  bien  avouer  que  je  dois  le  peu  que  j'ai 
trouvé  sur  cette  matière  à  ses  écrits  et  que  j'ai  taché  d*imiter,  autant  qu'il 
m'a  été  possible,  sa  méthode  sur  ce  sujet....  La  propriété  merveilleuse 
dont  est  question  est  telle....  » 

De&'irgues  ne  se  borna  pas  aux  spéculations  des  Mathématiques  pures;  il 
traita  de  leurs  applications  aux  arts.  Il  écrivit  sur  la  perspective,  la  gno- 
nionique  et  la  coupe  des  pierres;  et,  en  apportant  dans  toutes  ces  parties 
la  même  supériorité  de  vues  et  les  mêmes  principes  de  généralisation,  il  les 
traita  par  des  méthodes  rigoureuses  et  mathématiques.  C'était  une  innova- 
tion véritable ,  car  une  partie  des  règles  ou  des  pratiques  que  Ton  suivait 
dans  ces  arts  étaient  sans  base  réelle  et  souvent  fautives.  Aussi  Desargues 
eut  de  nombreux  détracteurs;  la  routine  et  l'ignorance  disputèrent  le  ter- 
rain pied  à  pied,  et  il  fut  enjoint  au  célèbre  graveur  Bosse  de  cesser  d'en- 
seigner les  pratiques  de  la  perspective  du  sieur  Desargues  dans  ses  leçons 
à  l'Académie  de  peinture.  Pour  la  coupe  des  pierres,  Desargues  ofirit  de 
défendre  la  bonté  de  ses  méthodes  contre  les  attaques  de  l'architecte  Cura- 
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belle  par  un  pari  de  looooo  livres  :  le  défi  fut  accepté  pour  loo  pistoles; 
mais  il  n'eut  pas  de  suite,  parce  qu'on  ne  put  s'entendre  sur  le  choix  des 
juges  du  débat.  «  Desargues,  nous  apprend  Curabelle,  voulait  s'en  rap- 
porter au  dire  d'excellents  géomètres  et  autres  personnes  savantes  et  désin- 
téressées, et,  en  tant  qu'il  serait  de  besoin  aussi,  des  jurés-maçons  de  Paris  : 
ce  qui  fait  voir  évidemment,  ajoute  Curabelle,  que  ledit  Desargues  n'a 
aucune  vérité  à  déduire  qui  soit  soutenable,  puisqu'il  ne  veut  pas  des  yrais 
experts  pour  les  matières  en  conteste;  il  ne  demande  que  des  gens  de  sa 
cabale,  comme  des  purs  géomètres,  lesquels  n'ont  jamais  eu  aucune  expé- 
rience des  règles  des  pratiques  en  question,  et  notamment  de  la  coupe  des 
])ierres  en  l'architecture,  qui  est  la  plus  grande  partie  des  œuvres  de  ques- 
tion, et  partant  ils  ne  peuvent  parler  des  subjections  que  les  divers  cas  en- 
seignent.... » 

J'ai  cité  ces  détails,  que  j'extrais  d*une  brochure  rare  et  peu  connue,  de 
Curabelle,  parce  que  rien  ne  pourrait  mieux  faire  apprécier  quel  était  l'état 
des  arts  de  construction  il  y  a  deux  siècles,  et  qu'ils  prouvent  bien  que  ce 
fut  Desargues  qui  eut  le  mérite  d'introduire,  notamment  dans  la  coupe  des 
pierres,  les  principes  rigoureux  de  la  Géométrie  à  la  place  des  pratiques 
empiriques  qu'on  y  suivait  alors. 

Desargues,  malgré  divers  passages  des  Lettres  de  Descartes  et  de  Fermât, 
qui  s'accordent  à  le  montrer  comme  un  géomètre  d'un  mérite  rare  (  ^)»  a 
été  fort  négligé  par  les  biographes  et  les  historiens  des  Mathématiques. 
M.  Poncelet,  en  signalant  le  premier  l'esprit  généralisa teur  qui  domine  dans 
toutes  ses  recherches  et  les  services  dont  les  méthodes  de  la  Géométrie 
moderne  et  les  arts  de  construction  lui  sont  redevables.  Fa  appelé  le  Monge 
de  son  siècle  (  *  ) .  Nous  partageons  pleinement  l'opinion  de  ce  juge  si  compé- 
tent [»). 


(')  Voir  Aperçu  historique,  clc,  p.  74*88  et  33i-334* 

(')  Traité  des  propriétés  projectiles  desjigures^  Introduction,  p.  nxxviii. 

(')  L'écrit  de  Curabelle,  dont  nous  avons  extrait  quelques  détails  ci-dessus,  est  in- 
titulé :  Faiblesse  pitoyable  du  S*  G,  Desargues  emplojée  contre  l'ETomen  fait  de  ses 
OEuvres,  par  I.  Curabelle.  Imprimé  à  Paris,  ce  16  juin  164  V»  9  pages  iu->4*'* 

Cet  écrit  faisait  suite,  comme  le  titre  l'indique,  à  une  publication  du  même  Cora- 
belle,  intitulée  Examen  des  OEuvres  du  S*  Desargues,  par  I.  Curabelle  ;  à  Paris,  i644i 
81  pages  in-4°»  lequel  Examen  se  rapporte  aux  écrits  de  Desargues  sur  la  coupe  des 
pierres,  la  perspective  et  les  quadrants.  L'auteur,  quoique  juge  peu  compétent  en  fait 
de  questions  mathématiques,  ne  manquait  pas  cependant  d'instruction  à  d'autres 
égards. 

Un  examen  critique  du  Livre  des  quadrants  avait  déjà  paru  en  1641.  L'auteur,  prati- 
cien, probablement,  comme  Curabelle,  compare  Desargues  à  ces  ^  demi^savantSy  pro^ 
i'inciaux,  contemplatif  s  f  non  praticiens  et  peu  communicables  ». 

Si  l'on  considère  qu'au  contraire  Descartes,  Format,  Pascal  s'accordaient  à  regarder 
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Je  suis  oblige  de  passer  ici  sous  silence  les  travaux  de  divers  géomètres 
qui  tiennent  une  place  distinguée  dans  Thistoire  de  la  Science;  car  ce 
XVII*  siècle  a  été  peut-être  le  plus  fécond  en  mathématiciens,  et,  bien  que 
l'Analyse  de  Yiète  et  la  Géométrie  de  Descartes  aient  enlevé  de  nombreux 
disciples  aux  anciennes  méthodes,  ce  siècle  marque  une  époque  des  plus 
glorieuses  pour  cette  partie  même  des  Mathématiques. 

Il  me  suffira  de  citer  Kepler,  Huygens  et  Newton,  dont  les  travaux  ad- 
mirables ont  élevé  le  plus  bel  édifice  dont  s'honore  Pesprit  humain. 

Kepler  donna  une  extension  considérable  aux  belles  spéculations  d'Ardu- 
mède  en  calculant  les  volumes  d*un  grand  nombre  de  solides  dont  les  sphé- 
roïdes et  les  conoldes  du  géomètre  grec  n'étaient  que  des  cas  particuliers. 
Sa  méthode,  fondée  sur  Tidée  de  Tinfini,  ouvrait  un  nouveau  champ  de 
recherches  et  conduisit  bientôt  à  celle  des  indivisibles. 

Avec  les  seules  ressources  mathématiques  dont  se  servait  Ptolémée,  et  à 
force  de  méditations  et  de  calculs  longtemps  infructueux,  Kepler  parvint  à 
la  connaissance  des  vériLibles  lois  du  mouvement  des  corps  célestes,  décou- 
vertes sublimes  qui  inspirent  pour  le  génie  de  Fauteur  une  admiration  égale 
à  rétendue  de  leurs  conséquences. 

Huygens,  quoiqu'il  sût  à  fond  la  méthode  de  Descartes,  resta  fidèle  à 
celle  des  anciens,  où  son  génie  sut  triompher  des  plus  grandes  difficultés, 
et,  parfois  même,  de  celles  que  Leibnitz  et  Jacques  Bernoulli  avaient  pu 
croire  être  réservées  aux  méthodes  infinitésimales. 

Aussi  Newton,  qui  lui  donnait  le  surnom  de  grand,  le  procLimait  «  le 
plus  excellent  imitateur  des  anciens,  admirables,  suivant  lui,  par  leur  goût 
et  par  la  forme  de  leurs  démonstrations  » .  Le  sentiment  de  Leibnitz,  exprimé 
dans  plusieurs  passages  de  ses  œuvres,  n'est  pas  moins  explicite.  Qu'il  nous 
suffise  de  citer  ces  simples  paroles  :  Htigenius  nuUi  mathematicorum  nostri 
sœeuii  secundus..,. 

Nous  ne  rappellerons  pas  ici  tous  les  résultats  importants  qu'on  doit  à  la 
sagacité  d'Huygens;  ils  s'étendent  sur  toutes  les  parties  des  Mathématiques 
et  sur  les  sciences  naturelles  qui  en  dépendent  :  la  Physique,  l'Astronomie, 
la  Mécanique.  Bornons-nous  à  rappeler  que,  dans  le  seul  Traité  De  horologio 
oscillatorio,  composé  par  Huygens  quand  il  résidait  en  France,  se  trouvent 
cette  théorie  des  développées.  Tune  des  plus  belles  découvertes  de  la  Géo- 
métrie moderne,  et  les  lois  de  la  force  centrifuge,  deux  choses  dont  la  con- 


Detargues  comme  un  géomètre  d'un  esprit  original  et  d'un  vrai  mérite,  et  qu'aujour- 
d'hui la  valeur  des  pratiques  que  lui  indiquait  la  vraie  théorie  est  incontestée,  on 
comprendra  jusqu'à  quel  point  peuvent  dilTérer,  dans  leurs  jugements  sur  les  choses 
qui  tiennent  à  la  Science,  ceux  qui  l'ont  étudiée  au  point  de  vue  de  ses  applications 
pratiques,  et  ceux  qui  la  cultivent  et  en  ont  une  connaissance  approfondie. 
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naissance  était  nécessaire  a  Newton  pour  entreprendre  son  grand  Ouvrage 
des  Principes  mathématiques  de  la  philosophie  naturelle. 

C'est  dans  ce  Livre  impérissable  que  Newton  a  posé  le  princi|)e  de  la 
gravitation  universelle,  qui  comprend  dans  ses  conséquences  les  lois  de 
Kepler  et  toute  la  dynamique  des  corps  célestes. 

Toutefois,  quelque  éclat  que  cette  grande  découverte  ait  répandu  dans 
le  monde  sur  le  nom  de  Newton,  ce  n'est  pas  cette  découverte  elle-même 
que  les  géomètres  ont  le  plus  admirée,  et  qui  atteste  le  plus  le  génie  mathé- 
matique de  l'auteur.  L'idée  d'une  attraction  mutuelle  des  corps  était  alors 
dans  tous  les  esprits  ;  Kepler,  Bacon,  Fermât,  Roberval,  Hevelius,  Hook 
l'avaient  émise  et  en  avaient  entrevu  les  conséquences.  La  loi  relative  aux 
distances  était  inconnue,  il  est  vrai,  et  fut  la  première  découverte  de  Newton; 
mais  elle  ne  pouvait  rester  longtemps  cachée.  Aussi,  ce  qu'il  y  a  de  plus 
digne  d'admiration  dans  Newton  et  ce  qui  eût  pu  rester  longtemps  à  faire 
dans  d'autres  mains,  ce  sont  les  développements  mathématiques  qu*il  a  su 
donner  h.  ce  principe  pour  en  tirer  la  connaissance  des  lois  dynamiques  et 
géométriques  du  mouvement  des  corps  célestes  ;  son  plus  beau  titre  de  gloire, 
c'est  d'avoir  élevé  ce  beau  monument  de  son  génie  par  les  méthodes  et 
avec  les  seules  ressources  de  la  Géométrie  des  anciens. 

Ptolémée,  avons-nous  dit,  avait  fondé  une  théorie  astronomique  sur  le 
principe  unique  de  mouvements  circulaires  et  uniformes,  mais  sans  faire 
acception  des  causes  de  ces  mouvements  ou  des  forces  qui  les  produisent. 

L'Ouvrage  de  Newton  était  fondé  aussi  sur  un  principe  unique,  mais  ce 
principe  était  vrai  et  fécond  ;  il  comprenait  tout.  Les  conséquences  qu'il 
s'agissait  d'en  tirer  embrassaient  et  les  mouvements  des  corps  célestes  et  les 
forces  qui  les  animent. 

Toutefois,  le  Livre  de  Newton  et  l'Almageste  ont  quelque  chose  de  com- 
mun :  c'est  la  méthode,  qui  est  la  même  dans  les  deux  ouvrages,  car  Newton, 
malgré  ses  brillantes  découvertes  dans  les  nouveaux  calculs,  avait  conservé 
une  telle  estime  pour  la  Géométrie  des  anciens,  qu'il  la  suivit  dans  tout  le 
cours  de  son  grand  ouvrage,  opposant  ainsi  aux  futurs  incrédules  des 
preuves  incontestables  des  ressources  que  cette  Géométrie  pouvait  offrir 
dans  les  spéculations  les  plus  relevées.  On  peut  croire  que  Newton  eût  craint 
de  rester  au-dessous  d'Huygens,  dont  il  admirait  tant  le  génie  géométrique, 
s'il  n'eût  pas  montré  qu'il  savait,  comme  lui,  se  servir  de  cette  méthode 
naturelle  et  lumineuse  des  Mathématiques  anciennes  (*]. 

Non-seulement  le  Livre  des  Principes  atteste  toute  l'estime  de  Newton 
pour  cette  méthode,  mais  l'illustre  auteur  ne  négligeait  aucune  occasion  de 

(')  Cette  réflcxioa  a  été  faite  par  M.  le  baron  Maurice,  dans  une  excellente  Notice 
sur  la  Tie  et  les  travaux  d'Huygens. 
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manifester  à  ce  sujet  ses  sentiments.  Pemberton,  qui  vécut  dans  son  inti- 
mité, nous  rapporte  qu'il  se  reprochait  de  n'avoir  point  encore  assez  cultivé 
cette  Géométrie  de  l'école  grecque  ;  qu'il  approuvait  l'entreprise  de  Hugue 
de  Omérique  de  rétablir  l'ancienne  analyse,  et  qu'on  l'entendait  souvent 
faire  de  grands  éloges  du  Traité  De  sectione  rationis,  qui,  suivant  lui,  déve- 
loppait mieux  la  nature  de  cette  analyse  qu'aucun  autre  ouvrage  de  l'an- 
tiquité. 

On  ne  peut  parler  du  goût  de  Newton  pour  la  Géométrie  des  anciens 
sans  nommer  aussitôt  Ilalley  et  Maclaurin,  promoteurf  én.inents  de  ces 
belles  méthodes.  Halley,  qui  joignait  à  la  science  et  à  l'haoileté  du  grand 
astronome  une  érudition  profonde  et  la  connaissance  des  '  Mathématiques 
anciennes,  contribua  puissamment  à  en  répandre  le  goût  et  à  en  montrer 
Tusage  par  la  reproduction,  dans  de  magnifiques  éditions  grecques  et  la- 
tines, des  ouvrages  anciens,  et  par  ses  propres  travaux. 

Il  suffit,  pour  apprécier  l'enthousiasme  que  lui  inspirait  la  beauté  de  ces 
méthodes  et  la  foi  qu'il  avait  dans  leur  puissance  et  leur  utilité,  de  se  sou- 
venir que  son  désir  ardent  de  connaître  le  Traité  de  la  Section  de  raison, 
qu'il  venait  de  découvrir  dans  les  manuscrits  de  la  bibliothèque  Bodléienne, 
le  porta  aussitôt,  malgré  ses  grandes  occupations  astronomiques,  à  étudier 
Tarabe  pour  traduire  et  commenter  bientôt  le  livre  précieux  qui  lui  a  dû  le 
jour  chez  les  modernes.  C'est  aussi  après  une  révision  sur  un  texte  hébreu 
qu'il  donna  une  nouvelle  édition  des  Sphériques  de  Ménélaus. 

Les  recherches  originales  du  grand  astronome  ;  sa  méthode  pour  calculer 
les  éléments  paraboliques  des  comètes,  méthode  dont  l'heureux  usage  lui 
permit  de  prédire  pour  la  première  fois  le  retour  d'un  de  ces  astres  errants, 
et  de  les  rattacher  comme  les  planètes  à  notre  système  solaire  ;  le  procédé 
qu'il  indiqua  pour  faire  servir  les  passages  de  Vénus  à  une  détermination 
de  la  parallaxe  du  Soleil,  plus  exacte  et  plus  sûre  que  celles  qu'on  avait  ob- 
tenues jusqu'alors;  ces  recherches,  dis-je,  offrent,  ainsi  que  le  grand  ouvrage 
de  Newton,  la  preuve  manifeste  des  ressources  que  renferment  les  méthodes 
de  la  pure  Géométrie.  Elles  démontrent  l'erreur  où  l'on  est  tombé  quand, 
l'imagination  remplie  des  merveilleux  résultats  de  l'Analyse  dans  ses  pre- 
miers développements,  on  a  pensé  que  ces  méthodes  avaient  peu  de  portée 
et  qu'elles  n'avaient  plus  de  valeur  que  comme  aliment  offert  à  la  curiosité 
et  à  l'esprit  inquiet  de  l'antiquaire  et  de  l'érudit.  Nos  spéculations  actuelles 
seraient-elles  d'un  ordre  plus  relevé  que  celles  de  Kepler,  de  Huygens,  de 
Newton,  de  Halley?  Personne  ne  le  dira.  Il  faut  donc  croire  que  la  Géo- 
métrie, considérée  dans  ses  développements  et  ses  applications,  sera,  dans 
tous  les  temps,  un  noble  et  utile  exercice  de  l'esprit. 

Ah!  combien  est  juste  cette  réflexion  d'un  homme  émincnt  dont  les  ta- 
lents ont  su  faire  servir  tout  à  la  fois  les  armes  et  les  sciences  h  In  gloire  et 
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SI  la  défense  de  la  patrie  :  «  Lorsqu'on  pense  que  c'est  cette  Géométrie 
qui  fut  si  féconde  entre  les  mains  des  Archimède,  des  Hipparque,  des 
Apollonius  ;  que  c'est  la  seule  qui  fut  connue  des  N'eper,  des  Viète,  des 
Fermât,  des  Descartes,  des  Galilée,  des  Pascal,  des  Huygens,  des  Roberval; 
que  les  Newton,  les  Halley,  les  Maclaurin  la  cultivèrent  avec  une  sorte  de 
prédilection,  on  peut  croire  que  cette  Géométrie  a  ses  avantages  (  *  )•  » 

Maclaurin  fut  un  digne  continuateur  de  Newton  et  par  lu  nature  des 
questions  de  philosophie  naturelle  qu'il  traita,  et  en  restant  fidèle  à  la  Gt'-o- 
métrie  des  anciens. 

Dans  la  célèbre  question  de  Tattraction  des  ellipsoïdes,  qui  avait  pris 
naissance  dans  le  Livre  des  Principes,  mais  dont  Newton  n'avait  traité  que  le 
cas  le  plus  simple,  Maclaurin  parvint,  par  les  seules  ressources  de  celte  mé- 
thode, à  des  résultats  que  l'Analyse  elle-même  a  longtemps  admirés.  C'est 
pour  les  besoins  de  cette  question  que  Maclaurin  considéra  le  premier  ces 
ellipsoïdes  homofocaux  qui  ont  donné  lieu  à  l'une  des  plus  importantes 
théories  de  la  Géométrie  moderne,  qui  embrasse  les  lignes  de  courbure 
comme  les  lignes  géodésiques  de  ces  surfaces,  et  ont  offert  à  l'Analyse  un 
puissant  principe  de  transformations. 

Maclaurin  cultiva  aussi  la  théorie  des  courbes,  par  la  méthode  de  Des- 
cartes,  dans  sa  Géométrie  organiquey  et  ])ar  la  Géométrie  pure  dans  son 
Traité  des  courbes  du  troisième  ordre,  où  il  fit  connaître  pour  la  première 
fois  de  fort  belles  propriétés  de  ces  courbes.  Ce  deuxième  ouvrage,  où  la 
facilité  et  la  brièveté  des  démonstrations  s'unissent  à  la  beauté  des  résultats, 
se  rattache  essentiellement  aux  méthodes  de  la  Géométrie  moderne,  et  y 
forme  la  base  d'une  théorie  qui  a  déjà  fixé  l'attention  de  quelques  géomètres 
et  qui  doit  prendre  une  grande  extension. 

Après  Maclaurin,  on  trouve  encore  Mathieu  Stewart,  qui  essiiya  de  traiter 
par  la  seule  Géométrie  quelques-unes  des  grandes  questions  du  système  du 
monde,  telles  que  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre,  le  problème  des  trois 
corps,  etc.  ;  mais  les  succès  rapides  de  l'Analyse  dans  les  mains  des  BernouUi, 
de  Clairaut,  d'Euler,  de  d'Alembert,  ôtaient  toute  opportunité  à  ces  re- 
cherches, qui  ne  parurent  plus  offrir  de  chances  de  succès.  Mathieu  Stewart 
s'adonna  aussi  à  VAnaijrse  géométrique  des  anciens,  dans  le  but  spécial 
d'en  accroître  les  ressources.  Dans  le  siècle  précédent,  les  géomètres  s'étaient 
occupés  plus  particulièrement  de  rétablir  les  Traités  sur  lesquels  Pappus 
nous  avait  laissé  quelques  données.  Mathieu  Stewart  entra  dans  une  voie 
nouvelle  et  fit  un  pas  de  plus;  il  composa  deux  ouvrages  qui  n'étaient 
point  l'imitation  d'ouvrages  grecs.  L'un,  intitulé  Quelques  théorèmes  gêné- 


(  '  )  Carnut,  Géométrie  de  position^  Dissertation  prélimiiinirf*. 
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raux  d'un  grand  usage  dans  les  hautes  Mathématiques,  renferme  de  beaux 
théorèmesy  dont  une  partie  n*a  pas  encore  été  démontrée. 

Dans  le  même  temps,  Robert  Simson  composait  son  célèbre  Traité  des 
porismes  et  restituait  les  Lieux  plans  et  les  deux  livres  de  la  iSection  dé» 
terminée  d'Apollonius.  Ce  géomètre  avait  préparé  une  édition  des  Collec- 
tions mathématiques  de  Pappus;  il  est  à  regretter  qu'il  ne  Tait  pas  mise  au 
jour  (*  ). 

Depuis,  c'est  surtout  en  s'occupant  de  la  doctrine  des  Porismes  que  les 
géomètres  anglais  ont  suivi  la  forte  impulsion  que  Newton  et  Maclaurin 
avaient  donnée  à  la  culture  des  méthodes  anciennes. 

L'un  des  derniers  ouvrages  de  ce  genre  est  un  Mémoire  de  haute  Géomé' 
trie,  qu'on  trouve  dans  les  Transactions  philosophiques  de  la  Société  royale 
de  Londres,  de  1 798.  Le  nom  de  l'auteur  ne  se  lit  peut-cire  pas  sans  quelque 
étonnement  :  c'est  celui  d'un  illustre  contemporain  (lord  Brougham),  que 
des  travaux  fort  différents  ont  porté  depuis  aux  plus  hautes  dignités  de 
rÉtat  et  à  la  première  magistrature  du  parlement. 

Mais  pendant  ce  temps,  en  France  et  en  Allemagne,  on  cultivait  l'Ana- 
lyse  de  Descartes  et  le  Calcul  de  Leibnitz,  et  l'on  appliquait  les  ressources 
merveilleuses  de  ces  puissantes  méthodes  à  une  foule  de  problèmes  nou- 
veauxy  et  principalement  au  développement  des  grandes  questions  qu'avait 
posées  ou  fait  naître  l'ouvrage  de  Newton. 

Cependant  la  Géométrie,  cultivée  à  la  manière  de  Descartes,  suivit  le 
cours  de  ses  progrès  naturels.  Après  que  Clairaut,  à  l'âge  de  seize  ans,  avait 
appliqué  l'analyse  infinitésimale  aux  ligues  à  double  courbure,  Euler  créa 
la  belle  et  importante  théorie  de  la  courbure  des  surfaces,  qui  prit  bientôt 
une  grande  extension  dans  les  ouvrages  de  Monge  et  de  l'un  de  ses  plus 
illustres  disciples. 

Euler,  dont  l'esprit  éminemment  fécond  s'appliqua  à  toutes  les  parties 
des  Mathématiques,  enrichit  les  Éléments  de  la  Géométrie  du  théorème  qui 
établit  une  relation  entre  les  nombres  des  faces,  des  sommets  et  des  arêtes 
d'un  polyèdre. 

Ce  théorème  d'Euler  et  la  belle  théorie  des  polyèdres  d'un  ordre  supé- 
rieur, de  M.  Poinsot,  avaient  conduit  un  jeune  géomètre  a  deux  Mémoires 
remarquables  (*),  qu'on  ne  peut  se  rappeler  sans  éprouver  le  regret  que, 

(  ')  On  sait  quo  M.  Pcyrard,  à  qui  nous  devons  la  belle  édition  des  Étcinents  d'Eu- 
clide  et  des  Œuvres  d'Archimède,  avait  préparé  de  pareilles  traductions  do  plusieurs 
autres  ouvrages  anciens,  notamment  du  grand  Traité  des  sections  coniques  d'Apollo- 
nius, mais  quo  la  mort  l'a  surpris  avant  qu'il  eût  achevé  l'impression  du  cet  ouvrage. 

(*)  Recherches  sur  les  polyèdres.  Mémoires  présentés  à  la  première  Classe  de  l'In- 
stitut en  181 1  et  181 2  par  M.  Cauchy.  (Voir  Journal  de  l* École  Poljf technique t 
XVl»  Cahier,  p.  68-98.) 
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depuis,  l'illustre  auteur  ait  consacré  exclusivement  à  l'Analyse  les  ressources 
de  son  génie  matliématique. 

Nous  ne  devons  point  omettrci  avant  de  clore  cet  aperçu  des  traraux 
qui  ont  précédé  le  xix*  siècle,  l'Introduction  à  l'analyse  des  lignes  courbesj 
de  Cramer,  qui  a  souvent  servi  de  ^ruide  dans  les  applications  de  l'Analyse 
h  cette  vaste  théorie  des  lignes  courbes. 


III.  —  De  la  Géométrie  au  xix*  siècle. 

Les  ouvrages  qui,  au  commencement  du  siècle  présent,  ont  eu  une  heu- 
reuse influence  sur  la  marche  et  les  progrès  de  la  Géométrie  sont,  à  des 
titres  diCTérents,  ceux  de  Monge  et  de  Carnot  :  de  Monge,  la  Géométne  des- 
criptive et  le  Traité  de  V  application  de  l'Analyse  à  la  Géométrie  ;  de  CarDOt, 
la  Géométrie  déposition  et  la  Théorie  des  trans\*ersalcs* 

Ces  ouvrages,  en  agrandissant  les  idées,  en  inspirant  aux  jeunes  mathé- 
maticiens le  goût  des  recherches  de  bonne  Géométiîe,  leur  offraient  des 
méthodes  et  des  ressources  nouvelles. 

La  Géométrie  descriptive  a  pour  objet  de  représenter  sur  un  plan,  surface 
à  deux  dimensions,  les  corps  qui  en  ont  trois,  ou,  en  d'auti^es  termes,  de 
réunir  dans  une  figure  plane  tous  les  éléments  nécessaires  pour  faire  con- 
naître la  forme  et  la  position,  dans  l'espace,  d'une  figure  à  trois  dimen- 
sions. 

Une  conséquence  de  cette  représentation,  c'est  que  l'on  exécutera  sur 
cette  figure  plane  elle-même  les  opérations  gcométiîques  répondant  à  celles 
que  Ton  aurait  à  faire  sur  la  figure  à  trois  dimensions. 

Sous  ce  point  de  vue  général,  on  conçoit  que  la  Géométrie  descriptive  a 
dû  exister  dans  tous  les  temps.  Et,  en  effet,  c'est  par  des  dessins  sur  une 
aire  plane  que  les  appareilleurs  et  les  charpentiers  ont,  dans  tous  les  temps, 
déterminé  et  indiqué  les  formes  des  corps  à  trois  dimensions  qu'ils  avaient 
à  construire. 

On  possédait  même  plusieurs  Traités,  et  de  bons,  de  Philibert  Delorme, 
de  Mathurin  Jousse,  du  P.  Deran,  de  Delarue,  sur  l'art  du  trait  appliqué 
à  la  coupe  des  pierres  et  à  la  charpente.  Desargues  avait  fait  un  pas  de 
plus  en  montrant  l'analogie  qui  existait  entre  des  procédés  divers  et  en  rat- 
tachant ceux-ci  à  des  principes  communs.  En  dernier  lieu,  Frézier,  officier 
du  génie,  qui  a])préciait  le  mérite  des  conceptions  de  Desargues,  avait 
donné  suite  à  ses  idées  de  généralisation  et  d'abstraction  mathématique, 
dans  son  Traité  de  Stéréotomie,  ouvrage  où  se  trouvent,  avec  les  applica- 
tions à  la  coupe  des  pierres,  plusieurs  questions  sous  une  forme  abstraite, 
telles  que  le    développement   des  surf^ices  coniques  et  cylindriques;  la 
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théorie  de  l'intersection  de  ces  surfaces  entre  elles  et  avec  la  sphère;  la  ma- 
nière de  représenter  une  ligne  à  double  courbure  par  ses  projections  sur 
des  planSy  etc. 

Toutefois,  on  n'avait  pas  songé  à  rattacher  toutes  ces  questions  à  un  petit 
nombre  d'opérations  abstraites  et  élémentaires,  et  surtout  à  présenter  celles* 
ci  dans  un  traité  spécial  et  sons  un  titre  particulier  qui  leur  donnât  un 
caractère  de  doctrine  indépendant  des  pratiques  d'oii  il  avait  suf&  de  les 
Caire  sortir.  C'est  là  ce  que  Monge  a  conçu  et  ce  qu'il  a  exécuté  avec  un 
rare  talent. 

C'est  par  deux  projections  des  corps  sur  deux  plans  rectangulaires,  dont 
on  abat  l'un  sur  l'autre  pour  ne  former  qu'une  aire  plane,  que  Monge  a 
représenté  mathématiquement  les  formes  de  l'étendue  à  trois  dimensions,  et 
c'est  ce  procédé  qu'il  a  appelé  Géométrie  descriptive. 

Les  principes  en  sont  très-simples  et  n'exigent  guère  que  la  connaissance 
du  livre  des  plans  de  la  Géométrie  ordinaire. 

Un  petit  nombre  d'opérations  faciles  suffisent  pour  les  applications  de 
cette  méthode  à  tous  les  arts  de  construction ,  de  même,  en  quelque  sorte, 
que  les  quatre  règles  de  l'Arithmétique  suffisent  pour  tous  les  calculs  auxquels 
donnent  lieu  les  sciences  mathématiques  dans  leurs  applications. 

Et,  en  effet,  un  procédé  graphique,  destiné  au  simple  ouvrier  comme  à 
l'ingénieur,  devait  se  réduire  à  un  petit  nombre  de  préceptes  d'une  appli- 
cation immédiate  et  toujours  facile. 

Auparavant  on  employait  des  procédés  divers,  et,  si  Ton  se  servait  aussi 
de  projections,  ce  n'était  pas  d'une  manière  uniforme;  les  plans  de  pro- 
jection étaient  différents,  et  le  dessin  ne  se  prétait  pas  à  une  lecture  facile 
et  sûre,  comme  les  épures  de  Monge. 

La  Géométrie  descriptive  simplifiait  donc  les  opérations  graphiques  né- 
cessaires aux  constructeurs;  elle  en  facilitait  l'étude,  qu'elle  mettait  à  la 
portée  de  tous,  tandis  que  les  ouvrages  savants  de  Dclarue,  de  Frézier,  etc., 
auxquels  manquait  cette  base  première,  n'étaient  accessibles  qu'aux  géo- 
mètres et  aux  ingénieurs. 

Mais  une  cause  plus  efficace  sans  doute  que  ces  avantages  réels,  pour 
assurer  le  prompt  succès  du  livre  de  Monge,  fut  ce  décret  puissant  de  la 
Convention,  qui,  en  créant,  sous  le  nom  à^ Écoles  Normales,  le  grand  éta- 
blissement où  vinrent  se  réunir  douze  cents  jeunes  gens,  les  plus  capables, 
choisis  sur  tous  les  points  de  la  France,  ordonna  que  la  Géométrie  descriptive 
y  fût  enseignée,  et  en  confia  l'enseignement  à  l'enthousiasme  et  au  patrio- 
tisme actif  de  Monge. 

Voilà  comment  Monge  n'eut  point  à  éprouver  les  difficultés  et  les  procès 
en  parlement  que  la  routine,  Tignorance  et  les  intérêts  lésés  avaient  suscités 
à  Desargues,  un  siècle  et  demi  auparavant. 

Cbailii.—  Géom.  ir/r.  37 
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La  Géométtie  descriptive,  instrument  créé  principalement  pour  le  besoin 
des  artistes  et  des  ingénieurs,  devait  être  utile  aussi  aux  géomètres  :  elle 
formait  un  complément  de  leur  Géométrie  pratique;  elle  pouvait  faciliter 
leurs  recherches  théoriques,  en  leur  donnant  le  moyen  de  représenter  par 
une  figure  plane  les  corps  qu'ils  avaient  à  considérer;  enfin,  en  familiari- 
sant avec  les  formes  de  certaines  familles  de  surfaces,  elle  habituait  Tesprit 
à  les  concevoir  intellectuellement  et  développait  rintelligence.  Aussi  est-ce 
avec  raison  que,  depuis  quelques  années,  l'étude  des  principes  de  la  Géomé- 
trie descriptive  fait  partie  des  cours  de  Mathématiques  dans  l'instniction 
secondaire. 

Quant  aux  applications  spéciales  et  les  plus  fréquentes  de  cet  art,  ce  sont 
la  perspective,  la  construction  des  reliefs,  la  détermination  des  ombres,  la 
gnomonique,  la  coui)e  des  pierres  et  la  charj^ente. 

Une  foule  d'autres  travaux,  tels  que  le  percement  des  routes  et  des  ca- 
naux dans  des  pays  accidentés,  les  constructions  navales,  la  direction  des 
mines  souterraines,  le  défilement  dans  la  science  des  fortifications,  etc., 
sont  encore  du  domaine  de  la  Géométrie  descriptive  (  *  ). 

Mais  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que,  dans  toutes  ces  questions,  la  Géo- 
métrie descriptive  n'est  toujours  qu*un  instrument  dont  l'ingénieur  se  sert 
pour  traduire  sa  pensée  et  exécuter  sur  le  papier  les  opérations  que  la 
science,  je  veux  dire  la  Géométrie  générale,  lui  indique.  La  Géométne 
descriptive  exécute,  mais  elle  ne  crée  pas.  Si  elle  montre  aux  yeux  la  courbe 
d'intersection  de  deux  surfaces,  elle  n'en  f;dt  point  connaître  les  pro- 
priétés; elle  ne  saurait  même  indiquer,  mathématiquement  parlant,  si  cette 
courbe  est  plane  ou  à  double  courbure.  Elle  n'a  point  de  méthodes  pour 
ces  recherches,  qui  sont  exclusivement  du  domaine  de  la  Géométrie  ra- 
tionnelle ('). 


(  *  )  Toutefois  il  couvieiit  d'ajouter  qu'il  existe  d'autres  méthodes  générales,  on  peut 
dire  d'autres  procédés  de  Géométrie  descriptive,  dans  lesquels  on  se  sert  d'une  seule 
projection,  orthogonale  ou  perspective,  et  de  quelque  autre  donnée  qui  supplée  à  la 
seconde  projection.  Les  officiers  du  génie,  par  exemple,  se  serrent  le  plus  souvent  de 
la  méthode  des  plans  cotés,  qui  leur  permet  d'exécuter  les  mêmes  opérations  que  par 
celle  de  Mongo,  et  qui  leur  offre  quelques  avantages  particuliers,  à  raison  de  la  na- 
ture de  leurs  travaux. 

(*)  Ce  passage  a  été  le  sujet  de  réflexions  critiques  de  la  part  d'un  géomètre  quia 
beaucoup  écrit  sur  la  Géométrie  descriptive.  Dans  un  de  ses  ouvrages,  où  il  résout  la 
question  de  reconnaître  si  la  courbe  d* intersection  de  deux  surfaces  est  plane  ou  o 
double  courbure,  il  ajoute  ces  paroles  :  «  Les  savants  qui  s'occupent  de  Géométrie  pure 
disent  que  Vanaljrse  peut  seule  résoudre  une  semblable  question  et  que  la  Géométrie 
deécriptive  n'a  pas  de  méthodes  pour  des  questions  de  ce  genre  ;  ce  qui  précède  leor 
prouvera,  j'espère,  qu'ils  sont  dans  l'erreur.  » 

Et  plus  loin  :  «  Je  crois  que  Ton  peut  dire,  sans  être  trop  sévère,  que  M.  Chastes  iia 


DISCOURS.  579 

Je  (ais  cette  réflexion  parce  qu'on  trouve,  dans  le  livre  de  Monge,  quel- 
ques passages  qui  ne  sont  pas  de  k  Géométrie  descriptive  et  qui  pourraient 
induire  en  erreur  les  jeunes  géomètres  sur  la  destination  et  le  caractère 
scientifique  de  cette  méthode  graphique. 

Ainsi,  Monge  démontre  deux  propositions  de  Géométrie  plane  qui  ré- 
sultent naturellement  de  la  considération  de  figures  à  trois  dimensions, 
savoir  la  propriété  ancienne  des  coniques,  sur  laquelle  repose  la  théorie  des 
polaires  (^),  puis  ce  beau  théorème  de  d'Alembert,  que  les  tangentes  com- 
munes à  trois  cercles,  pris  deux  à  deux,  ont  leurs  points  de  concours  si- 
tués, trois  à  trois,  en  ligne  droite.  Ces  exemples,  on  le  conçoit,  ne  constituent 
point  de  la  Géométrie  descriptiçe;  on  n'y  fait  pas  même  usage  des  projec- 
tions :  ils  rentrent  dans  la  Géométiîe  rationnelle. 

Il  en  est  de  même  des  propriétés  générales  de  l'étendue,  relatives  aux 
lignes  à  double  courbure  et  aux  lignes  de  courbure  des  surfaces  courbes, 
que  Monge  a  placées  à  la  suite  de  sa  Géométrie  descriptive^  en  faveur  «  des 
professeurs^  qui  doivent  être  exercés  à  des  considérations  d'une  généralité 
plus  grande  que  celles  qui  forment  l'objet  ordinaire  des  études  » .  Ces  pro- 
priétés fort  belles  des  lignes  et  des  surfaces  courbes,  placées  dans  un  livre 
destiné  à  être  très-répandu,  ont  contribué  à  développer  le  goût  de  ces  spé- 
culations d'un  ordre  supérieur,  et,  sous  ce  rapport,  le  livre  de  Monge  a 


pu  réfléchi  en  écrivant  dans  son  discours  d'ouverture  la  phrase  suivante  :  La  Géo» 
métrie  descriptive.,,  ne  saurait  indiquer,  mathématiquement  parlant ^  si  cette  courbe 
(courbe  intersection  de  deux  surfaces  )  est  plane  ou  à  double  courbure.  Elle  n'a  point 
de  méthodes  pour  ces  recherches,  qui  sont  exclusivement  du  domaine  de  la  Géométrie 
rationnelle,  » 

Or,  qu'on  Use  la  solution  de  l'auteur,  on  reconnaît  aussitôt  qu'elle  n'est  pas  autre 
chose  que  la  traduction,  en  Géométrie  descriptive,  du  procédé  même  qu'emploierait  un 
ouvrier  qui  voudrait  vérifier  si  l'arête  vive  qu'il  vient  de  construire  est  plane  ou  h 
double  courbure.  Ce  constructeur  appliquerait  tout  simplement  le  plat  de  sa  règle 
sur  la  courbe  et  verrait  s'il  y  a  partout  coïncidence.  Pour  traduire  ce  procédé  en  Géo- 
métrie descriptive,  on  mène  un  plan  par  trois  points  de  la  courbe  ;  puis  on  projette 
cette  courbe  sur  un  plan  perpendiculaire  à  celui-là,  et  l'on  vérifie  par  les  jeux  si  la 
projection  coïncide  avec  la  ligne  de  terre  ou  s'en  écarte. 

C'est  précisément  là  le  procédé  que  l'auteur  indique  dans  son  ouvrage. 

Cet  exemple  d'une  solution  par  la  Géométrie  descriptive  montre  parfaitement  que 
les  usages  de  cette  méthode  graphique  sont  tels  que  je  l'ai  dit,  et  justifierait,  s'il  était 
besoin,  toutes  mes  paroles. 

(*)  Quand  le  sommet  d'un  angle  circonscrit  à  une  conique  glisse  sur  une  droite  Jixe, 
la  corde  qui  joint  les  deux  points  de  contact  des  côtés  de  V  angle  passe  toujours  par  un 
même  point  fixe. 

Ce  théorème  n'est  pas  dû  à  Monge,  comme  on  l'écrit  quelquefois.  11  se  trouve,  avec 
d'autres  propositions  sur  le  même  sujet,  dans  les  ouvrages  de  la  Hire,  et  postérieure- 
ment dans  plusieurs  autres  Traités  des  Sections  coniques.  (  Voir  Aperçu  historique,  etc., 
p.  ia3.) 
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encore  atteint  le  but  de  l'illustre  auteur.  Mais  elles  n'ont  rien  de  commun 
avec  les  principes  de  la  Géométrie  descriptive,  et  elles  rentrent  exclusive- 
ment dans  le  domaine  de  la  Géométrie  générale. 

Le  grand  Traite  de  V  Jpplication  de  l'Analyse  à  la  Géométrie  a  le  même 
objet  que  la  Géométrie  de  Descartes  ;  il  en  est  la  continuation  :  celle-ci  rou- 
lait sur  l'analyse  des  quantités  finies,  el  le  livre  de  Monge  sur  Panalyse  des 
quantités  infinitésimales.  Euler  avait  déjà  traité  plusieurs  de  ces  questions 
et  donné  son  beau  tbéorème  sur  les  rayons  de  courbure  des  surfaces 
courbes.  Monge  les  traita  avec  beaucoup  plus  d'extension  et  sous  de  nou- 
veaux points  de  vue.  Les  rapports  qu'il  établit  entre  les  équations  aux  dif- 
férences partielles  et  certaines  familles  de  surfaces  offrent  des  exemples 
magnifiques  des  secours  mutuels  que  peuvent  et  doivent  se  prêter  la  Géo- 
métrie et  l'Analyse. 

Les  ouvrages  de  Camot  ont  pour  objet  spécial  l'extension  de  la  Géomé- 
trie des  anciens.  Us  font  suite  aux  ouvrages  de  Robert  Simson,  Stewart,  etc.  ; 
mais  ils  sont  empreints  de  cet  esprit  de  facilité  et  de  généralité  que  nous 
offrent  les  ouvrages  de  Pascal  et  de  Desargues;  et  ce  caractère,  qui  leur  est 
propre,  a  été  dans  l'intention  de  leur  illustre  auteur. 

Dans  le  siècle  dernier,  R.  Simson  et  Stewart  donnaient,  à  l'instar  des  an- 
ciens, autant  de  démonstrations  d'une  proposition  que  la  figure  à  laqueUe 
elle  se  rapportait  présentait  de  formes  différentes,  à  raison  des  positions  re- 
latives de  ses  diverses  parties.  Camot  s'attacha  à  prouver  qu'une  seule  dé- 
monstration appliquée  à  un  état  assez  général  de  la  figure  devait  suffire 
pour  tous  les  autres  cas,  et  il  montra  comment,  par  des  changements  de 
signes  des  termes  dans  les  formules  démontrées  par  une  figure,  ces  formules 
s'appliquaient  à  une  autre  figure  ne  différant  de  la  première,  comme  nous 
l'avons  dit,  que  par  les  positions  relatives  de  certaines  parties  (  ^  ]  :  c'est  ce 
qu'il  appela  le  principe  de  corrélation  des  figures. 

Généralement  on  ne  parvenait,  en  Géométrie  pure,  à  la  démonstration 
d'une  proposition  importante,  qu'en  s'élevant  successivement  des  cas  les 
plus  simples  à  de  plus  composés.  Les  recherches  de  Viète  et  de  Fermât  sur 
les  contacts  des  cercles  et  des  sphères,  le  Traité  des  sections  coniques  de 
R.  Simson  et  les  ouvrages  de  Stewart  (*)  sont  des  exemples  de  cette 
marche  lente  et  pénible.  Dans  le  contact^  des  sphères  de  Fermât,  p^r 


(  *  )  On  voit  qu'il  ne  s'agit  pas  ici  du  cas  où  certaines  parties  d'une  figure  qui 
ont  servi  pour  la  démonstration  deviennent  imaginaires,  auquel  cas  cette  démon- 
stration n*a  plus  lieu.  Cotte  question  des  imaginaires  est  celle  que  M.  Poncelet  a  rst^ 
tachée  au  principe  de  continuité,  comme  il  a  été  dit  dans  la  Préface,  p.  xit  et  sui- 
vantes. 

(*)  \ oir  Aperçu  historiçue,  p.  i8o. 
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exemple,  on  ne  parvient  à  dëterminer  une  sphère  tangente  à  quatre  autres 
qu'après  avoir  résolu  quatorze  questions  prëliminaires,  dont  la  plupart  sont 
des  cas  particuliers  de  la  question  principale.  Carnot,  au  contraire,  traite 
directement  les  questions  dans  leur  sens  le  plus  général ,  et  la  science  gagne 
en  facilité  et  en  force,  en  même  temps  qu'en  brièveté  et  en  généralité. 

Cette  manière  d'écrire  la  Géométrie  fait  le  caractère  de  la  Géométrie  mo- 
derne, et  ce  sont  les  ouvrages  de  Carnot  qui  ont  le  plus  contribué  à  la  ré- 
pandre (^). 

Quant  au2C  résultats  qu'on  y  trouve,  ils  sont  extrêmement  nombreux. 
Une  partie  roule  sur  diverses  propriétés  des  sections  coniques  qu'on  a  re- 
produites souvent  depuis,  et  que  l'auteur  démontre  avec  une  facilité 
extrême. 

On  y  distingue  une  belle  propriété  des  courbes  géométriques  concernant 
les  segments  qu'une  courbe  de  cette  espèce  fait  sur  les  côtés  d'un  polygone 
quelconque ,  propriété  qui  est  une  extension  d'un  théorème  de  Newton  et 
dont  les  géomètres  ont  fait  depuis  de  nombreuses  applications,  notamment 
à  la  détermination  générale  des  tangentes  et  des  cercles  osculateurs  de  ces 
courbes  géométriques. 

Ces  belles  recherches  se  rapportent  à  une  partie  de  Touvrage  où  Carnot 
propose  divers  systèmes  de  coordonnées,  autres  que  celui  de  Descartes, 
pour  représenter  les  courbes,  et  établit  les  relations  qui  ont  lieu  entre  ces 
coordonnées^  de  manière  à  passer  d'un  système  à  un  autre.  On  transforme 
ainsi  les  équations  des  courbes,  et,  comme  l'équation  dans  chaque  système 
exprime  une  propriété  différente  de  la  courbe,  ces  recherches  facilitent  et 
ont  pour  objet,  au  fond,  l'étude  des  propriétés  des  courbes.  Elles  nous  pa- 
raissent rentrer  essentiellement  dans  la  doctrine  des  porismes  d'Euclide. 

On  trouve  dans  la  Géométrie  de  position  des  idées  sur  une  science  qui, 
selon  Carnot,  devrait  tenir  le  milieu  entre  la  Géométrie  et  la  Mécanique, 
savoir  celle  des  moupements  géométriques.  Il  appelle  ainsi  les  déplacements 
que  peuvent  subir  plusieurs  corps  sans  se  déformer  par  leur  contact  et  en 
conservant  entre  eux  des  conditions  prescrites,  conditions  géométriques  et 
indépendantes  des  règles  de  la  communication  des  mouvements  et  de  toutes 
considérations  de  forces  et  de  Mécanique  proprement  dite.  On  voit  que 


(  '  )  «  La  Géométrie  de  Position  de  Carnot  n'aurait  pas,  sous  le  rapport  de  la  méta- 
physique de  la  Science,  le  haut  mérite  que  je  lui  ai  attribué,  qu'elle  n'en  serait  pas 
moins  l'origine  et  la  base  des  progrés  que  la  Géométrie,  cultivée  à  la  manière  des  an- 
ciens, a  faits  depuis  trente  ans  en  France  et  en  Allemagne.  »  (Arago,  Biographie  de 
Lazare-NicoîaM'Marguerite  Cahhot,  lue  à  l'Institut  en  1837*  Paris,  i85o,  in^*.  Voir 

p.  84.) 
Les  Ouvrages  de  Carnot  ont  été  traduits  en  allemand  ;  la  Géométrie  de  position 

l'a  été  dès  1806,  parle  célèbre  astronome  M.  Schumacher. 

37. 
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c'est  cette  science  que  M.  Ampère  a  proposée  aussi  sous  le  nom  de  Cinéma  ^ 
tique  dans  son  Essai  sur  la  philosophie  des  sciences,  Camot  avait  déjà 
cmis  ces  idées  en  1 788,  dans  son  Essai  sur  les  machines. 

Le  temps  ne  me  permet  pas  de  pousser  plus  loin  cette  étude  du  livre  de 
Carnot;  je  me  bornerai  à  dire  que  son  titre,  Géoméirie  de  position,  se  rap- 
portait au  principe  de  la  corrélation  des  figures,  fondé  sur  la  doctrine  des 
(juantités  posîtiçes  et  négatives  en  Géométrie  (  *  )«  et  non  à  quelque  méthode 
spéciale,  telle  que  la  Géométrie  des  indivisibles,  la  Géométrie  analytique, 
]a  Géométrie  descriptive,  etc.^  ni  à  une  partie  restreinte  de  la  science,  comme 
la  Géométrie  de  la  règle,  la  Géométrie  du  compas,  etc.  La  Géométrie  de 
position  n'était  point  autre  chose  que  de  la  Géométrie  générale  traitée  par 
les  procédés  ordinaires,  mais  avec  talent  et  par  des  considérations  faciles  et 
fécondes. 

La  Théorie  des  transversales  est  un  ensemble  de  propositions  qui  ex- 
priment toutes  des  rapports  entre  les  segments  que  fait,  sur  un  système  de 
lignes  droites,  une  ligne  droite  ou  courbe  qu'on  appelle  transversale.  Ces 
i*apports,  exprimés  en  général  par  des  équations  à  deux  termes,  jouissent 
de  cette  propriété  qu'ils  se  conservent  dans  les  projections,  perspectives  ou 
orthogonales,  de  la  figure.  Les  mêmes  relations  ont  lieu  aussi  entre  les  sinus 
des  angles  des  droites  projetantes.  Ce  sont  ces  propriétés  importantes  qui 
font  le  caractère  des  pro|K>sitions  que  Camot  a  réunies  sous  le  titre  de 
Théorie  des  transversales.  Ces  propositions  peuvent  être  d'un  usage  très 
fréquent  pour  la  démonstration  d'une  foule  de  théorèmes,  particulièrement 
dans  la  théorie  des  sections  coniques.  Elles  n'ont  pas  été  inconnues  des  an- 
ciens; on  en  trouve  des  traces  éparses  dans  Pappus  et  chez  quelques  auteurs 
modernes  (  '  j  ;  mais  c'est  Carnot  qui  a  reconnu  qu'elles  étaient  propres  à 
former  une  véritable  méthode  de  démonstration ,  et  cette  théorie,  en  effet, 
a  pris  de  l'extension  et  est  devenue  d'un  grand  usage  dans  la  Géométrie 
moderne. 

Je  me  suis  étendu  sur  les  ouvrages  de  Monge  et  de  Carnot,  parce  que 
je  les  regarde  comme  ayant  ranimé  en  France  l'esprit  des  méthodes  géomé- 
triques et  inspiré  les  jeunes  mathématiciens  qui  bientôt  sont  entrés  dans 
cette  voie. 

A  leur  tête  se  présentent  MM.  Ch.  Dupin  et  Poncelet,  dont  les  remar- 
quables travaux  attestent  cette  heureuse  impulsion. 

M.  le  baron  Dupin,  dans  ses  Développements  de  Géométrie,  qu'il  considère 
comme  fiiisant  suite  aux  ouvrages  de  Monge,  a  traité,  par  les  seules  res- 


(  '  )  Voir  la  Préface,  p.  viii. 

f  y  Voir  Aperçu  historique,  etc.,  p.  SS-Sg  et  agi-ag^. 
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sources  de  la  Géométrie  aussi  bien  que  par  TAnalyse,  la  théorie  générale  de 
la  courbure  des  surfaces,  que  Ton  avait  supposée  jusque-là  n'être  accessible 
qu'à  l'Analyse.  C'est  dans  ce  bel  Ouvrage  qu'on  trouve  cette  importante 
théorie  des  indicatrices,  qui  n'est  pas  moins  féconde  en  Géométrie  ration- 
nelle qu'en  Géométrie  descriptive.  Ce  volume  et  celui  des  Applieeuions  de 
Géométrie  et  de  Mécanique  ont  servi  utilement  la  Science,  et  par  les  belles 
tliéories  qui  s'y  trouvent,  et  comme  ayant  donné  aux  jeunes  géomètres 
une  juste  confiance  dans  les  ressources  que  peuvent  offrir  ces  méthodes. 

La  théorie  des  transversales  est  le  principal  fondement  du  grand  Traité 
des  propriétés  projectives  de  M.  Poncelet,  où  Ton  trouve,  avec  une  foule 
de  résultats  du  plus  haut  intérêt,  cette  méthode  merveilleuse  de  la  théorie 
des  polaires,  et  le  mode  de  déformation  des  figures  à  trois  dimensions,  ana- 
logue aux  procédés  de  la  perspective  pour  les  figures  planes  ;  méthodes  qui, 
en  donnant  le  moyen  de  créer  à  volonté,  d'une  manière  en  quelque  sorte 
mécanique,  des  théorèmes  fort  divers  et  pourtant  dérivés  d'un  seul,  forment 
les  sources  les  plus  fécondes  de  la  Géométrie  moderne. 

Les  transformations  sont  le  propre  de  l'Algèbre;  on  conçoit  donc  com- 
bien des  procédés  analogues  en  Géométrie  doivent  apporter  de  facilité  et 
de  puissance. 

C'est  dans  le  sein  de  TÉcole  Polytechnique  surtout  que  les  ouvrages  de 
Monge  et  de  Carnot  ont  porté  leurs  fruits.  Le  goût  des  sciences,  implanté 
dans  ce  grand  établissement  par  les  hommes  illustres  qui  l'ont  fondé,  s'y 
est  conservé,  grâce  à  son  organisation  judicieuse  et  puissante,  et  a  contribué, 
comme  les  services  militaires  et  civils,  à  la  gloire  et  à  la  grande  renommée 
de  cette  École  célèbre  dans  le  monde  entier  (  ^  ). 

Je  ne  puis  rappeler  ici  tous  les  élèves  dont  les  travaux  se  sont  succédé 
et  ont  concouru  à  l'accroissement  de  la  science;  mais  leurs  noms  se  présen- 
teront naturellement  dans  le  cours  de  notre  enseignement.  Nous  aurons 
souvent  à  citer  aussi  le  vénérable  M.  Gergonne,  dont  les  travaux  et  les 
Annales  ont  tant  contribue  au  mouvement  scientifique  de  l'époque  (*). 


(')  On  Mit  que,  depuis  que  ceci  a  été  écrit,  TÉcole  Polytechnique  a  éprouvé, 
en  i85o,  des  modifications  profondes  et  très  regrettables. 

(')  Les  géomètres  regrettent  que  la  Correspondance  matke'mattque  et  phjrsique  de 
M.  Queteict,  après  avoir  contribué,  de  i8a4  ^  i838,  à  l'heureuse  impulsion  que  les 
sciences  avaient  reçue  en  Belgique,  ait  cessé  de  paraître.  Nous  aurons  à  consulter  les 
onse  Volumes  do  cette  intéressante  collection  et  les  divers  Recueils  périodiques  qui 
offrent  chaque  jour  aux  géomètres  les  avantages  d'une  facile  et  prompte  publication  : 
le  Journal  de  Mathématiques  de  M.  Crelle  ;  celui  de  M.  Liouville  ;  les  youvelles  Anmdes 
de  M.  Terquem;  le  Journal  mathématique  de  Cambridge  et  de  Dublin,  édité  par 
M.  Thomson;  les  Annales  des  Sciences  mathématiques  et  physiques  de  M.  Tortollni; 
les  Archives  de  Mathématiques  et  de  Physique  de  M.  Grunert. 
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Nous  ne  négligerons  point  non  plus  les  Mémoires  importants  publiés  de 
nos  jours  en  Allemagne,  en  Angleterre,  en  Italie,  où  la  Géométrie  est  cul- 
tivée avec  un  grand  succès  et  souvent  avec  éclat  (  ^). 

Les  théories  et  les  méthodes  dont  l'usage  doit  se  présenter  le  plus  fré- 
quemment formeront  naturellement  ]a  base  de  ce  Cours.  Mais  les  questions 
spéciales  d'un  ordre  plus  relevé  qui  seront  propres.soît  à  ouvrir  de  nouvelles 
voies,  soit  à  offrir  de  belles  applications  de  la  Science,  entreront  aussi  né- 
cessairement dans  le  cadre  que  nous  nous  sommes  tracé.  Si  nous  n*avons 
pas  à  analyser  des  ouvrages  de  Timportance  du  livre  des  Principes  de 
Newton,  il  en  est  cependant  qui  nous  offriront  des  exemples  non  moins 
remarquables  de  la  puissance  d'invention  que  l'esprit  géométrique  déve- 
loppe, et  de  la  richesse  des  résultats  qu'il  peut  procurer  dans  les  questions 
les  plus  difficiles.  Rien  de  plus  beau  que  ces  considérations  directes  et  lu- 
cides, pittoresques,  s'il  est  permis  de  s'exprimer  ainsi,  par  lesquelles  un 
grand  géomètre,  en  transportant  Tingénieuse  doctrine  des  couples  dans  la 
Dynamique,  nous  a  dévoilé  toutes  les  circonstances  géométriques  et  dyna- 
miques du  double  mouvement  d'un  corps  pesant  qui  a  reçu  une  impulsion  (  '  ] . 
Cette  importante  et  difficile  question  avait  été  résolue  analytîquement  par 
Euler  et  d'AIembert,  à  peu  près  dans  le  même  temps,  puis  avec  plus  d'ordre 
et  d'élégance  par  Lagrange.  Mais  dans  ces  solutions,  dont  le  but  final  est 
la  détermination  de  la  position  du  corps  à  un  instant  donné  par  des  formules 
de  quadrature,  on  ne  voit  que  des  calculs  qui,  s'ils  donnent  la  solution 
numérique  de  la  question,  c'est-à-dire  la  position  actuelle  du  corps,  ne 
font  nullement  connaître  comment  il  y  est  arrivé,  comment  se  modifie  à 
chaque  instant  l'effet  de  l'action  permanente  de  l'impulsion  primitive.  Par 
les  seules  ressources  du  raisonnement  géométrique,  M.  Poinsot  rend  pal- 
pables et  semble  peindre  aux  yeux  toutes  les  circonstances  du  mouvement 
du  corps.  A  l'instar  des  forces  accélératrices  que  les  géomètres  sont  accou- 
tumés à  considérer,  il  considère  dans  le  mouvement  du  corps  un  couple 
accélérateur  qui,  en  se  combinant  avec  la  rotation,  de  même  qu'une  force 
accélératrice  se  combine  avec  une  force  d'impubion,  change  à  chaque  instant 
la  grandeur  de  cette  rotation  et  la  direction  de  l'axe  autour  duquel  elle 
s'effectue,  et  ce  double  effet  se  suit  pour  ainsi  dire  de  l'œil,  en  même  temps 
que  Tesprit  en  voit  les  causes. 

On  reconnaît  ici  quels  sont  les  avantages  propres  de  l'Analyse  et  de  la 
Géométrie.  La  première,  par  le  mécanisme  merveilleux  de  ses  transforma- 
tions, passe  rapidement  du  point  de  départ  au  but  proposé,  mais  souvent 


(  *  )  Voir,  par  exemple,  les  Ouvrages  de  MM.  Steiner,  Mac  Cullagh,  etc. 
(')  Voir   Théori*  nouvelle  de  la  roteaion  des  corps,  par  M.  Poinsot.  Paris,  Rache- 
lier,  i85i,  în-4». 
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sans  connaître  ni  le  chemin  qu'elle  a  fait  ni  la  signification  des  nombreuses 
formules  qu'elle  a  employées. 

La  Géométrie^  au  contraire,  qui  ne  puise  ses  inspirations  que  dans  la 
considération  attentive  des  choses  et  dans  l'enchaînement  des  idées,  est 
obligée  de  découvrir  naturellement  les  propositions  que  l'Analyse  a  pu 
n^liger  et  ignorer,  et  qui  forment  le  lien  le  plus  immédiat  entre  les  deux 
termes  extrêmes.  Cette  marche  peut  paraître  parfois  difficile,  mais  elle  est 
au  fond  la  plus  simple,  parce  qu'elle  est  la  plus  directe  ;  elle  est  aussi  la  plus 
I  umineuse  et  la  plus  féconde. 

L'Analyse  découvre-t-elle  une  vérité;  que  la  Géométrie  en  cherche  la 
démonstration  par  ses  propres  moyens  :  soyez  sûrs  que  dans  cette  recherche 
elle  rencontrera  et  fera  connaître  diverses  autres  propriétés  qui  se  rattachent 
au  sujet,  l'éclairent  et  le  complètent. 

L'Analyse  et  la  Géométrie,  au  point  de  vue  philosophique,  sont  deux 
branches  d'une  science  unique  qui  a  pour  objçt  la  recherche  des  vérités 
naturelles;  elles  sont  destinées  à  s'éclairer  mutuellement,  à  se  prêter  un 
secours  réciproque  :  toutes  deux  sont  des  instruments  aujourd'hui  indis- 
|)en8ables. 

Cultivons  donc  simultanément  l'Analyse  et  la  Géométrie,  et  que  l'une  et 
Tautre  trouvent  également  leur  place  dans  l'enseignement. 

C'est  la  pensée  que  le  chef  éminent  qui  préside  à  l'instruction  publique  a 
cherché  à  réaliser  en  fondant  la  chaire  de  Géométrie  supérieure. 


33  décembre  1846. 
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